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Aufgabe 1. (je 2P)

Berechnen Sie jeweils die entsprechenden Integrale:

a) /1 ot 7;2[ =3 e d) /0 i exp(2 sin(z)) - cos(z) do
b) /:x~sin(a¢) dx e) /23&21)2 dx
[ Y

Hinweis: Benutzen Sie fiir f) die Partialbruchzerlegung.

Loésung 1.

a) Auflosen des Bruches liefert:
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—1+4(V2-1) —3log(2) = -5+ 4v/2 — 310g(2) ~ 0.0774
b) Wir wenden die partielle Integration auf ¢’(x) = sin(z) und f(z) = z an und erhalten:
/ x - sin(z) dx = { xcos(:z:)} — / 1. (—cos(x)) dx

_ {xcos(:r)}i + {sin(z)}:r

= (—mcos(m)) — (7 cos(—m)) + sin(r) — sin(—)
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¢) Wir schreiben die Funktion um und wenden zweimal partielle Integration an:

/ L / ' sin(20)-exp(—2) da

— exp(z) i ~
T g’ (x

sy

_ {Sin(gx)(_exp(_x))rﬂ - /_ 2cos(2) - (—expl—a) da
:0+2/_:Els(@-exp(—m) dx
f(z) g'(x)

=2 <{cos(2x)( exp(x))} :r - /Tr (—2sin(2z)) - (—exp(—x)) dx)

—T
T

= 2(—exp(—m7) + exp(n)) — 4/ sin(2z) - exp(—x) dx

—T

™

Wir schieben den Term sin(2x) - exp(—z) dx auf die linke Seite und erhalten damit
[ sin(za)-exp(-0) do = 2 (explm) - — ) (= 3 ()
sin(2z) - exp(—z) dx = = - (exp(m) — = — sinh(w
o P 5 P exp(7) 5

Die Funktion % (exp(z) — exp(—x)) wir auch Sinus hyperbolicus genannt und mit sinh be-
zeichnet.

d) Wir substituieren g(x) = 2sin(z) und erhalten mit der Substitutionsregel:

/2 9 2 sin(w/2) 1
/ exp(2sin(x)) - cos(z) = dx = / exp(t) - = dt
0 2 2 2

sin(0)

2
= %/0 exp(t) dt = %(GXPQ) -1)

e) Wir wollen mit g(z) = z — 1 substituieren. Dazu schreiben wir zuerst z? als Funktion von
g(z) mit 2% = (z — 1+ 1)2 = (g(z) + 1)2. Nach der Substitutionsregel bekommen wir:
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f) Wir verwenden die Partialbruchzerlegun, ﬁ - x%rl = ?:711_)8:% = 91:2271 und erhalten
damit:
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Aufgabe 2. (8P)

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen f; : (0,00) — R jeweils eine Stammfunktion mit Hilfe
des Hauptsatzes der Differential- und Integrationsrechnung. Priifen Sie anschlieffend nach, ob es
sich tatséchlich um eine Stammfunktion handelt.

a) fi(z) =a"log(z) fir n € Ny b) fole) = - - exp (1)

Loésung 2.

¢
a) Wir setzen F(¢) := / " log(z) dx. Partielle Integration liefert dann:
1

t

¢ t
1 1 1
2™ log(x) dx = " log(x) 7/ — "t dg
~~ n+1 1 1 n+1 x

w(@) u(z)
1 Lo
= | 2" log(x)| — / " dx
n+ 1 1 1

1 1 1
= — (" log(t) — 0 — (——t"+ — — 1
n+1< og(t) G a1 Y

~(57) - (s 1) = et <)
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Wir erhalten also als Stammfunktion Fy(z) = —1= log(z)z"*! — ( 2gn*tl — 1 was auch

L)
n+1 n+1
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ein schneller Test bestétigt, denn es gilt:

1 1, " 1,
F{(z) = —— <xx 4 (n+1)log(z)x >—n+1x
LR SRS BRI B
= og(z)x z" — x
n+1 & n+1 n+1

— log(x)2" = fi(a)

¢
b) Wir setzen wieder Fy(t) := / f2(z) dz. Mit g(z) = L erhalten wir
1

und nach der Substitutionsregeln mit ¢t > 1:

! 1
Fg(t)::/1 —3 1 eXP <t) dz
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= / —s-exp(s) ds |
g(1)
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- ({z-exp(g;)} ;t - /1 :t exp(s) ds)
exp(1) = exp (1) = (exp(1)  exp 1))

1 1
(1- ;)exp(g)

Ein kurzer Test liefert wieder
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Aufgabe 3. (5P+5P)
Sei f: R — R eine stetige Funktion.
a) Sei weiterhin f ungerade, dass heifit fiir alle z € R gilt f(—x) = — f(z). Zeigen Sie, dass dann
fiir jedes a € R bereits /a f(z) dz =0 gilt.

—a

b) Sei f gerade, dass heiflt fiir alle z € R gilt f(x) = f(—=). Sei weiterhin F eine Stammfunktion
von f mit F(0) = 0. Zeigen Sie, dass dann F eine ungerade Funktion ist.

Loésung 3.

a) Wir benutzen zuerst die Zerlegung und anschlieflend substituieren wir g(x) = —z. Damit
erhalten wir:

a 0 a
@y de= [ @) o+ / f(z) da

:/O—f(—a:) dx—i—/af(:v) do
/f da:+/f

—/0 f(z) der/O f(z) de =

b) Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung gilt fiir = > 0:

F(z) = F(z) — F(0) = /O F(t) dt

0
—0- f() /—f(t)dt

—/Of(t) /f
/f («)

wobel wir im Schritt von der zweiten auf die dritte Zeile g(x) = —z substituieren.
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Aufgabe 4. (5P+5P)

a) Sei A(r) der Flicheninhalt eines Halbkreises vom Radius .

Zeigen Sie, dass A(r) = / V2 — a2 dx gilt.

Hinweis: Die Punkte (x,y) € R? auf dem Kreis mit Radius r und Mittelpunkt O sind durch
die Gleichung x° + y? = r? festgelegt.

b) Berechnen Sie das Integral [* +/r? — 22 dx indem Sie mit 2 = r - cos(t) substituieren.

Hinweis: Benutzen Sie wihrend der Rechnung die Gleichung sin(z)? + cos(z)? = 1 und die
aus der Vorlesung bekannte Stammfunktion [ sin(z)? dz = 3(z — sin(z) cos(z)).

Loésung 4.

a) Losen wir 22 +y? = r2 nach y := f(z) auf, erhalten wir, dass der obere Rand des Kreises mit
Radius 7 um den Nullpunkt genau der Graph der Funktion y = f(x) = v/r? — 22 ist. Nach
Vorlesung ist f; f(z) dz der Flicheninhalt zwischen dem Graphen von f und der z-Achse.
Das ist aber gerade die obere Hélfte des Kreises mit Radius » um den Nullpunkt.

T COSs

b) Wir folgen dem Hinweis und erhalten:
(0)
V12— a2 dx

:/ﬂo\/m-(—rsin(t)) dt
= —/Oﬂw V1 —cos(t)? - (—rsin(t)) dt
=72 /Oﬂ V/sin(t)? sin(t)) dt
:72/0 [sin(0)] -sint)) de

>0
= r2/ sin(t)? dt
0

—r217r—sin7r cos(m —1 — sin(0) cos
=7 (5( (mjes() = 30~ 60 (0)
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