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Aufgabe 1. (2P+4P+4P)
Bestimmen Sie die Losungen x € R der folgenden Gleichungen:
a) log(z — 1) = log(4z) — 3 b) 3-45% = 6= +7 c) 367 =567

log(3)+log(4)

Bemerkung: Geben Sie die Losung dhnlich der Form x = Tog(log(3) +1)

Lésung 1.

a) Wir wenden auf beiden Seiten die Exponentialfunktion an (da diese umkehrbar ist, #ndert
das nicht die Losungsmenge) und erhalten:

log(z — 1) =log(4x) — 3 | exp
= x — 1 =exp(log(4z) — 3)
1
= r — 1 =exp(log(4z)) - —
e
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b) Wir verwenden hier log,(z) = und log, (a”) = x und erhalten damit:

log(3) +

7log(6

5z - log(4) — xlog(6 (6) —log(3)
(5log(4) — log(6)) =Tlog(6) — ( ) |+ (51og(4) —log(6))
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Alternativ: kann man hier auch log(a®) = xlog(a) verwenden und erhilt:

3457 =6" 17 |log
= log(3 - 45%) = (6”7)
= log(3) + log(4°%) =1log(6%) + log(6")
— log(3) + 5 log(4) —xlog(6)+7log(6) | — 2log(6) — log(3)
= z(5log(4) — log(6)) =Tlog(6) — log(3) |+ (5log(4) — log(6))
— m ~ 2,23
¢) Wir gehen wie in b) vor und erhalten:
3(5%) _5(3%) | log
S R
— logs (37)) - log(3) =log5(51") - log(5)
— 5% - log(3) =37 - log(5) | log
= log(5“”-10g(3))= g(3" - log(5))
= log(5%) + log(log(3)) =log(3") + log(log(5))
> log5(5")log(5) + log(log(3)) = (3x)10g( ) + log(log(5))
= z1og(5) + log(log(3)) == (3)+10g(log(5)) | — 2 log(3) — log(log(3))
= z(log(5) —log(3)) =log(log(5)) — log(log(3)) | (log(5) — log(3)
<

_ log(log(5)) — log(log(3))

~ 0.75
log(5) — log(3)
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Aufgabe 2. (je 2P=10P)

Ferdinand beobachtet eine Bakterienkultur in einer Petrischale. Zu Beginn der Beobachtung zéhlt
er 12 000 Bakterien in der Schale® und stellt fest, dass sich alle 15 Minuten die Bakterienpopulation
verdoppelt bis die Schale komplett voll ist.

a) Um 17:00 Uhr stellt er fest, dass die Schale zur Hiilfte voll ist.

(i) Um wie viel Uhr ist die Schale komplett voll?
(ii) Ferdinand reagiert schnell und siedelt um 17:10 Uhr die Bakterienkultur in eine doppelt
so grofe Schale um. Um wie viel Uhr ist diese voll?

b) Wihrend Ferdinands Beobachtung l4sst sich die Bakterienanzahl B(t) nach ¢ Minuten be-
schreiben als
B(t) = BO . at.
Bestimmen Sie die Parameter a und By.

c) Wie viele Bakterien z#hlt Ferdinand nach 5 Minuten (aufgerundet)? Wie viele nach 2 Stun-
den?

d) Wie lange muss Ferdinand warten, bis in der Petrischale 1 Million Bakterien sind?

e) Als die Schale zu einem Zehntel gefiillt ist, macht Ferdinand einen Ausflug. Wie lange war
er hichstens unterwegs, wenn er um 17 Uhr wieder da war?

Loésung 2.

a) (i) Da sich die Bakterien alle 15 Minuten verdoppeln und um 17 Uhr die Schale halbvoll
war, ist sie 15 Minuten spéter, also um 17:15 Uhr voll.

(ii) Um einen doppelt so groBen Behélter zu fiillen, braucht es nochmal 15 Minuten, also ist
die doppelt so grofie Schale schon bereits um 17:30 Uhr voll (die Bakterien héren nicht
zwischendrin auf sich zu vermehren, da um 17:10 Uhr die Schale noch nicht voll war).

b) Zu B(t) = 0 haben wir 12 000 Bakterien, also ist 12000 = B(0) = By _a" = Bj. Wegen
=1
B(15) = 2B(0) erhalten wir a'® = 2 und damit a = 21/ ~ 1,0473.

c) Nach der Formel in b) erhalten wir B(5) = 12000 - 1\5@5 = 12000 - V/2 ~ 15119. Nach 2
Stunden=8- 15 Minuten erhalten wir entsprechend 12000 - 28 = 3 072 000.

d) Wir stellen die Gleichung B(t) = 12000a’ = 1000000 auf und erhalten durch Umstellen:

1 1000/12 .
a' = 1000/12 = ¢ = log, (1000/12) = SECED ~ 95,7 Minuten.

e) Um 17 Uhr war die Schale halb voll, also fiinfmal so voll wie ein Zehntel. Setzen wir also
ty = 17 Uhr und tp, wenn die Schale zu einem Zehntel voll ist, erhalten wir:

Bpa™ _
5= B(tl)/B(to) = Bzato = atl to

Damit hat Ferdinand noch ¢; — tg = log,(5) ~ 34,8 Minuten Zeit einen Kaffe trinken zu
gehen.

1 Als Mathematiker kann er sehr schnell und sehr genau zihlen!
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Aufgabe 3. (2P+3P+2P+3P)
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte in R U {+o0}:

2 .
a) lim 25221 ¢) lim exp(exp(exp(—2?)))
z—oo 3 +2x + 1

b) lim Sm(x)xﬂ d) lim (exp (1og(2) + bg(?;)JF4> - cos (7r <;)z>>

Loésung 3.

Bis auf b) kénnen wir iiberall direkt die Grenzwertséitze benutzen und erhalten:
a)

. 3?42z +1 . 3+2/x+ 1/
lim ———— = lim —F—F—
z—oo 2342 +1  w—occx+42/x+1/22

Wegen der Grenzwertsiitze erhalten wir
lim 3+2/z+1/2% = lim 342 lim 1/ + lim 1/2* =3
T—00 T—00 T—00 T—00
und lim 2z +2/2 4 1/2% = oo
Tr—ro0

2
und damit lim w =
oo ¢+ 2/x + 1/22

b) Sei (z,), eine Folge, die bestimmt gegen oo konvergiert. Die Folge f( n) = sm(x”iw
kénnen wir (wegen x,, > 0 fiir grofies n) abschétzen durch =% < f(z,,) < --. Dalim, o = =

n

0 gilt, ist nach dem Sandwichlemma lim,,_, . f(x,) = 0. Da das fiir Jede Folge Ty — 00 gilt,
haben wir insbesondere lim, ., f(z) = 0.
c¢) Tterativ eingesetzt erhalten wir:

lim —2% = —
Tr—r 00

= lim exp(—z?) = lim exp(—z) =0
T—00 TrT——00

1 — 2 =1 =
:xlirgcexp(exp( x%)) ili%exp(x) 1

1 — 2 = 1i =
#wlgngoexp(exp(exp( x%))) il_}mlexp(x) e

d) Wir sehen zuerst

lim w =0 und lim (1> =0
T—r00 X T—r00 3

Setzen wir dies in unsere Grenzwertsétze ein, erhalten wir
1 4 1\”
lim (exp (log(2) + og(3)—|—) - cos (7r <> >>
T—r00 X 3
= (lim exp (log(2) + ) - (Jim cos (7))
= exp(log(2))-1=2
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Aufgabe 4. (3P+3P+2P+2P)

Wir betrachten die folgenden Funktionen von R\ {£1} — R. Bestimmen Sie jeweils, ob die fol-
genden Grenzwerte in R U {+oo} existieren und geben Sie diese gegebenenfalls an:

a) lim 7x2+2x+1 c) lim 7(5671)2
z1 32 —2x+1 1 g2 —1
: a? —1 . 22t —2
R P R R

Hinweis: Auflerhalb von +£1 kinnen wir die Briiche durch Kiirzen vereinfachen, sodass entweder
im Zihler oder im Nenner (und nicht bei beiden) der Grenzwert Null ist.

Loésung 4.

Bevor wir anfangen, sehen wir mit der zweiten Binomischen Formel 22 — 22 + 1 = (z — 1)% > 0,
insbesondere sind alle betrachteten Funktionen nicht auf 1 definiert. Sei stets (x,, ), eine beliebige
Folge in R\ {£1} die gegen 1 konvergiert.
a) Wir sehen zuerst lim 2 + 2z, +1 = lim (z, +1)*> =4 und 22 — 2z, + 1 = (z — 1)* > 0,
n—0o0

n— oo
also lim a:fl —2x,+1=1%—-241 = 0. Da alle Folgenglieder positiv sind, erhalten wir damit
n—oo

o422 +1
lim ———M— =
=122 — 22 +1

b) Die Funktion konvergiert nicht, denn fiir x < 1 ist 22 — 1 < 0 und fiir > 1 ist 22 — 1 > 0.
Das heifit je nachdem aus welcher Richtung wir kommen, erhalten wir ein unterschiedliches
Vorzeichen. Als explizites Beispiel haben wir:

Fiir xnzl—i—%"i))olhaben wir
(I+2)2-1 2412
Sy L S E AL
Aber fiir ynzl—%niiolhaben wir
1—1y2_1 f2+ 132
lim %: lim —2 1(" = lim -2n+1= -0
n—00 (1 - - 1)2 n—oo oz n—oo

Also hat die Funktion bei x = 1 keinen Grenzwert.

Alternativ: Nach der dritten binomischen Formel ist (z2 — 1) = (z — 1)(x + 1). Wegen
T, # £1 erhalten wir eingesetzt
a2 -1 (zp—1)(zn+1)  a,+1
(x, —1)2 (z, —1)2 oz, —1

Da aber — bei z = 1 nicht konvergiert (wie oben), konvergiert die Funktion nicht.
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(z—1)°
r2—1
(z=1)% | . limg ;2 —1

bei z = 1 gegen

¢) Wie in der Alternative von b) benutzen wir

= % Dalimxz—1=0und lim x+1 =2
z x—1 x—

=0.

konvergiert nach den Grenzwertsiitzen auch —_— =
lim, 2 +1

r2—1

d) Wir testen zuerst, ob 2% 4+ z — 2 eine Nullstelle bei z = 1 hat. (Wenn nicht, wéren wir schon
bereits fertig). Mit quadratischer Ergéinzung erhalten wir die Nullstellen:

1 1 !
2 2 :
"+ (x+2) 1

1o, 9
= =) ==
(x+2) 1
1 3
—— —::I:—
x+2 5

= z=-2,1

Also ist 22 + 2 — 2 = (x — 1)(x + 2). Wie in ¢) haben wir dann:

2 _9
lim Zn T T2 p po -3
n—o00 T, —1 n— 00

Das Ubungsblatt kann bis spitestens Freitag den 19. 01. 2024 um 20 Uhr iiber das CMS
abgegeben werden. Schreiben Sie den Namen und die Matrikelnummer Thres Abgabepartners gut
lesbar auf IThre Abgabe.


https://cms.sic.saarland/mfb_ws23/

