Universitat des Saarlandes

Fakultat fiir Mathematik und Informatik gEISIVERSITAT
Fachrichtung 6.1 Mathematik SAARLANDES

Dr. C. Steinhart

LOSUNGEN FUR DAS 9. UBUNGSBLATT ZUR MATHEMATIK FUR
STUDIERENDE DER BIOLOGIE UND DES LEHRAMTES CHEMIE IM
WS 2023/24

Aufgabe 1. (3P+3P+4P)

Zeigen Sie mit Hilfe des Sandwich-Lemmas, dass die folgenden Folgen konvergieren und bestimmen
Sie jeweils den Grenzwert:

(n!) - (n!) b) by sin(n) — 2n ¢) ecni=vn+tl—n
(2n)! n + cos(n)

v 1
Hinweis: Multiplizieren Sie c,, mit u
vn+14+4/n

a) ap =

Loésung 1.
a) Da alles positiv ist, haben wir fiir alle n € N bereits 0 < a,,. Weiterhin erhalten wir:
n!n! 1 . 2 ..... n . 1 . 2 ..... n
an = =
(Zn)' 1.2 ..... n.(n+1) ..... 2n
1.2
_ 1 2 n
n+1l n+4+2 2n
<1 <1
< 1
n+1
Da aber lim " = 0 = lim O ist, erhalten wir nach dem Sandwich-Lemma wegen 0 <
n—oo n n—o00
a, < n%rl bereits lim a, = lim 0= 0.
n—o0 n—oo

b) Wir schétzen jeweils —1 < sin(z), cos(z) < 1 ab und erhalten damit fiir n > 2:

—1-2n sin(n) —2n _ 1-2n
— <b, = <
n+1 n + cos(n) n—1
Fiir die Grenzwerte errechnen wir wie auf dem letzten Blatt:
. —1-2n =l-
lim —— = lim — =
1-2 1_9
lim " lim 22— 9
n—oo N — 1 n—oo | — =

n

also ist lim b, = —2.
n— oo
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. . . . vn+1 +\/>
¢) Wir folgen dem Hinweis und erweitern mit NCER L Daraus erhalten wir:

_ Y e S SR AL B VAL
n = VI T = Vi = (Vi T - Vi) YV

_ (n+1)—n 1 <i"—’°°0
Vn+l+yn  Vn+l+yn  n
Wegen y/n + 1 > /n ist auch 0 < ¢, und damit lim ¢, = 0.

n—oo

Aufgabe 2. (3P+4P+3P)
Bestimmen Sie die Reihenwerte der folgenden konvergierenden Reihen:
(3 3. >, 3 = [2k 2k 1
22 b —
)3 (-0 3 () 90 (S

Hinweis: Benutzen Sie fiir b) die Partialbruchzerlegung k(k+3) =7+ 73 mit a, beR.

Loésung 2.

Wir benutzen fiir a) und c) die Reihenwerte fiir die geometrische Reihe Y2 g% = 2 fiir |¢| < 1
und die Rechenregeln fiir die Reihenwerte von konvergierenden Reihen. Damit erglbt smh

a)

2 ()02 (w) -2

k=0 k=0
1 1
:31 171 3
T 1 T 1
1 1
=331
4 4
S
=3 -1

b) Auflosen der Gleichung k(k =y = 7+ k;i?, ergibt:
e, b a(k + 3) + bk _ (a+b)k + 3a
k k+3 k(k+3) k(k+3)
Vergleichen der Koeffizienten von k liefert b = —a und 3a = 3, also a = 1. Eingesetzt erhalten
wir also fiir die Partialsummen

v B ) 5 () £ 05 ()

k=1 k=1 k=1
n n+3 3 n-+3
1 1 1 1
-3 (1) -2 ()=2i- > ;
=1 k=4 k=1 k=n+1
SRS SN SRS SRS SN
1 2 3 ‘n+l n+2 n+3
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Aufgabe 3. (2P+2P+2P+4P)

Geben Sie jeweils (wie immer mit einer Begriindung) an, ob die folgenden Reihen bedingt konver-
gieren, absolut konvergieren oder divergieren:

oo

k+2 k1

) ;k(kz—H) )2

b) Y’ Q) Z}CCOSC’“?)”)
k=1 k=1

Hinweis: Fir die d) kann es sinnvoll sein, aufeinanderfolgende Summanden passend zusammen-
zufassen. Sie diirfen die Periodizitit cos(2m + x) = cos(x) benutzen.

Loésung 3.
k+2 k+1 1
a) Wir erhalten die Minorante i I;:_ 0 > B (k‘++ 0 =% > 0. Nach Vorlesung divergiert aber
die harmonische Reihe i l und damit nach dem Minorantenkriterium auch i ﬂ
& £ R 1)

b) Wir haben 0 < (4)® = 4+ - & < & fiir kK > 1. Nach der Vorlesung konvergiert die Reihe

— 1 — 1
Z = und damit konvergiert nach dem Majorantenkriterium Z(E)?) absolut.
k=1 k=1

¢) Wir wenden das Quotientenkriterium an und erhalten

E+2
Ap+1 - ((kJrl)I) - (k+2)k' - k+2 kﬂf 0
an (EEL) (E+D(k+1) (k4 1)2
Insbesondere ist damit ab einem N € N fiir alle k¥ > N die Ungleichung % < % erfiillt
~k+1
und damit konvertigert Z l—:' absolut.

k=1
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d) Wir berechnen zuerst die Werte von cos(kn/3) und erhalten

cos(2mw/3) = —0,5 cos(m) = -1 cos(4mw/3) = —0,5
cos(5m/3) = 0,5 cos(2m) =1 cos(7m/3) = 0,5
cos(8m/3) = cos(2m +27/3) = —0.5. ..
Das heifit wir erhalten immer drei aufeinanderfolgende negative Zahlen und drei aufeinan-

derfolgende positive Zahlen. Fassen wir immer drei aufeinanderfolgende Summen zusammen,
erhalten wir also die Folge

1 1 1
n +— -1 ) )
an = (=1) <3(n—1)+105+3(n—1)+2+3(n—1)—|—205>

Da fiir wachsendes n die Briiche alle kleiner werden und gegen 0 gehen, ist insbesondere |a,|
eine streng monoton fallende Nullfolge. Wir erhalten also nach dem Leibniz-Kriterium, dass

— 1 k+1
S ope g an = Z 7 0o <(+3)7r) konvergiert.
k=1

1 k+1
Z z cos <(+)7r> konvergiert aber nicht absolut, denn

3
k=1
1 k+1 1
‘k;cos <(+3)7r)‘ > E.0,5

divergiert nach dem Minorantenkriterium (mit dem Minor 3-).
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Aufgabe 4. (10P)

Beweisen Sie Bemerkung 5.23 a), d.h.: Sei (a,,)nen eine Folge, sodass die Folge ¢, :=

An+41
Intl gegen

n

q € R konvergiert. Zeigen Sie dass dann folgende Aussagen gelten:

a)

b)

o0
Ist ¢ < 1, dann konvergiert Z ay absolut.
k=1

oo
Ist ¢ > 1, dann divergiert Zak.
k=1

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass wenn lim ¢, = q < 1 ist, dann existiert ein N € N, sodass fiir

n—oo

alle n > N die Ungleichung ¢, < q fiir ein ¢ <1 gilt.

Losung 4.

a)

Wir zeigen zuerst den Hinweis: Sei (¢, )nen eine Folge die gegen ¢ < 1 konvergiert. Wir setzen

€= %, insbesondere ist damit § := ¢+ ¢ < 1. Da (¢, )nen gegen ¢ konvergiert, existiert ein

N € Nmit |e, —q| <e= ¢, <q.

Sei nun (a,,) wie in der Aufgabe und lim,,_ o, = g < 1. Nach obigem gibt es ein N € N,

An+1
an

< g+ ¢ < 1 haben. Nach dem Quotientenkriterium

sodass fiir alle n > N wir bereits |2+
n

oo
konvergiert dann Z ay absolut.

k=1
Der Beweis funktioniert im Wesentlichen wie in a): Sei ¢ > 1, dann setzen wir diesmal
gibt es also ein N € N,

QAn 41
a

n

j:=q—¢c>1mite= % > 0. Wegen der Konvergenz von ‘

sodass fiir alle n > N bereits > q—e¢ = q > 1 gilt. Das Quotientenkriterium liefert

An41
an

(oo}
wieder, dass dann E ay, divergiert.
k=1
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