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Aufgabe 1. (4P+6P)

Berechnen Sie alle (komplexen) Eigenwerte und Eigenräume der beiden folgenden Matrizen:

A :=

(
i 2− i

2 + i −i

)
, B :=

1 1 −3
1 −1 −7
0 1 2


Lösung 1.

Wir berechnen wie über R zuerst das charakteristische Polynom, damit die Eigenwerte und schließ-
lich die Eigenräume.

Für die Matrix A erhalten wir:

χA(X) = det(X · I2 −A) = det(

(
X − i −2 + i
−2− i X + i

)
)

= (X − i)(X + i)− (−2 + i)(−2− i) = X2 − i2 − 4 + i2 = X2 − 4

⇒ Eigenwerte: λ1,2 = ±2

damit erhalten wir die zwei Eigenräume:

Eig(A, 2) :

(
2− i −2 + i

−2− i 2 + i

)
←−
−1

+
 

(
2− i −2 + i

−4 4

)
| : (−4)

 

(
2− i −2 + i

1 −1

)
←−
−(2−i)

+

 

(
1 −1
0 0

)
=⇒ Eig(A, 2) = {

(
t
t

)
| t ∈ C}

Eig(A, 2) :

(
−2− i −2 + i

−2− i −2 + i

)
←−
−1

+
 

(
−2− i −2 + i

0 0

)
| · ( 1

−2−i = −2+i
4+1 )

 

(
1 (−2+i)(−2+i)

5

0 0

)
=

(
1 4−1−4i

5
0 0

)
=⇒ Eig(A,−2) = {

(−3+4i
5 t
t

)
| t ∈ C}
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Entsprechend für die Matrix B:

χB(X) = det(X · I3 −B) = det(

X − 1 −1 3
−1 X + 1 7
0 −1 X − 2

)

= (X − 1)(X + 1)(X − 2) + 0 + 3− 0 + 7(X − 1)− (X − 2)

= (X2 − 1)(X − 2) + 3 + 7X − 7−X + 2 = X3 − 2X2 −X + 2 + 3 + 6X − 7 + 2

= X3 − 2X2 + 5X = X(X2 − 2X + 5)
NR
= X(X − (1 + 2i))(X − (1− 2i))

NR:X2 − 2X + 5 = (X − 1)2 − 1 + 5
!
= 0 ⇐⇒ X − 1 = ±

√
−4 = ±2i

⇐⇒ X = 1± 2i

Also haben wir die Eigenwerte 0, 1± 2i. Für die Eigenräume rechnen wir wie immer die homogene
LGS für λI3 −B aus:

Eig(B, 0) :

−1 −1 3

−1 1 7

0 −1 −2

 ←−−1+  

−1 −1 3

0 2 4

0 −1 −2

 ←−
+2

+

←−−−−−

+2

+

 

−1 0 5

0 0 0

0 −1 −2

 ←−
←−

| · (−1)

| · (−1)  

1 0 −5

0 1 2

0 0 0



=⇒ Eig(B, 0) = {

 5t
−2t
t

 | t ∈ C}

Eig(B, 1 + 2i) :

1 + 2i− 1 −1 3

−1 1 + 2i+ 1 7

0 −1 1 + 2i− 2

 =

 2i −1 3

−1 2 + 2i 7

0 −1 −1 + 2i

 ←−2i

+

 

 0 4i− 5 14i+ 3

−1 2 + 2i 7

0 −1 −1 + 2i

 ←−
5−4i

+ ←−

2+2i

+

 

 0 0 14i+ 3− (5− 4i) + 2(5i+ 4)

−1 0 7− (2 + 2i) + 2(2i− 4)

0 −1 −1 + 2i



=

 0 0 0

−1 0 1 + 2i

0 −1 −1 + 2i

 ←−←−
←−−−−
←− | · (−1)

| · (−1)

 

1 0 −1− 2i
0 1 1− 2i
0 0 0



=⇒Eig(B, 1 + 2i) = {

 (1 + 2i)t
(−1 + 2i)t

t

 | t ∈ C}

Hier kann man auch schon direkt

Eig(B, 1− 2i) = Eig(B, 1 + 2i) = Eig(B, 1 + 2i) = {

 (1− 2i)t
(−1− 2i)t

t

 | t ∈ C}
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ablesen, oder man rechnet nochmal:

Eig(B, 1− 2i) :

1− 2i− 1 −1 3

−1 1− 2i+ 1 7

0 −1 1− 2i− 2

 =

−2i −1 3

−1 2− 2i 7

0 −1 −1− 2i

 ←−−2i+

 

 0 −5− 4i 3− 14i

−1 2− 2i 7

0 −1 −1− 2i

 ←−
2−2i

+

←−−−−−−

−5−4i

+

 

 0 0 3− 14i− 3 + 14i

−1 0 7− 6− 2i

0 −1 −1− 2i

 ←−
−5

+

=

 0 0 0

−1 0 1− 2i

0 −1 −1− 2i



=⇒ Eig(B, 1 + 2i) = {

 (1− 2i)t
(−1− 2i)t

t

 | t ∈ C}

Aufgabe 2. (3P+3P+2P+4P=12P)

Untersuchen Sie, für welche q ∈ R die Folge an := qn konvergiert bzw. bestimmt divergiert und
bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert. Sie können dabei wie folgt vorgehen:

a) Betrachten Sie die drei Folgen für q = −1, 0, 1.

b) Für q > 1 schreiben Sie q = 1 + r für ein r = q − 1 > 0. Sie dürfen hier für r > 0 die
Ungleichung (1 + r)n ≥ 1 + rn benutzen.1

c) Betrachten Sie für 0 < q < 1 den Kehrwert 1
q > 1.

d) Für q < 0 können Sie es durch Multiplikation mit einer alternierenden Folge auf einen der
vorigen Fälle zurückführen.

Lösung 2.

Wir gehen wie vorgeschlagen vor:

a) Für q = −1 erhalten wir die alternierende und damit unbestimmt divergente Folge (−1)n.
Für q = 0 erhalten wir die konstante Nullfolge, die insbesondere gegen 0 konvergiert.
Für q = 1 erhalten wir die konstante Folge an = 1k = 1, die gegen 1 konvergiert.

b) Für q = 1 + r > 1 gilt an = (1 + r)n ≥ 1 + rn. Sei M ∈ R eine mögliche Schranke. Dann
existiert ein N ∈ N mit rN > M ⇐⇒ N > M/r. Für jedes n ≥ N gilt dann:

an = qn = (1 + r)n ≥ 1 + rn ≥ 1 + rN > 1 +M > M

also ist an bestimmt divergent gegen ∞.

1Die Ungleichung kommt von der Binomialentwicklung (a + b)n =
∑n

k=0
n!

(n−k)!·k!a
kbn−k. Hierbei bezeichnet

n! := 1 · 2 · . . . · n die n-te Fakultät.
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c) Sei 0 < q < 1, dann ist Q := 1
q > 1. Nach b) ist Qn bestimmt divergent gegen ∞ (und wegen

Q 6= 0 auch Qn 6= 0). Nach Vorlesung ist damit an = 1
Qn eine Nullfolge.

d) Für −1 < q < 0 ist an = qn = (−1)n(−q)n. Wir wollen nun zeigen, dass auch an eine
Nullfolge ist: Sei ε > 0. Nach c) ist ãn := (−q)n eine Nullfolge, es existiert also ein N ∈ N
mit |(−q)n − 0| < ε für alle n > N . Es ist mit dem gleichen N also auch für alle n > N :

|an − 0| = |(−1)n(−q)n| = |(−q)n| < ε

und damit auch an = qn eine Nullfolge.

Für q < −1 ist an := (−1)n(−q)n nach b) unbeschränkt und damit divergent. Für ungerades
n ist aber an < 0 und für gerades n ist an > 0, also ist an nicht bestimmt divergent.

Insgesamt erhalten wir also:

• Für q > 1 ist qn bestimmt divergent.

• Für q = 1 ist qn konvergent gegen 1-

• Für −1 < q < 1 ist q konvergent gegen 0.

• Für q ≤ −1 ist q unbestimmt divergent.

Aufgabe 3. (je 2P=12P)

Geben Sie bei den folgenden Folgen jeweils an, ob diese konvergieren oder divergieren und bestim-
men Sie gegebenenfalls den Grenzwert oder ob sie bestimmt divergent sind.

a) an :=
2n3 − 3n2 + n− 1

4n4 + 3n3 + 2n2 + n

b) bn :=
3n3 − 2n+ 1

(n+ 2)2

c) cn :=
(2n+ 3)2

(2 + 3n)2

d) dn :=
2n − 3

3n

e) en := sin(
π · n

2
) · n

f) fn := (n− 1)2 − (n+ 1)2

Hinweis: Sie dürfen hier aus Aufgabe 2 benutzen, dass qn für q = 1
3 ,

2
3 eine Nullfolge ist.

Lösung 3.

Wir benutzen jedes Mal die Rechenregeln für Limiten:

a)

an =
2n3 − 3n2 + n− 1

4n4 + 3n3 + 2n2 + n
=
n3

n4
·

2− 3
n + 1

n2 − 1
n3

4 + 3
n + 2

n2 + 1
n3

=
1

n
· (2− 3

n
+

1

n2
− 1

n3
) · 1/(4 +

3

n
+

2

n2
+

1

n3
)

Da alle drei Folgen hier konvergieren (und der Bruch keine Nullfolge ist), konvergiert auch
an mit

lim
n→∞

an = ( lim
n→∞

1

n
) · lim

n→∞
(2− 3

n
+

1

n2
− 1

n3
) · 1/ lim

n→∞
(4 +

3

n
+

2

n2
+

1

n3
)

= 0 · 2/4 = 0
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b)

bn =
3n3 − 2n+ 1

(n+ 2)2
=

3n3 − 2n+ 1

(n2 + 4n+ 4
=
n3

n2
· (3− 2

n2
+

1

n3
)/(1 +

4

n
+

4

n2︸ ︷︷ ︸
b̃n

) = n · b̃n

Da b̃n konvergiert und damit beschränkt ist, ist bn divergent. Wegen lim b̃n = 3/1 = 3 > 0
und limn→∞ n = ∞ bestimmt divergiert, ist insbesondere auch bn bestimmt divergent mit
limn→∞ bn =∞.

c)

cn =
(2n+ 3)2

(2 + 3n)2
=

4n2 + 12n+ 9

9n2 + 12n+ 4
=
n2

n2
· (

4 + 12
n + 0

n2

9 + 12
n + 4

n2

)

Wie in a) ist damit (cn)n∈N konvergent mit limn→∞ cn = 1 · 4/9 = 4
9

d)

dn =
2n − 3

3n
= (

2

3
)n − 3

3n
= (

2

3
)n − 3 · (1

3
)n

Nach Aufgabe 2 sind die beiden Folgen rechts Nullfolgen, also haben wir

lim
n→∞

dn = lim
n→∞

(
2

3
)n − 3 lim

n→∞
(
1

3
)n = 0

e) Die Sinusfunktion ist periodisch mit sin(kπ) = 0, sin(2kπ + π
2 ) = 1, sin(2kπ − π

2 ) = −1, wir
haben also (en)n∈N = (0, 2, 0,−4, 0, 6, 0,−8, . . . ), d.h.

en =


0 , falls n gerade

n , falls n ungerade und von der Form n = 4k + 1

−n , falls n ungerade und von der Form n = 4k − 1

Insbesondere ist en unbeschränkt und unbestimmt divergent, da für jedes M > 0 wir e2n =
0 < M und e2n = 0 > −M haben.

f) Durch Umschreiben erhalten wir fn = (n−1)2− (n+1)2 = n2−2n+1− (n2 +2n+1) = −4n
was bestimmt divergent gegen −∞ geht.
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Aufgabe 4. (3P+3P)

Seien (an)n∈N und (bn)n∈N zwei Folgen und (cn)n∈N := (an − bn)n∈N ihre Differenz.

a) Sei zusätzlich (an)n∈N konvergent. Zeigen Sie, dass dann (bn)n∈N genau dann gegen lim
n→∞

an

konvergiert, wenn (cn)n∈N eine Nullfolge ist.

b) Finden Sie ein Beispiel, für das (an)n∈N und (bn)n∈N divergieren, aber (cn)n∈N gegen 42
konvergiert.

Lösung 4.

a)
”
⇒ “: Seien (an)n∈N und (bn)n∈N konvergent mit gleichem Grenzwert a, dann ist nach Vor-

lesung auch cn := an + (−1) · bn konvergent mit Grenzwert

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

an + (−1) · lim
n→∞

bn = a− a = 0,

also ist (cn)n∈N eine Nullfolge.

”
⇐ “: Ist andererseit (cn)n∈N eine Nullfolge, dann ist wegen cn = an−bn bereits bn = an−cn.

Wie zuvor haben wir dann, dass (bn)n∈N konvergiert mit

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an − lim
n→∞

cn = lim
n→∞

an − 0 = lim
n→∞

an.

b) Für an := 42 + n und bn := −n haben wir, dass (an)n∈N bestimmt gegen ∞ divergiert und
(bn)n∈N bestimmt gegen −∞ divergiert. Aber cn = an + bn = 42 + n − n = 42 ist eine
konstante Folge und damit konverigert (cn)n∈N gegen 42.

Ein Beispiel mit unbestimmt divergenten Folgen wäre

an := 42 + (−1)n · n und bn := (−1)n · (−n).
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