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Aufgabe 1. (2P+2P+2P+2P+2P)

Geben Sie jeweils mit einer Begriindung oder einem Gegenbeispiel an, ob die folgenden Abbildungen
linear sind

a) f1:R2 > R? <Z)i—>(2a+3b> ¢) fs:R2 5 R, (Z)r—)ab

b—a

a cC—a
.3 3 B
b) f2:R? = R2 (Z)H(%{l_—i_f) d) fi:R°> =R, (ﬁ)H(Z_Z)

und geben Sie gegebenenfalls eine Matrix A; an, sodass f;(v) = A;v gilt.

Loésung 1.

a) fy ist linear, denn fiir alle v := (Ul) ,W = <w1> € R? und ) € R gilt:
V2 wao
B 1 w1y v 4+ Awr ), (2(v1 + Awr) + 3(ve + Aws)
f(’U + )\w) o f( (’U2> + A (U}Q)) o f( <U2 + /\U}2>) o < (’Uz + )\wg) — (’Ul + )\wl)

2'[)1 + 3’[)2 2)\’11}1 + 3)\’11}2

= +
vy — U1 Awg — Awy

_ 21}1 + 31)2 2’(01 + 311)2 _ U1 w1\
= (i) (i) = () () = 10+ 4 sw)

Als Matrixmultiplikation erhalten wir A, = (fi(e1) | fi(e2)) = (_21 i’)

b) fo ist nicht linear, denn es gilt f2(0) = <_31>7 aber f(0+0) = f(0) = (_31) # f(0) + £(0).
Hier sieht man auch direkt, dass eine lineare Abbildung stehts die Null auf die Null abbildet.

¢) f3 ist auch nicht linear, denn es gilt

A()+ (D) =s((1) =021+ 1=s((g )+ £ (7))
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U1 wy

d) f4 ist linear denn fiir v := | vy | ,w := | we | € R? und X € R gilt:
V3 w3
v1 + Mw (vs + Aws) — (v1 + Awy) T Aws — A\wy
f4(1) + )\w) = f4( Vg + Aws ) = (’UQ + )\11)2) — (’Ug + )\wg) =|ve—v3 |+ | Aws — Aws
v3 + Aws (Ul + )\wl) — (UQ + )\wg) V1 — V2 AW, — Awa
V3 — V1 w3 — w1
=[va—vg | + A | w2 —ws | = fa(v) + Afa(w)
V1 — Vg w1 — W2

Als Matrizenmultiplikation wire das gerade die Multiplikation mit der Matrix

As= (faler) | fale2) | fa(es))={ 0 1 -1

Aufgabe 2. (2P+4P+4P+2P)

Gegeben sei die Matrix

2 0o 0 0
-2 3 0 0
A -3 -1 1 2
-4 -1 -2 5
1
a) Zeigen Sie, dass der Vektor v := g ein Eigenvektor von A ist. Was ist der zugehorige
4

Eigenwert?
b) Berechnen Sie den Eigenraum Eig(A, 3) zum Eigenwert 3 von A.
c¢) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und seine Nullstellen.

d) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A sowie ihre algebraischen und geometrischen Vielfach-
heiten.
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Losung 2.

2+0
. ]l 2+3-24+0 |
a) Esgilt A-v = 3 94318 |~

—4-2-64+20

= 2v. Also ist v ein Eigenvektor zum

0 O =N

Eigenwert 2.

b) Eig(A,3) ist gerade die homogene Lsungsmenge von 314 — A. Wir berechnen diese nun:

3—-2 0 0 0 10 0 0 -2 4-3
3-3 0 0 20 0 0 J+
= od
3 1 3—-1 =2 31 2 =2 +
4 1 2 3-5 4 1 2 -2
10 0 0 100 O
000 O 00 0 O
g
0 1 2 -2 -1 01 2 -2
01 2 -2 JJr 0 0 0 O
Wiihlen wir 3 und x4 als freie Parameter, erhalten wir also
0
Eig(4,3) = { 2t;28 | s,t € R}
t
c¢) Fiir das charakteristische Polynom erhalten wir
X -2 0 0 0
2 X -3 0 0
XA(X) =det(X - Iy — A) = det( 3 1 X_1 9 )
4 1 2 X -5
X -3 0 0 Y_1 -9
= (X —2) - det( 1 X-1 =2 ):(X—2)(X—3)-det(( 9 X—S))
1 2 X -5

= (X —2)(X =3)((X —1)(X =5)4+4) = (X —2)(X —=3)(X?—6X +9) = (X —2)(X —3)

Hierbei haben wir zweimal jeweils nach der ersten Zeile der Determinante entwickelt. Also
hat x 4(X) die Nullstellen 2 und 3.

d) Die Eigenwerte von A sind gerade die Nullstellen von y 4(X), also 2 und 3. Die algebraischen
Vielfachheiten lassen sich direkt ablesen und sind a(2) = 1 und a(3) = 3. Bei den geome-
trischen Vielfachheiten folgt aus 1 < ¢(2) < a(2) = 1 direkt g(2) = 1. In b) haben wir den
Eigenraum Eig(A, 3) berechnet und lesen dort ¢g(3) = 2 ab (wir haben die beiden Parameter
sund t).

Das Ubungsblatt kann bis spitestens Freitag den 08. 12. 2023 um 20 Uhr iiber das CMS
abgegeben werden. Schreiben Sie den Namen und die Matrikelnummer Thres Abgabepartners gut
lesbar auf IThre Abgabe.


https://cms.sic.saarland/mfb_ws23/

Aufgabe 3. (3P+4P+4P)

Gegeben seien die Matrizen

2 1 -1
A= (;) ?) und B:=|0 1 1
2 0 -2

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume von A und B.

b) Finden Sie eine invertierbare Matrix S € R?*2, sodass S™1AS = D eine Diagonalmatrix ist
Uberpriifen Sie Thr Ergebnis durch ausmultiplizieren.

Lésung 3.

a) Wir berechnen zuerst jeweils das charakteristische Polynom mit Nullstellen:

xa(X) = det((X_31 X_j’ 1)) —(X—-1)>+9= NSTsind14+3=-24

Fiir die Eigenrdume berechnen wir wieder die homogenen Losungsmengen von Aly — A:
-2-1 -3 -3 -3 -1 -3 =3\ |:(=3) 11
= g ~
-3 —2-1 -3 -3 ]+ 0 0 0 0
= Fig(A, —2) = {(2) |t e R}
4-1 -3 3 -3 +1 3 =3\ |:3 1 -1\ |:3
= s ad
-3 4-1 -3 3 3+ 0 0 0 O
= Fig(A, 4) = {C) |t € R}

Entsprechend erhalten wir fiir B:

X-2 -1 1
Yg(X)=det(X - Is—B)=det(| 0 X-1 -1
—2 0 X+2

(X —2)(X —1)(X+2) —24+0+2(X -1)—-0-0=(X?—4)(X - 1) +2(X —1) -2

= X3 X? AN 442X —2-2=X?-X? 22X =X(X?- X -2) L X(X - 2)(X + 1)

Die Nebenrechnung ist hier:

1 1
NR:(X?-X-2)=0 (X—E)Q—Z—Q:O
1, 9 1 3 1,3
<:>(X—§) Z :>(X—*) :|:§:>X12 §i§ —1,2
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Also hat B die Eigenwerte —1,0 und 2. Wie zuvor berechnen wir die Eigenrdume:

-2 -1 1 -1 -2 -1 1 ﬁ+
Eig(B,0) : 0o -1 -1 1 > -1 -1 1 d-1
+

0
-2 0 2 0 1 1 1+
-2 0 2 | : (—2) 1 0 -1
w0 =1 =1 |:(-1) w< 1
0 0 o0 0 O
t
=Eig(B,0)={[ -t | |t e R}
t
-3 -1 1 + -1 -1 0 -2
Eig(B,—-1): 0o -2 -1 j ~ |0 -2 -1 1
-2 0 1 -1 -2 0 1 +
1 -1 0 1 -1 0
~10 -2 -1 -1 ~ 10 =2 -1
0 -2 -1 3+ 0 0 0
—1
= Fig(B,0) ={[ t |t € R}
—2t
0 -1 1 j+ 0 0 O
Eig(B,2) : o 1 -1 1 -~ 0 1 -1
-2 0 4 -2 0 4 ]|-(—2)
1 0 -2
~10 1 -1 -1
0 0 0 J+
2t

= Eig(B,2)={|t | |teRr}
t

b) Wir nehmen zwei verschiedene Eigenvektoren aus Teil a) fiir Vektoren von S, d.h. S :=

(1 1 ) Nach der Formel fiir Inverse fiir 2 x 2-Matrizen haben wir

1 -1
gi_ L (-1 -1n\_101 1
det(S) \—-1 1 2\1 -1/°
Ausrechnen liefert:

Clgo L1 1Y\ (103) (1 1\ _1/1 1Y /4 -2y _ 1
SAS_21—1 3 1 1 -1/ 2\1 -1 4 2 )7 9
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Aufgabe 4. (2P+4P+2P)

Sei A € R™*", S eine invertierbare Matrix und A := SAS~!.

a) Zeigen Sie, dass det(A) = det(A) gilt.

b) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom von A bereits das charakteristische Polynom
von A ist, d.h. es gilt x4(X) = x 1(X).
Hinweis: Benutzen Sie, dass X - I,, mit allen Matrizen kommutiert, d.h. es gilt (X - 1,)S =
S(X-1,).

c) Sei v € R" ein Eigenvektor von A. Zeigen Sie, dass dann Sv € R™ ein Eigenvektor von A ist.

Loésung 4.

Die Operation A — SAS~™! nennt man auch mit S konjugieren. Das entspricht einem Wechsel
der Koordinaten (man beachte, dass die neuen Achsen dabei nicht unbedingt wieder orthogonal
zueinander stehen).

a) Da die Determinante multiplikativ ist, gilt det(A) = det(SAS™!) = det(S) det(A) det(S~1).
Da weiterhin det(S)~! = det(S™!) gilt, haben wir damit bereits det(S)det(A)det(S™1) =
det(A) und sind fertig.

b) Wir benutzen die Definition des charakteristischen Polynoms und erhalten:
xi(X) =det(X - I, — A) = det((X - I,,)SS™! — SAS™')) = det(S(X - I,,)S™! — SAS™!)
=det(S-((X-1,)S™' —AS™) ) =det(S- (X -1, — A)- S
D det(X - I, — A) = xa(X)

D.h. konjugieren mit einer Matrix S &ndert das charakteristische Polynom und damit die
Eigenwerte von A nicht.

c) Sei v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, dann gilt:
ASv = SAS™'Sv = SAv = Sxv = ASv

Also ist Sv ein Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Was wir hier nach Teil ¢) eigentlich sogar haben ist, dass S den Eigenraum Eig(A, ) auf den
Eigenraum Eig(A4, A) abbildet. Da S invertierbar ist und wegen A = S~'AS erhalten wir auch eine
Abbildung S~ : Eig(4,\) — Eig(4,)), v — S~ 'v, insbesondere sind die beiden Eigenriume
gleich groB und damit die geometrischen Vielfachheiten von A und A gleich.
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