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Aufgabe 1. (2P+2P+3P+3P+3P)

Berechnen Sie fiir die gegebenen Matrizen jeweils die Determinante in Abhiingigkeit von ¢t € R

303 4 ¢t 1
a) A:= <7 3> c) C:= 2t 3 -3t
6 2 2t 4
32 -1 1t 1
b) B 04 1 D=2 1 ¢
2 4 0 t -1 2

und geben Sie jeweils an, fiir welche t € R die Matrizen invertierbar sind.

Losung 1.

Wir benutzen die expliziten Formeln fiir 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen aus der Vorlesung.

5 3 7
_5 Ty

det(B)=3-4-04+2-1-24(-1)-0-4—2-4-(-1)—4-1-3-0-0-2
—4+48-12=0

det(C)=4-3-4+4t-(=3t)-24+1-2t-t—2-3-1—t-(=3t)-4—4-2t-¢
=48 — 617 + 2t — 6+ 1212 — 8t =42+ 1% - (—6+ 2+ 12 — 8) = 42

det(D)=1-1-24t-t-t4+1-2-(=1)—t-1-14+1-t-1—-2-2-¢
=13ttt — 4t =13 — 4t =t(t* - 4)

Die Matrizen sind genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante ungleich 0 ist. Fiir A, B, C' ist
das unabhéngig von ¢, ndmlich A und C sind immer invertierbar und B nicht. D ist genau dann
nicht invertierbar, wenn ¢(t2 — 4) = 0 gilt, also wenn ¢ € {0, -2} ist.
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Aufgabe 2. (6P)

Berechnen Sie die Determinante der Matrix

1 -3 0 4 -1
-1 0 0 3 0
A=]10 -1 0 1 2
20 20 1 12 2023
2 1 0 -1 =2

Lésung 2.

Am geschicktesten entwickelt man hier nach der dritten Spalte, da wir hier nur einen Nicht-Null-
Eintrag haben. Damit ergibt sich:

1 -3 0 4 -1

-1 0 0 3 0

det(A)= 0 -1 0 1 2
20—20—1—12—-2023

2 1 0 -1 -2

1 -3 -1
—1—0 0 .
=0-det(A;3) —0-det(Az3) +0-det(As3) —1- 0 —1 9 | T 0-det(As3) | 2. Zeile entw.
2 1 1 -2
-3 4 -1 1 -3 -4
=—(-1-det|{-1 1 2 ]=-3-10 =1 1 |])
1 -1 -2 2 1 -1

=-3-1-(-2)+4-2-14(=1) - (=1)-(=1) =1-1-(=1)+1-2-(=3)+2-(=1)-4
+3-(1—-6+0—-8—1-0)

=6+8—1+1-6-8+3-(—14) = —42

Aufgabe 3. (4P+2P+1P)

Wir betrachten fiir einen Parameter ¢t € R wieder die Matrix

0 -1 1 3
1 ¢t 0 2
A= 2 -1 1 3
0 -2 1 ¢

von letztem Blatt.
a) Berechnen Sie die Determinante det(A).

b) Wir kénnen det(A) als Funktion in ¢ € R betrachten. Fiir welche Werte von t € R ist
det(A) =07

c¢) Vergleichen Sie Aufgabenteil b) mit Ihrem Ergebnis von Aufgabe 2 b) auf Ubungsblatt 4.
Was fillt Thnen auf?
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Losung 3.

a) Wir entwickeln nach der ersten Spalte und wenden dann Sarrus an:

-1 1 3
det(A) = det 92
2 -1 1 3
0 —2 1 ¢

-1 1 3 -1 1 3

=—1l-det|{—-1 1 3| +2-det| ¢t 0 2

-2 1 t -2 1 t

= 1(—t—6—-3+6+3+1)+2(0—-4+3t—-0+2—1%) =2(—t>+3t —2)

b) Nach der Mitternachtsformel oder quadratischer Ergéinzung (s. letztes Blatt) sind die Null-
stellen gerade bei ¢t =1 und ¢t = 2.

¢) Das sind gerade die Werte von Blatt 4 fiir die A nicht invertierbar ist. Wir wissen ja, dass A
genau dann nicht invertierbar ist, wenn det(A) = 0 gilt, also passt das.

Aufgabe 4. (7TP4+7P)

a) Fiir einen Vektor v = (Z) € R? betrachten wir die Matrix
a 2
a2 2).

f:R? %R, v det(A,)

Zeigen Sie, dass die Abbildung

linear ist, d.h. es gilt fiir alle v,w € R™ und A € R:

flotw)=fw)+f(w) und  f(A-v)=X-f(v)

Bemerkung: FEs gilt iibrigens noch allgemeiner, dass die Determinante linear in jeder Spalte
ist (dazu sagt man, dass die Determinante multilinear ist). Das heifit, wenn wir bei einer
Matriz (v1 | -+ | vn) € R™"™ eine beliebige Spalte v; durch einen Vektor w € R™ ersetzen,
erhalten wir die lineare Abbildung

f:R" =R, wrdet(vy |va| -+ |vic1 | w|vigr || vn)-
Sie diirfen statt der Aufgabe a) natirlich auch den allgemeinen Fall zeigen.

b) Gegeben sei eine Matrix A := (v | vy | -++ | v,) € R™ ™ mit den Spalten vy,...,v, € R™
Zeigen Sie, dass wenn v1 = vy gilt, dann ist bereits det(A) = 0.

Hinweis: Entwickeln Sie einmal nach der ersten und einmal nach der zweiten Spalte. Sie
konnen fiir bis zu 4 Teilpunkte die Aufgabe auch fiir n = 3 mit Hilfe der Spaltenentwicklung
losen.
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Losung 4.

a) Wir zeigen zuerst den allgemeinen Fall:
Die Spaltenentwicklung nach der i-ten Spalte liefert dann fiir v,w € R", A € R :

flo+w)=det(vy |va |-+ |vic1 |v+w ]| vigr |-+ | vn)
_Z 1) (v +w)9D det((vy |vg |-+ | vic1 | vig1 |-+ | vn);j)
= Z 1) (00 4wy det((vy | va | -+ | viet | vigr |-+ | vn);)
n . .
= [ D™D det((or [ va |+ vict [vigs [+ [ o))
Jj=1
n . .
+ | Y0 det((or | va |+ vy [vigr || va);)
Jj=1
=det(vy [v2 [+ [vie1 [0 ] vigr [+ [ vn)
+det(vr [va |- [vica [w [vigr [+ | vn)
= f(v) + f(w)
fv-v)y=det(vy |va |- Jvimr [ A-v w1 |-+ | on)
=> (=1 ()P det((vy [ v |-+ | viey [viga |-+ [ va);)
j=1

(=129 det((vy | vz |+ [ vict | vigt |+ [ va);)

I
[M]=

1

n

<.
Il

= A (=)W det((vr | va |+ | vic1 [viga |-+ [ 0n);)
j=1
= Adet(vy [ vz |-+ [vic [v ] viga |-+ [ on) = Af(v)
Hierbei bezeichnet v() den j-ten Eintrag von v und (vy | va | -+ | viey | vig1 | =+ | vn);
die Matrix die durch Streichen der j-ten Zeile entsteht (die i-te Spalte haben wir ja bereits

weggemacht).

Wenn man das fiir das explizite Beispiel macht, kann man das entweder wieder entwickeln wie

oben oder wir schreiben das mit der Formel aus und erhalten fiir v := (Z) und w := <C>:

d
f(<‘b‘>+<§))_det(<‘bli§ g)_(a+c)3_2(b+d)
:3a—2b—|—30—2d:det(<z §>+det(<d ;)) f(w) + f(w)

und entsprechend genauso:

FOw) = @Z 3,) — \a3 — A2 = A(a3 — 2b) — )\det((z :2,))) — Af(v)
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b) Wir folgen dem Hinweis und erhalten fiir die Spaltenentwicklung nach der ersten bzw. zweiten
Spalte:

det(A) (—1)i+1ai71 det(Am)

I

Q
Il
-

(—1)i+2ai,2 det(Ai’g)

Il
N

7

Da aber v; = v gilt, sind insbesondere die Eintrage a;1 = a;2 und die Streichungsmatrizen
A;1 = A, 2 gleich. Eingesetzt in () erhalten wir also auch die Gleichung

(71)i+2a7;72 det(Am)

I

s
Il
-

det(A) =

3

—~
*
N

(—1)i+2ai,1 det(Aiyl) = (—1) . Z(—l)i+1ai,1 det(Ai71) = — det(A)

1 =1

~.
Il

Aus det(A) = —det(A) folgt dann schon direkt, dass det(A) = 0 gelten muss.

Fiir den Fall n = 3 sieht das etwas expliziter aus. Ein solches A ist von der Form

a a d
A=1[b b e
c ¢ f

Die Spalten-Entwicklungen nach der ersten und zweiten Zeile wiren dann:
b d a d a d
det(A) = a - det (c f) —b-det (c f) +c-det (b 6) | nach 1. Spalte
b d a d a d
det(A) = —a - det (c f) +b-det <c f> —cdet (b e) | 2. Spalte = — det(A)

Wie zuvor sieht man, dass det(A) = — det(A4) € R nur fiir det(A) = 0 gelten kann.
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