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Aufgabe 1. (15P)

Gegeben sei das folgende LGS mit einem Parameter a ∈ R:1 2 −1 a
a 2 1 1
2 4 a −4


Geben Sie an, für welche a ∈ R das LGS eine Lösung besitzt und geben Sie entsprechend die
Lösungsmengen in Abhängigkeit von a an.

Lösung 1.

Wir gaußen soweit wir können:1 2 −1 a

a 2 1 1

2 4 a −4

 ←−−a

+

←−−−−−

−2

+

 

1 2 −1 a

0 2− 2a 1 + a 1− a2

0 0 a + 2 −4− 2a


Fall a 6= 1,−2:
Hier sind wir bereits in Zeilen-Stufen-Form mit einem Pivot-Element in jeder Spalte. Wir erhalten
also eine eindeutige Lösung, z.B. durch Rückwärts einsetzen oder fertig gaußen (man beachte, dass
wir wegen a 6= 1,−2 niemals durch 0 teilen!):1 2 −1 a

0 2− 2a 1 + a 1− a2

0 0 a + 2 −4− 2a

 =

1 2 −1 a

0 2− 2a 1 + a 1− a2

0 0 a + 2 −2(a + 2)


| : (a + 2)

 

1 2 −1 a

0 2− 2a 1 + a 1− a2

0 0 1 −2

 ←−
−(1+a)

+

←−−−−−−−−+

 

1 2 0 a− 2

0 2− 2a 0 1− a2 + 2 + 2a

0 0 1 −2

 | : (2− 2a))

 

1 2 0 a− 2

0 1 0 −a2+2a+3
2−2a

0 0 1 −2

 ←−−2

+

 


1 0 0 (a− 2)− −a2+2a+3

1−a

0 1 0 −a2+2a+3
2−2a

0 0 1 −2


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=


1 0 0 (a−2)(1−a)+a2−2a−3

1−a

0 1 0 −a2+2a+3
2−2a

0 0 1 −2

 =


1 0 0 a−a2−2+2a+a2−2a−3

1−a

0 1 0 −a2+2a+3
2−2a

0 0 1 −2



=

1 0 0 a−5
1−a

0 1 0 −a2+2a+3
2−2a

0 0 1 −2



Also ist für a 6= 1,−2 die eindeutige Lösung L = {

 a−5
1−a

−a2+2a+3
2−2a

−2

} = { 1
2−2a

 2a− 10
−a2 + 2a + 3

4a− 4

}.
Fall a = 1: Wir setzen a = 1 ein und erhalten:1 2 −1 a

0 0 2 1− 1

0 0 3 −4− 2

 =

1 2 −1 a

0 0 2 0

0 0 3 −6


←−

−3/2

+

 

1 2 −1 a

0 0 2 0

0 0 0 −6


Wegen der letzten Zeile erhalten wir die Gleichung 0 = −6, also hat das LGS für a = 1 keine
Lösung.

Fall a = −2: Wir setzen a = −2 ein und erhalten:1 2 −1 −2

0 2 + 4 1− 2 1− 4

0 0 0 −4 + 4

 =

1 2 −1 −2

0 6 −1 5

0 0 0 0

 | : 6

 

1 2 −1 −2

0 1 −1/6 −1/2

0 0 0 0

 ←−−2

+

 

1 0 −4/6 −1

0 1 −1/6 −1/2

0 0 0 0


Wir können also x3 frei wählen und erhalten für den Fall a = −2 die Lösungsmenge

L = {

−1 + 2
3x3

− 1
2 + 1

6x3

x3

 | x3 ∈ R} = {1

6

−6 + 4x3

−3 + x3

6x3

 | x3 ∈ R}.
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Aufgabe 2. (10P)

Wir bezeichnen mit e1 :=

1
0
0

 , e2 :=

0
1
0

 , e3 :=

0
0
1

 ∈ R3 die Standardbasisvektoren von R3.

Sei A ∈ R3×n eine Koeffizientenmatrix, sodass das LGS (A | ei) für alle i = 1, 2, 3 eine Lösung
besitzt. Zeigen Sie, dass dann bereits jedes LGS (A | b) mit b ∈ R3 eine Lösung besitzt.

Lösung 2.

Seien x1, x2, x3 ∈ Rn Lösungen für Axi = ei und b =

b1
b2
b3

. Dann gilt für v = b1x1 + b2x2 + b3x3

wegen der Linearität der Matrizenmultiplikation:

Av = A(b1x1 + b2x2 + b3x3) = A(b1x1) + A(b2x2) + A(b2x2)

= b1Ax1 + b2Ax2 + b1Ax2 = b1

1
0
0

+ b2

0
1
0

+ b3

0
0
1


=

b1
0
0

+

 0
b2
0

+

 0
0
b3

 =

b1
b2
b3

 = b

Aufgabe 3. (5P)

Gegeben seien die Matrizen

A :=

(
1 −1 3
0 3 1

)
und C :=

(
4 1 0
2 0 4

)
.

Finden Sie eine Matrix B ∈ R2×3, sodass die Gleichung A + B = C gilt.

Lösung 3.

Da die Addition eintragsweise passiert, erhalten wir, dass es B =

(
3 2 −3
2 −3 3

)
tut.
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Aufgabe 4. (10P)

Geben Sie für jedes Paar Ai, Bi von Matrizen an, ob jeweils die Produkte Ai ·Bi, Bi ·Ai und Ai ·Ai

existieren und berechnen Sie gegebenenfalls diese.

a) A1 :=

(
2 −2 1
2 −1 0

)
, B1 :=

1 1
2 1
3 0



b) A2 :=

(
1 2
0 −1

)
, B2 :=

(
1 0 −1 0
0 2 1 1

)

Lösung 4.

a) Wegen A1 ∈ R2×3 und B1 ∈ R3×2, können wir sowohl A1B1, als auch B1A1 berechnen. A1

ist nicht quadratisch, deswegen existiert A1 ·A1 nicht.

A1B1 =

(
2− 4 + 3 2− 2 + 0
2− 2 + 0 2− 1 + 0

)
=

(
1 0
0 1

)

B1A1 =

2 + 2 −2− 1 1 + 0
4 + 2 −4− 1 2 + 0
6 + 0 −6 + 0 3 + 0

 =

4 −4 1
6 −6 2
6 −6 3


b) Wegen A2 ∈ R2×2 und B2 ∈ R2×4, existiert A2B2 aber nicht B2A2. Da A2 quadratisch ist,

existiert auch A2 ·A2.

A2B2 =

(
1 + 0 0 + 4 −1 + 2 0 + 2
0 + 0 0− 2 0− 1 0− 1

)
=

(
1 4 1 2
0 −2 −1 −1

)
A2 ·A2 =

(
1 + 0 2− 2
0 + 0 0 + 1

)
=

(
1 0
0 1

)
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