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2. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

Aufgabe 1. (4P)

a) Sei K ein Körper und f(X) ∈ K[X] ein Polynom mit deg(f(X)) ≤ n. Zeigen Sie, dass f(X)
höchstens n verschiedene Nullstellen in K hat.

b) Wir betrachten über dem Ring R := Z/8Z das Polynom

f(X) = X2 − 1 ∈ R[X].

Bestimmen Sie die Nullstellenmenge von f(X) über R. Warum können wir hier den Beweis
von Teil a) nicht anwenden?

Aufgabe 2. (4P)

Wir betrachten den Vektorraum R[X] der reellen Polynome zusammen mit der linearen Abbildung

δ : R[X]→ R[X], f(X) 7→ f ′(X)

die ein Polynom auf seine Ableitung abbildet. Weiterhin sei für n ∈ N

Pn := {f(X) ∈ R[X] | deg(f(X)) ≤ n}

der Untervektorraum der Polynome von Grad kleiner-gleich n.

a) Zeigen Sie, dass Pn bereits alle δ-invarianten Untervektorräume von R[X] sind.

b) Können wir R[X] auf nicht-triviale Weise in δ-invariante Untervektorräume zerlegen?

c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von δ|Pn
.

d) Was ist das Verschwindungsideal I(δ) = {f(X) ∈ R[X] | f(δ) = 0} von δ?

Aufgabe 3. (1P+1P+2P)

Gegeben sei die Matrix

A :=


−1 0 −2 0
−1 1 1 2
0 0 1 0
1 −2 −3 −3

 ∈ C4×4.

a) Zeigen Sie, dass A nur die Eigenwerte 1 und −1 besitzt.

b) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von A.

c) Finden Sie eine nicht-triviale Zerlegung von C4 = U1⊕U2 in A-invariante Untervektorräume
U1, U2 ≤ C4.
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Aufgabe 4. (4P)

Gegeben sei die Abbildung

φ : C5 → C5, v 7→


2 2 1 1 0
−1 −3 −1 −2 −1
−3 −1 −1 0 1
0 3 1 2 2
2 2 1 1 0

 · v.
a) Bestimmen Sie eine Basis C des kleinsten φ-invarianten Untervektorraums U von C5 der e1

enthält und geben Sie die Darstellungsmatrix DCC(φ|U ) an.

b) Finden Sie eine Basis B, sodass die Darstellungsmatrix die folgende Form hat

DBB(φ) =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 .
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