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1. TUTORIUMSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA Il

Tutoriumsaufgabe 1.
Wir betrachten die Matrix

A=|-2 -1 1 | eR>3
zusammen mit der linearen Abbildung:
pa:R3 =R v A-v
a) Zeigen Sie, dass R? der kleinste ¢ 4-invariante Untervektorraum ist, der e; enthilt.

)
b) Geben Sie die Darstellungsmatrix Dpp(¢4) beziiglich der Basis e, Aej, A%e; an.
c¢) Berechnen Sie das charakteristische Polynom x(X) von ¢4?

)

d) Was ist x(¢4)(e1)? Folgeren Sie hieraus x(¢4) = 0.

Tutoriumsaufgabe 2.

Gegeben sei die reelle Matrix

A=|-2 -4 3 | eR¥
-2 -5 4

sowie die Polynome
AX) =X -1, LE)=X+1, f3(X)=(X-1)(X +1) und fy(X) = (X - 1)
a) Berechnen Sie fiir ¢ = 1,2, 3,4 jeweils die Matrix f;(A) und ihren Rang.
b) Das charakteristische Polynom von A ist x4 (X) = (X — 1)?(X + 1). Was fillt Thnen auf?

c) Schreiben Sie A® als Linearkombination von I3, A und A2%. Sind I3, A und A? linear un-
abhéngig?

d) Sei B € R™*"™ eine beliebige Matrix. Zeigen Sie, dass die von B erzeugte R-Algebra hochstens
Dimension n hat.



Tutoriumsaufgabe 3.
Sei R ein kommutativer Ring.
a) Sei S ein weiterer Ring und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.

(i) Zeigen Sie, dass Kern(¢) ein Ideal ist.
(ii) Sei J < S ein Ideal. Ist auch das Urbild ¢—1(J) C R ein Ideal?

b) Fiir Elemente aq,...,a, € R betrachten wir das ideal
Ray + -+ + Ran :={)_ Nia; | \; € R}.
i=1

(i) Zeigen Sie, dass Raj + - - - + Ra, das kleinste Ideal ist, das Ra; + - - - + Ra,, enthélt, d.h.
fiir alle Ideale I < R mit aq,...,a, € I gilt bereits Ra; + - - - + Ra, < I.

(ii) Zeigen Sie die Gleichung

Ra; +---+ Ra, = ﬂ 1.

I<R Ideal
ai,...,an €l

Tutoriumsaufgabe 4.

Sei G = ({g1,--.,9x},0) eine endliche Gruppe'. Wir definieren den Gruppenring als die Menge:

k
R[G] := {Z Aigi | Ai € R}

zusammen mit den Verkniipfungen

k k k
S oNigi+ Y migi =Y (i + pi)gi
i=1 i=1 =1

k k k

D o Nigie Y migii= Y Ainigiog
i=1 i=1 ij=1

a) Zeigen Sie, dass R[G] eine R-Algebra ist.
b) Sei G = S3. Berechnen Sie jeweils:

((12)+2-(13)) e ((23) - (123))
((12) +(23)) e ((12) - (23))

c) Sei a := Zle gi € R[G]. Berechnen Sie fiir ein beliebiges g € G das Produkt g e a. Ist a
invertierbar?

1Das geht genauso gut auch fiir unendliche Gruppen. Bei unendlichen Gruppen fordert man zusitzlich, dass die
Summen endlich sind, d.h. nur endlich viele A; sind nicht Null.



