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12. TUTORIUMSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA Il

Tutoriumsaufgabe 1.

Sei R ein Integritétsbereich. Wir definieren den Quotientenkorper Quot(R) als die Menge Quot(R) :=
(R x R\ {0})/ ~ mit der Aquivalenzrelation:

(a,b) ~ (¢,d) : <= Tk € R\ {0} :ad = cb
a) Zeigen Sie, dass ,~*“ tatsiichlich eine Aquivalenzrelation ist.
b) Wir definieren auf Quot(R) die Verkniipfungen

(a,b) + (¢,d) := (ad + cb)/bd
(a,b) - (¢,d) := (ac)/(bd)

Zeigen Sie, dass die Verkniipfungen wohldefiniert sind und damit Quot(R) zu einem Ring
wird.

c) Was ist die Eins von Quot(R)? Zeigen Sie, dass jedes Element in Quot(R) invertierbar ist
und die Abbildung ¢ : R — Quot(R),a + (a, 1) injektiv ist.

d) Zeigen Sie, dass ,,~* nicht wohldefiniert auf Z/4Z ist.

Tutoriumsaufgabe 2.
Wir betrachten Z?2 als Z-Modul und den Untermodul

U= <(144) ’ (153) ’ (168)>

a) Bestimmen Sie den Rang und eine Basis von U.
b) Zeigen Sie, dass M := Z?/U ein Torsionsmodul ist.

c¢) Bestimmen Sie den Annihilator von M sowie seine p-Torsions-Moduln.

Tutoriumsaufgabe 3.

Gegeben sei die Permutationsmatrix

A=

o~ O
= o O
S O =

Wir betrachten R? als R[X]-Modul mit der Aktion
f(X) v =f(Ap

Zeigen Sie, dass R?® damit ein R[X]-Torsionsmodul ist und bestimmen Sie dessen p-Torsions-
Moduln.



Tutoriumsaufgabe 4.
Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul.
a) Sei S C R eine beliebige Teilmenge. Zeigen Sie, dass die Menge
V(S):={meM|VreS:r-m=0}

ein Untermodul von M ist. Insbesondere sind damit der Torsionsmodul und p-Torsions-
Moduln tatsichlich Moduln.

b) Sei U C M eine beliebige Teilmenge. Zeigen Sie, dass dann
IU)={reR|VmeU:r-m=0}

ein Ideal von M ist. Insbesondere ist damit der Annihilator Ann(M) ein Ideal von R.

Tutoriumsaufgabe 5.

Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und U C M ein Untermodul. Geben Sie jeweils ein
Beispiel fiir die folgenden Aussagen an:

a) Ist R ein Hauptidealring sowie M frei und endlich erzeugt, dann ist nicht notwendigerweise
U frei.

b) Ist R nullteilerfrei sowie M frei und endlich erzeugt, dann ist nicht notwendigerweise U frei.
¢) Ist R ein Hauptidealbereich und M torsionsfrei, dann ist nicht notwendigerweise M frei.

Hinweis: Sie haben die entsprechenden Beispiele bereits in der Vorlesung oder der Ubung gesehen.



