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10. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Aufgabe 1. (4P)

Sei K ein Korper, V ein K-Vektorrraum und n € N. Welche der folgenden Vorschriften sind
wohldefinierte, lineare Abbildungen? Geben Sie jeweils eine Begriindung oder ein Gegenbeispiel
an.

a)
\Il:®V—>®V, (U1®-~®vn)n—>vl®(v1+v2)®~~®2vi
i=1 i=1 i=1

b) Fiir beliebige lineare Abbildungen ¢4, ..., ¢, € End(V):

o: OV OV (010 ©v) 0 61(01) O+ © Ga(vn)
i=1 i=1

c¢) Fiir ein beliebiges o € S,, die Abbildung;:

n n

A /\V—>/\VV, (7}1/\-~-/\vn)'—>1}g(1)/\-~-/\’00(n)

Aufgabe 2. (4P+4+2Bonuspunkte)

Sei n € N eine natiirliche Zahl. Wir betrachten die Abbildung

pi R x R™ — R™" (v,w) = v-w' +w- o'

a) Zeigen Sie, dass p eine symmetrische, bilineare Abbildung ist.

b) Folgern Sie, dass eine lineare Abbildung ji € Hom(R"™ ® R™ R™*™) mit p(v,w) = fi(v © w)
existiert und bestimmen Sie fiir n = 2 und Basen Threr Wahl D¢ p(fi).

¢) Bestimmen sie das Bild von p und fi.

d) Zeigen Sie, dass [t injektiv ist und folgern Sie, dass R™ ® R™ auch als Untervektorraum von
R™ ™ geschrieben werden kann.

e) Konnen Sie auch R™ A R"™ als Untervektorraum von R™*™ identifizieren? Geben Sie gegebe-
nenfalls einen entsprechenden Isomorphismus an.
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Aufgabe 3. (4P)

Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler' K-Vektorraum.

a) Seien vq,...,v, € V. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) v1,...,v, sind linear unabhéngig.
(ii) Es existiert eine alternierende Multilinearform g : [T, V — K mit p(v1, ..., v,) # 0.

(i) vy A - Avy #0
b) Sei U <V ein Untervektorraum mit Basis by,...,b; € U. Zeigen Sie, dass dann gilt

U={veV|vAb A---Nb,=0}.

Aufgabe 4. (4P+2Bonuspunkte)

Sei R ein kommutativer Ring, A eine kommutative R-Algebra und M ein R-Modul.
a) Zeigen Sie, dass M := A®p M zusammen mit der Multiplikation

e: Ax M — M, (N a®@m)— (Aa) @m
ein A-Modul ist.

Wir betrachten ab jetzt den Spezialfall R = R und A = C, d.h. M ist ein R-Vektorraum und M
ist ein C-Vektorraum.

b) Zeigen Sie, dass dimg_yr(M) = dim@,VR(M) gilt.
c) Sei ¢ € End(M) ein R-Vektorraumendomorphismus. Zeigen Sie, dass dann auch
id®¢: M — M, a®@m— a® o(m)
ein C-Vektorraumendomorphismus ist.

d) Wir betrachten die lineare Abbildung

a —-b
¢ :R? - R?, (b>H<a>

Bestimmen Sie die Eigenwerte von ¢ und id ®g¢.

Aufgabe 5. (schwierige Knobelaufgabe)

Sei V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum und ¢,v¢ € End(V) zwei Endomorphismen. Seien
weiterhin id ®¢,id ® € End(C ®g V) die Endomorphismen wie in Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass
dann ¢ und ¥ genau dann &hnlich zueinander sind, wenn auch id ®¢ und id ® dhnlich zueinander
sind.

Hinweis fiir die schwierige Richtung: Zwei Endomorphismen ¢, heiffen dhnlich, wenn eine
Matriz A € GL,(K) mit Dg g(¢) - A=A Dp p(¥) existiert. Schreiben Sie A als Summe einer
reellen und einer komplexen Matriz A,, A, € R™ ™ und betrachten Sie das Polynom f(\ pu) =
det(AA, + pA.) um eine reelle Basiswechselmatriz zu finden.

1Das geht eigentlich auch fiir beliebige Vektorriume.
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