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9. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

Aufgabe 1. (4P)

a) Zeigen Sie, dass der einzige Z-Modul-Homomorphismus von Q nach Z die Nullabbildung ist.
Wie viele Z-Modul-Homomorphismen gibt es von Z nach Q?

b) SeiR ein kommutativer Ring undM einR-Modul. Zeigen Sie, dassM als Quotient eines freien
Moduls geschrieben werden kann, d.h. es gibt einen freien R-Modul F und einen Untermodul
Q ≤ F mit F/Q ∼= M .
Hinweis: Der lineare Fortsetzungssatz und der Homomorphiesatz funktionieren wie gewohnt
auch für freie Moduln bzw. Moduln.

Aufgabe 2. (4P)

Sei K ein Körper, V ein Vektorraum und φ ∈ End(V ) ein Endomorphismus. Wir betrachten den
Polynomring K[X] zusammen mit der Multiplikation:

mφ : K[X]× V → V, (f(X), v) 7→ f(φ)(v)

a) Zeigen Sie, dass V zusammen mit der Multiplikation mφ ein K[X]-Modul ist.

Sei ab nun V = Abb0(N,R) der Vektorraum der endlichen Folgen und

L : V → V, (a1, a2, . . . ) 7→ (a2, a3, . . . )

R : V → V, (a1, a2, . . . ) 7→ (0, a1, a2, . . . )

der Links- bzw. Rechts-Shift und φ := R2 der zweifache Rechts-Shift.

b) Zeigen Sie, dass V zusammen mit den Multiplikationen mR und mφ jeweils ein freier R[X]-
Modul ist und geben Sie jeweils eine Basis an.

c) Zeigen Sie, dass V zusammen mit der Multiplikation mL kein freier R[X]-Modul ist.

Aufgabe 3. (2P+1P+1P)

Zeigen Sie die folgenden Isomorphien:

a) Z/nZ⊗Z Z/mZ ∼= Z/dZ als Z-Moduln mit d := ggT(n,m)

b) Q⊗Z Q ∼= Q als Z-Moduln

c) K[X]⊗K K[X] ∼= K[X,Y ] als K-Algebra
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Aufgabe 4. (4P)

Sei R ein Integritätsring1 und M ein freier R-Modul mit Basis (b1, . . . , bn).

a) Zeigen Sie, dass jede Menge c1, . . . , cn+1 ∈M linear abhängig ist.

b) Zeigen Sie, dass jede Basis von M genau n Elemente besitzt. Man nennt dann n den Rang
von M .

c) Zeigen Sie, dass zwei endlich erzeugte, freie R-Moduln genau dann isomorph sind, wenn sie
den gleichen Rang haben.

Aufgabe 5. (6 Bonuspunkte)

(Links-)Moduln und freie Moduln können auch für nicht-kommutative Ringe wie gewohnt definiert
werden. Wir wollen hier zeigen, dass dann der Begriff von Rang nicht wohldefiniert ist:
Sei R[X] der Vektorraum der reellen Polynome. Wir betrachten den Ring der Vektorraumendo-
morphismen R := End(R[X]) mit der Verknüpfung als Multiplikation und der üblichen Addition
als Modul über sich selbst.

a) Zeigen Sie, dass auch B2 := (φ1, φ2) mit

φ1 : R[X]→ R[X], Xi 7→

{
Xi/2 , falls i gerade

0 , sonst

φ2 : R[X]→ R[X], Xi 7→

{
X(i+1)/2 , falls i ungerade

0 , sonst

eine Basis von R als R-Modul ist.

b) Folgern Sie aus a), dass für beliebige n,m ∈ N die freien Moduln Rn, Rm isomorph sind.

c) Wie über kommutativen Ringen bzw. Körpern können wir auch Matrizenmultiplikation über
nicht-kommutativen Ringen wie folgt definieren2:
Für p, q, r ∈ N und Matrizen A = (ai,j)i,j ∈ Rp×q , B = (bi,j)i,j ∈ Rq×r ist

A ·B := C = (ci,j)i,j ∈ Rp×r mit ci,j =

q∑
k=1

bk,jai,k.

Zeigen Sie, dass es über R auch nicht-quadratische Matrizen gibt, die beidseitig invertierbar
sind und geben Sie eine entspechende Matrix an.

1Es reicht eigentlich schon, wenn R kommutativ ist.
2Wie bei Vektorräumen entspricht das gerade der Verknüpfung von linearen Abbildungen von Rp → Rq → Rr.

Da wir Links-Moduln haben ist die Multiplikation der Einträge vertauscht.
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