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8. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Wihrend dem gesamten Blatt sei K ein Korper.

Aufgabe 1. (2P)

Seien V, W zwei K-Vektorrdume und (V ® W, 7) ihr Skalarprodukt. Ein Element u € V ® W heifit
primitiv, falls v € V,w € W mit 7(v, w) = u existieren. Seien weiterhin v,v’ € V und w,w’ € W.
Zeigen Sie die folgende Aquivalenz:

v@w+v @w €V ®W ist primitiv. <= v,v’ oder w,w’ sind linear abhingig.

Aufgabe 2. (2P)

Seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume und Uy, U; < V zwei Untervektorrdume mit
trivialem Schnitt!. Zeigen Sie, dass dann die beiden Vektorrdume isomorph sind:

We U ael)=(WeU)®(WeUs)

Aufgabe 3. (4P)

Seien Vi, Vo, W1, W5 endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ¢ : Vi — Wy,¢ : Vo — Wy zwei
Vektorraumhomomorphismen.

a) Zeigen Sie, dass Rang(¢ ® ¢) = Rang(¢) - Rang(y) gilt.

b) Sei nun K = C und Wy = V; sowie Wy = V5. Zeigen Sie, dass fiir die Eigenwerte von ¢ ®
gilt
Spec(¢ @ h) = {A- 1| A € Spec(¢), u € Spec()}.

Aufgabe 4. (4P)
Seien V, W zwei K-Vektorrdume und B = (by,...,b,) eine Basis von W.

a) Sei ¢ : V — W ein K-Vektorraumhomomorphismus. Zeigen Sie, dass dann «q,...,a, € V*
existieren, sodass fiir alle v € V gilt:

n

$v) =Y ai(v)bs

i=1

b) Zeigen Sie, dass V* @ W ~ Homg_y g(V, W) gilt.

IMan kann die direkte Summe auch ohne gréferen Raum bilden, die Aussage gilt dann genauso.
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Aufgabe 5. (3P+1P+2Bonuspunkte)

Seien V und W zwei K-Vektorrdaume und

¥ : End(V) ® End(W) — End(V @ W), Z @Y= (Ve w) — Z@(v) ® thi(w) )

die Abbildung vom Tutoriumsblatt.

a) Zeigen Sie, dass U injektiv ist.
Hinweis zu einem L&sungsweg: Betrachten Sie fiir ein @ € V* die lineare Abbildung
Pa VAW = W, v®w +— alv)w. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass fiir linear
unabhingige Abbildungen ¢; und A; € K nicht alle Null ein w € W mit ) . A\jih;(w) # 0
existiert.

b) Folgern Sie, dass wenn V' und W endlich-dimensional sind, dann gilt End(V) ® End(W) ~
End(V @ W).

c) Sei V = Abby(N,R) der Vektorraum der endlichen Folgen und

c:VeV-oaVRYV, Zvi®wi»—>2wi®vi.

Zeigen Sie, dass ¢ nicht im Bild von T liegt. Insbesondere ist T nicht notwendigerweise
bijektiv.
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