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8. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

Während dem gesamten Blatt sei K ein Körper.

Aufgabe 1. (2P)

Seien V,W zwei K-Vektorräume und (V ⊗W, τ) ihr Skalarprodukt. Ein Element u ∈ V ⊗W heißt
primitiv, falls v ∈ V,w ∈ W mit τ(v, w) = u existieren. Seien weiterhin v, v′ ∈ V und w,w′ ∈ W .
Zeigen Sie die folgende Äquivalenz:

v ⊗ w + v′ ⊗ w′ ∈ V ⊗W ist primitiv ⇐⇒ v, v′ oder w,w′ sind linear abhängig.

Aufgabe 2. (2P)

Seien V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorräume und U1, U2 ≤ V zwei Untervektorräume mit
trivialem Schnitt1. Zeigen Sie, dass dann die beiden Vektorräume isomorph sind:

W ⊗ (U1 ⊕ U2) ' (W ⊗ U1)⊕ (W ⊗ U2)

Aufgabe 3. (4P)

Seien V1, V2,W1,W2 endlich-dimensionale K-Vektorräume und φ : V1 → W1, ψ : V2 → W2 zwei
Vektorraumhomomorphismen.

a) Zeigen Sie, dass Rang(φ⊗ ψ) = Rang(φ) · Rang(ψ) gilt.

b) Sei nun K = C und W1 = V1 sowie W2 = V2. Zeigen Sie, dass für die Eigenwerte von φ⊗ ψ
gilt

Spec(φ⊗ ψ) = {λ · µ | λ ∈ Spec(φ), µ ∈ Spec(ψ)}.

Aufgabe 4. (4P)

Seien V,W zwei K-Vektorräume und B = (b1, . . . , bn) eine Basis von W .

a) Sei φ : V → W ein K-Vektorraumhomomorphismus. Zeigen Sie, dass dann α1, . . . , αn ∈ V ∗
existieren, sodass für alle v ∈ V gilt:

φ(v) =

n∑
i=1

αi(v)bi

b) Zeigen Sie, dass V ∗ ⊗W ' HomK−V R(V,W ) gilt.

1Man kann die direkte Summe auch ohne größeren Raum bilden, die Aussage gilt dann genauso.
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abgegeben werden. Sie können das Übungsblatt entweder direkt im CMS hochladen, im
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Aufgabe 5. (3P+1P+2Bonuspunkte)

Seien V und W zwei K-Vektorräume und

Ψ̂ : End(V )⊗ End(W )→ End(V ⊗W ),
∑
i

φi ⊗ ψi 7→
(

(v ⊗ w) 7→
∑
i

φi(v)⊗ ψi(w)
)

die Abbildung vom Tutoriumsblatt.

a) Zeigen Sie, dass Ψ̂ injektiv ist.
Hinweis zu einem Lösungsweg: Betrachten Sie für ein α ∈ V ∗ die lineare Abbildung
ρα : V ⊗ W → W, v ⊗ w 7→ α(v)w. Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass für linear
unabhängige Abbildungen ψi und λi ∈ K nicht alle Null ein w ∈ W mit

∑
i λiψi(w) 6= 0

existiert.

b) Folgern Sie, dass wenn V und W endlich-dimensional sind, dann gilt End(V ) ⊗ End(W ) '
End(V ⊗W ).

c) Sei V = Abb0(N,R) der Vektorraum der endlichen Folgen und

σ : V ⊗ V → V ⊗ V,
∑
i

vi ⊗ wi 7→
∑
i

wi ⊗ vi.

Zeigen Sie, dass σ nicht im Bild von Ψ̂ liegt. Insbesondere ist Ψ̂ nicht notwendigerweise
bijektiv.
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