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7. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Wéhrend dem gesamten Blatt sei K ein Korper und V, W zwei K-Vektorriume.

Aufgabe 1. (4P + 2 Bonuspunkte)
Sei B :V x V = K eine Bilinearform. Wir betrachten die beiden Abbildungen
p:V =V v p) =B, +)
dh. p): VoK, we Bv,w)
a) Zeigen Sie, dass p einen K-Vektorraumhomomorphismus von V' nach V* definiert.
b) Zeigen Sie, dass p genau dann injektiv ist, wenn S nicht ausgeartet ist.
Sei ab nun V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und £ ein Skalarprodukt.
¢) Folgern Sie, dass fiir jedes v* € V* ein eindeutiges v € V existiert, sodass v*(w) = B(v, w)
gilt.
d) Sei ¢ € End(V) ein Endomorphismus, ¢’ € End(V) die Adjungierte von ¢ und ¢ € End(V*)
die zu ¢ duale Abbildung. Zeigen Sie, dass dann ¢ o p = po ¢’ gilt.
e) Sei W := ?Im der Q-Vektorraum der endlichen Folgen iiber Q (s. letztes Blatt). Zeigen

Sie, dass der Dualraum W* isomorph zu QY dem Vektorraum der Folgen ist und damit
insbesondere W 22 W* gilt.
Hinweis: Wenn W ~ U gilt, haben sie auch die gleiche Kardinalitit.

Aufgabe 2. (4P)
a) Seien V** W** die Bidualriiume von V und W und weiterhin
Ay: VoV Joes A, mit A :V =K | f— f(v)
Aw: W W* Jw— Ay mit Ay : W= K | f— f(w)
die Einsetzungshomomorphismen aus der Vorlesung. Sei weiterhin ¢ : V' — W ein Vektor-

raumhomomorphismus und ¢** = (¢*)* : V** — W** die zugehérige biduale Abbildung.
Zeigen Sie, dass dann ¢** o Ay = Ay o ¢ gilt, d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

V Av V**

% y)**

W Aw W**

b) Seien f,g € V*\ {0}. Zeigen Sie, dass f und g genau dann linear unabhéngig sind, wenn ein
v €V mit A\, (f) =0 und \,(g) = 1 existiert.
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Aufgabe 3. (4P)
a) Sei A eine K-Algebra. Zeigen Sie, dass die Abbildung:
‘unZAX"'XAg)A, (al,...,an)!—>a1'a2-...'an

eine multilineare Abbildung ist.

b) Sei B:V x V — V eine bilineare Abbildung. Wir definieren die beiden Abbildungen

ﬂ015:VXVXV—>M (’U171)2,1)3)Hﬁ(ﬂ(’vl,vg),vg)
BoaB:V XV XV =V, (v1,v2,03) — B(v1,B(v2,v3))
(i) Zeigen Sie, dass 8 o1 8 eine multilineare Abbildung ist.

(ii) B induziert auf V die Verkniipfung v x w := S(v,w). Zeigen Sie, dass * genau dann
assoziativ ist, wenn § o 8 = [ os (8 gilt.

Aufgabe 4. (2P+2P+1Bonuspunkt)
Sei M :V x ---xV — K eine alternierende Multilinearform.

a) Seien v1,...,v, € V linear abhiéngige Vektoren. Zeigen Sie, dass dann M (v1,...,v,) = 0
gilt.

b) Sei by,...,b, € V eine Basis von V. Zeigen Sie, dass dann M vollstéindig durch M (b, ..., by,)
bestimmt ist.

c) Zeigen Sie, dass die einzigen alternierenden Multilinearformen M : K" x --- x K® — K von
—_———

n—mal

der Form M ( +) = Adet( «) fiir ein A € K sind.
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