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6. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Aufgabe 1. (4P)

a) Ferdinands Groftante Elise sammelt als Hobby Nigell. Da sie mittlerweile eine beacht-
liche Sammlung zusammen hat, mochte sie diese nun sortieren. Zuerst sortiert sie ihre
Nigelsammlung nach Hersteller. Dabei stellt sie fest, dass sie von 11 Herstellern genau gleich
viele Négel besitzt, aber 6 Négel iibrig bleiben, die sie nicht zuordnen kann. Danach sortiert
sie die Né#gel nach sieben verschieden Farben und anschlieend teilt sie ihre Négel in fiinf
verschiedenen Grofen ein. Hierbei fillt ihr auf, dass sowohl bei der Farbeneinteilung als auch
bei der Grofleneinteilung jeweils genau ein Nagel fehlt, damit alle Gruppen gleich grof sind.
Daher beschlief3t sie, Ferdinand einen Hoflichkeitsbesuch abzustatten und nebenbei zu schau-
en, ob er einen mittelgroBen, griinen Nagel besitzt.

Wie viele Nigel besitzt Elise, wenn in ihr Nest weniger als 500 Nigel passen?

b) Sei K ein Kérper und pq,. .., t, € K paarweise verschiedene Elemente. Zeigen Sie mit Hilfe
des chinesischen Restsatzes, dass es fiir jede Menge A1, ..., A, € K genau ein Polynom f(X) €
K[X] von Grad deg(f) <n mit f(u;) = A; fiir alle i =1,...,n gibt.

Aufgabe 2. (4P)

Sei A € C™™ eine quadratische Matrix und U, S € U,(C) zwei unitéire Matrizen, so dass
UAS = diag(\1,. .., \,) eine Diagonalmatrix mit positiven Eintragen A1,..., A, € R>g ist.

a) Sei A nun zusétzlich normal. Zeigen Sie, dass dann Aq,...,\, die Betrige der Eigenwerte
von A sind.

b) Zeigen Sie mit einem Beispiel in C?*?2, dass die Aussage aus a) fiir nicht normale Matrizen
im Allgemeinen falsch ist.

1Siehe Ubungsblatt 4 Aufgabe 2 der Algebra 2019 bzw. Ubungsblatt 6 Aufgabe 5 der GGT 2022.
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Aufgabe 3. (4P)
Seien U, V, W unitére Vektorrdume und ¢ : U — V, 9 : V — W lineare Abbildungen.

a) Zeigen Sie, dass wenn ¢ und 1 jeweils Adjungierte besitzen, dann besitzt auch v o ¢ eine
Adjungierte.

b) Sei ¢ invertierbar und hat eine invertierbare Adjungierte ¢*. Zeigen Sie, dass dann auch ¢!
eine Adjungierte besitzt.

¢) Seien U =V = W und ¢ sowie 1) normal. Zeigen Sie, dass dann ¢ o1 nicht notwendigerweise
normal ist.

d) Sei B := (b1,...,b,) eine Orthonormalbasis von V. Zeigen Sie, dass wir dann ¢* wie folgt

berechnen konnen:
n

Pt (w) =Y (w, (b)) by

i=1

Aufgabe 4. (4P)

Wir betrachten den Vektorraum V' := C?}m ={(a1,a2,...,ax,0...) | a; € C,k € N} der endlichen
Folgen zusammen mit dem Skalarprodukt

(a,b) := Zaﬁ;.
i=1
Auf V betrachten wir die beiden Endomorphismen
L:V =YV, (a,as,as,...) (ag,as,aq4,...)
Yv: V=V, (a1,a2,a3,...)— (Zai,0,0,...).
i=1

a) Bestimmen Sie die Adjungierte des Links-Shifts L.

b) Zeigen Sie dass 1 keine Adjungierte besitzt.
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