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6. TUTORIUMSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II
Tutoriumsaufgabe 1.
Seien p1,...,pr € N paarweise verschiedene Primzahlen und n := p; - ... pg ihr Produkt. Fiir jedes

i €{1,...,k} betrachten wir die Abbildungen:

wi L/piZ — Z/nZ, x+ p;Z— x-Hpi +nZ
J#i
it L/nl — L)piZ, x4+ p;Z+— x+nk
a) Zeigen Sie, dass ¢; eine wohldefinierte Abbildung ist.

b) Zeigen Sie, dass [[;, p; eine Einheit in Z/p;Z ist und folgern Sie, dass es ein \; € Z gibt,
sodass 7; o (A; - ;) = idzp,z gilt.

¢) Seien Ay,..., A\ € Z wie in Teil b) gegeben. Zeigen Sie, dass die Abbildung
k
0 L/PL X XL = TInL, (w1, wk) =Y dipi()
i=1

injektiv ist.
d) Folgern Sie, dass die Abbildung ¢ ein Ringisomorphismus ist.

e) Berechnen Sie alle Zahlen k € Z mit

k=0 mod 3
k=2 mod5
k=3 mod 13.
f) Gehen die vorigen Aufgabenteile auch, wenn pi, ..., pg nur paarweise teilerfremd sind? Was

ist mit beliebigen pq,...,px?

g) Zeigen Sie, dass die Ringe Z/4Z x Z/97Z isomorph zu Z/36Z ist, aber Z/6Z x Z/6Z nicht
isomorph zu Z /367 ist.



Tutoriumsaufgabe 2.

a) Sei 8 eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf R™, nach LA 1 ist das genau dann der Fall, wenn
die zugehorige Gram-Matrix invertierbar ist. Zeigen Sie, dass fiir jede Matrix A € R"*" eine
Matrix A € R™*"™ existiert, sodass die Gleichung

B(v, Aw) = B(/lv,w)
fiir alle v, w € R™ gilt.

Wir betrachten ab jetzt auf R? die ausgeartete, symmetrische Bilinearform

7:R? xR > R, (v,w)r—>vt~(i 1)10

b) Zeigen Sie, dass fiir die Matrix A := <3 4

! 2) keine Matrix A € R2*2 wie in Teil a) existiert.

c¢) Fiir welche Matrizen A := (CCL Z

solch eine Matrix A eindeutig durch A bestimmt?

) € R?*2 gibt es eine Matrix A € R?*? wie in Teil a)? Ist

Tutoriumsaufgabe 3.

Fiir K = R oder C seien V, W zwei K-Vektorriume mit Skalarprodukt und ¢ : V' — W eine lineare
Abbildung mit Adjungierter ¢* : W — V.

a) Zeigen Sie, dass ¢* selbst wieder eine Adjungierte besitzt.
b) Zeigen Sie, dass wenn ¢ surjektiv ist, dann ist ¢* injektiv.

c) Sei V=W = R[X] zusammen mit dem Skalarprodukt

1
(00,900 = [ F0g(o)dr
0
Bestimmen Sie die Adjungierte der Abbildung

¢:R[X] = R[X], f(X)—X-f(X).



