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5. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

Aufgabe 1. (4P)

Wir wollen in dieser Aufgabe zeigen, dass der Gaußsche Zahlenring Z[i] := {a + bi | a, b ∈ Z} ⊂ C
zusammen mit der üblichen (multiplikativen) Norm ‖a + bi‖2 = a2 + b2 ein euklidischer Ring ist.
Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Für r > 0 und x ∈ C definieren wir mit Br(x) := {y ∈ C | |x−y| < r} die Kugel mit Abstand
r um x. Zeigen Sie, dass wir C mit Kugeln mit Abstand 1 um Z[i] überdecken können, d.h.
es gilt

C =
⋃

q∈Z[i]

B1(q).

b) Seien g, q ∈ C und r = ‖g‖ > 0. Zeigen Sie die Identität g ·B1(q) = Br(g · q).

c) Für g ∈ C \ {0} und r := ‖g‖ definieren wir die Menge Γ := {g · q | q ∈ Z[i]}. Folgern Sie aus
Aufgabenteil a) und b) die Identität

C =
⋃
x∈Γ

Br(x).

d) Folgern Sie, dass Z[i] mit der Bewertung ϕ : Z[i]→ N0, z 7→ ‖z‖2 ein euklidischer Ring ist.

Aufgabe 2. (2P)

Gegeben seien die beiden Polynome

a(X) = X5 −X4 + 2X3 − 3X2 + 3X − 2 und b(X) = X4 − 2X3 + X − 2 ∈ R[X]

Bestimmen Sie mit Hilfe des euklidischen Algorithmus einen größten gemeinsamen Teiler h(X) von
a(X) und b(X) und schreiben Sie ihn als Linearkombination

h(X) = a(X)f(X) + b(X)g(X).

Aufgabe 3. (4P)

Sei R ein Integritätsring und g ∈ R ein Element mit Primfaktorzerlegung g := pn1
1 · p

n2
2 · . . . · p

nk

k

in teilerfremde Primelemente pi. Zeigen Sie, dass dann für jedes h ∈ R folgende Äquivalenz gilt:

g teilt h ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , k} : pni
i teilt h
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Aufgabe 4. (4P)

Sei G eine Gruppe und N,U E G zwei Normalteiler.

a) Zeigen Sie, dass die Teilmenge

UN := {un | u ∈ U, n ∈ N}

eine normale Untergruppe von G ist.

b) Wir betrachten U/N := {uN | u ∈ U} als normale Untergruppe von G/N (s. Tutoriums-
blatt). Zeigen Sie, dass die beiden Quotientengruppen isomorph sind:

(G/N)�(U/N) '
G�(UN)

Aufgabe 5. (2P)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe.

a) Zeigen Sie, dass U genau dann normal ist, wenn die Nebenklassen gU und Ug für alle g ∈ G
gleich sind.

b) Sei nun U eine Untergruppe von Index 2, d.h. wir haben genau zwei Nebenklassen gU . Zeigen
Sie, dass dann U bereits ein Normalteiler ist.
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