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13. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Aufgabe 1. (4P)

Wir betrachten wieder die reelle Matrix von letztem Blatt

Bestimme alle Eigenwerte und Eigenrdume von A. Ist A diagonalisierbar?

Aufgabe 2. (4P)

Sei K ein Kérper und A € K"*™ eine quadratische Matrix mit charakteristischem Polynom
xa(X) =3l X",
a) Zeige, dass A und A! die gleichen Eigenwerte haben.
b) Zeige, dass det(A) = ¢ gilt.
¢) Zeige, dass fiir die Spur(A) := Y | a;; die Gleichung Spur(4) = (—=1)""t¢, 1 gilt.
)

d) Folgere, dass die Spur einer Matrix eine Ahnlichkeitsinvariante ist, d.h. sind zwei Matrizen
dhnlich, dann haben sie auch die gleiche Spur.

Aufgabe 3. (4P)
Wir betrachten auf dem R-Vektorraum P := {f(X) € R[X] | deg(f) < 2} die Abbildung
B:Px P =R, (f(X),g(X))—3-f(0)g(1) + f(1)g(=1) + f(2)g(1).
a) Zeige, dass 8 eine Bilinearform auf P, definiert.
b) Bestimme die Gram-Matrix von 3 beziiglich der Basis B := (1, X, X?2). Ist 3 symmetrisch?
c) Bestimme die zu X? — 2X + 1 orthogonale Menge

<XZ2X +1>h={f(X)|B(X?—2X +1,f(X)) =0}
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Aufgabe 4. (4P+2Bonuspunkte)

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform 8 : V x V' — K heifit ausgeartet,
wenn ein v € V' \ {0} existiert, sodass (v, w) = 0 fiir alle w € V gilt.

a) Sei V endlich-dimensional mit geordneter Basis B. Zeige, dass eine Bilinearform genau dann
ausgeartet ist, wenn die Gram-Matrix nicht invertierbar ist.

b) Sei 8 symmetrisch und nicht ausgeartet und char(K) # 2. Zeige, dass es einen Vektor v € V
mit S(v,v) # 0 gibt.

c¢) Finde eine symmetrische Bilinearform /3 : F3 x F3 — Fy die symmetrisch und nicht ausgeartet
ist, aber fiir die 8(v,v) = 0 fiir alle v € F3 gilt.

Aufgabe 5. (1+3+2 Bonuspunkte)

Wir betrachten die Hasen- und Fuchspopulation in einem Gebiet. Hierbei sei H,, die Hasenpopu-
lation und F;, die Fuchspopulation nach n Jahren seit Beobachtungsbeginn. Wir modelieren das
jahrliche Wachstum mit den Formeln:

Hn+1 Z:?)'Hn—Hn,1—2'Fn
Frny1:=2-F,
Das heifit jedes Jahr verdreifachen sich die Hasen, wovon jeder Fuchs zwei (junge) Hasen frisst und

die alten Hasen eines anderen natiirlichen Todes sterben. Die Fiichse verdoppeln jedes Jahr ihre
Population, solange es geniigend Hasen zum Fressen gibt.

a) Sei H; = 90 und F; = 10 die anfiingliche Population (also ohne alte Hasen). Beweise fiir die
Populationen im Jahre n die Formel

H, 3 -2 -1 90
Foir1 =10 2 0 -1 10
H, 1 0 0 0
3 -2 -1
b) Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix [0 2 0 |. Wie miisste das
1 0 O

Hasen zu Fuchsverhéltnis sein, damit sich beide Populationen jedes Jahr verdoppeln?

c¢) Finde eine explizite Formel fiir H,,. Wie bewertest Du die Modellierung des Wachstums?

Das Ubungsblatt kann bis spiitestens Montag den 06. 02. 2023 um 16 Uhr abgegeben werden. Sie
konnen das Ubungsblatt entweder direkt im CMS hochladen oder im Ubungskasten 47 im Keller
des Horsaalgebdudes E 2.5 einwerfen. Schreiben Sie Thren Namen und Matrikelnummer sowie den
Namen Thres Tutors gut lesbar auf IThre Abgabe.



