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3. Übungsblatt zur Linearen Algebra I

Aufgabe 1. (4P)

Wir betrachten auf der Menge Q := Z× N die folgende Relation:

(p, q) ∼ (r, s) :⇐⇒ p · s = q · r.

a) Zeige, dass
”
∼“ eine Äquivalenzrelation ist.

b) Finde eine Bijektion zwischen Q/ ∼ und Q und zeige dass es sich tatsächlich um eine Bijektion
handelt.

Aufgabe 2. (2P+1P+1P)

Sei M eine Menge und {Mi}i∈I eine Familie von Teilmengen Mi ⊆ M . Wir definieren auf M die
Relation

xRy :⇐⇒ ∃i ∈ I : x ∈Mi ∧ y ∈Mi.

Zeige die folgenden Aussagen:

a) M =
⋃
i∈IMi ⇐⇒ R ist reflexiv.

b) Alle Mi sind disjunkt =⇒ R ist transitiv.

c) Ist {Mi}i∈I eine Partition von M (s. Blatt 2), dann ist R eine Äquivalenzrelation.

Aufgabe 3. (4P)

Sei M eine endliche Menge und σ ∈ Perm(M) eine Permutation von M .

a) Zeige, dass ein k ∈ N mit σk = idM existiert.

b) Wir definieren auf M die Relation

x ∼σ y :⇐⇒ ∃n ∈ N : σn(x) = y.

Zeige, dass
”
∼σ“ eine Äquivalenzrelation ist.

Aufgabe 4. (4P)

Sei (V,+, ·, 0V ) ein R-Vektorraum und λ ∈ R, v ∈ V beliebig. Zeige die folgenden Aussagen mit
Hilfe der Vektorraumaxiome:

a) (−λ) · v = λ · (−v) = −(λ · v)

b) 0 · v = 0V

c) λ · v = 0V ⇐⇒ v = 0V ∨ λ = 0

d) ∀u ∈ V : ∃!w ∈ V : u+ w = v. Insbesondere ist der Nullvektor eindeutig.
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