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Lineare Algebra I






Kapitel 1.

Grundlagen

Im Folgenden verwenden wir etliche Symbole: < steht fiir ,ist dquivalent,
,=" steht fur ,daraus folgt“, ,:=* steht fir ,wird definiert als“, ;< steht fiir
,wird definiert durch die Eigenschaft®.

1. Voraussetzungen aus Mengentheorie und

Aussagenlogik

Fir die Vorlesung setzen wir voraus:

1.1.

Naive Mengenlehre

Eine Menge besteht aus Objekten. Diese werden als FElemente bezeichnet.

Beispiel: ¢ Die Menge der natiirlichen Zahlen IN (ohne 0),

Die Menge der ganzen Zahlen Z,

Die Menge der rationalen Zahlen Q,

Die Menge der reellen Zahlen R,

Die Menge M, = {1,2,7,11},

Die Menge M, = {Saarbriicken, Neunkirchen, Bexbach, Kéln},
Die Menge M3 = {{1,2},{1,7},{1,2,7,11}}.

Die Schreibweise ,,x € M*“ bedeutet, dass x ein Element der Menge M ist.
Zwei wichtige Prinzipien fiir die Mengenlehre sind

(i) Eztensionalitit: Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die selben

Elemente haben. Mit anderen Worten: M; = M, gilt genau dann, wenn
gilt: (x € My & x € My).
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Kapitel I. Grundlagen

(ii) Aussonderungsaziom: Zu jeder Menge M; und jeder Aussage P iiber
Elemente von M; gibt es eine Menge M,, sodass gilt: M, besteht genau
aus den Elementen von Mj, fiir die die Aussage P wahr ist. Wir schreiben

My = {x € M, | P(x) ist wahr}.
Beispiel: R.¢:={z € R |z > 0}.

Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente enthélt. Diese heifit die leere
Menge und wird mit & bezeichnet.

1.2. Grundlagen der Aussagenlogik

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Zu jeder Aussage A gibt es eine Verneinung —A mit der folgenden Eigenschaft:
Ist A wahr, dann ist = A falsch. Ist A falsch, dann ist = A wahr.

Aus zwei Aussagen A und B koénnen wir neue Aussagen wie folgt bilden:

(i) Die Konjunktion AN B (,,A und B“): A und B ist wahr, wenn A und B
wahr sind, sonst falsch. Wie erhalten die folgende Wahrheitstafel:

B\A|w f
w |w f
firf

(ii) Die Disjunktion AV B (,A oder B“): A oder B ist falsch, falls A und B
falsch sind, sonst wahr. Wir erhalten die folgende Wahrheitstafel:

B\A|w f
wo|w w
fojw f

(iii) Die Implikation A = B (,aus A folgt B“): A = B ist falsch, falls A wahr
und B falsch ist, sonst wahr. Wir erhalten die folgende Wahrheitstafel:

B\A|w f
wow w
fFolf w

A heifit dann auch Prdmisse oder Voraussetzung und B die Konklusion
oder Folgerung.

Beispiel: Die Aussage ,,Aus 2 = 5 folgt: 6 ist ungerade ist eine wahre
Aussage.
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1. Voraussetzungen aus Mengentheorie und Aussagenlogik

(iv) Die Aquivalenz A < B (,A genau dann wenn B“): A < B ist genau
dann wahr, falls A und B beide wahr sind oder beide falsch sind. Wir
erhalten die folgende Wahrheitstabelle:

B\A|w f
w |w f
folf w

1.3. Einige Regeln

Fiir Aussagen A, B und C' gilt:
(i
(i

(iii

) 7(mA) < A, d.h. =(=A) ist genau dann wahr, wenn A wahr ist.

) ANB& BANAund AV B< BV A.

) (ANB)ANC < AN(BAC)und (AVB)VC < AV (BV(O).

(iv) (AAB)VC & (AVC)AN(BVC)und (AVB)ANC < (ANC)V(BAC).
(v) =(AAB) & —Av-Bund -(AVB) < - AA-B. (,Regeln von de Morgan*)

Diese Regeln konnen mit Wahrheitstafeln iiberprift werden.

1.4. Aussagen iiber Mengen mittels Quantoren

Es sei M eine Menge. P(z) sei eine Eigenschaft, die von = abhidnge. Mithilfe
von Quantoren lassen sich neue Aussagen gewinnen:

(i) Der Allqguantor ¥V: Vx € M : P(x)* (,Fur alle x aus M gilt P(z)“):
Die Aussage ist wahr, falls fur jedes Element € M die Eigenschaft P(x)
wahr ist.

(ii) Der Existenzquantor 3: ,3x € M : P(x)“ (,Es existiert ein x € M, fiir
das P(x) wahr ist“): Die Aussage ist wahr, falls es mindestens ein x € M
gibt, fiir das die Eigenschaft P(z) wahr ist.

(iii) Die eindeutige Existenz 3!: 3z € M : P(x)“ (,Es gibt genau ein
x € M, sodass P(z) wahr ist“): Die Aussage ist wahr, falls es genau ein
x € M gibt, sodass P(x) wahr ist.

1.5. Negation vertauscht Quantoren

Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

—~(dzeM:P(z)) e Ve e M:-P(z),
~(VxeM: P(x))< dJox e M: -P(x).
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Kapitel I. Grundlagen

2. Konstruktion in der Mengentheorie

Definition I.2.1 (Teilmenge): Eine Menge M; heifit Teilmenge einer Menge
M, falls alle Elemente aus M; in M, liegen, wir schreiben dafir M; C M.
Das heifit: M; C My :& Vo € M : x € M.

Definition I.2.2 (Konstruktion neuer Mengen): Seien M, M, Mengen.

(i) MyN My :={x |z € M Nx € My} heiBBt Durchschnitt von M; und M.
(ii)) My UMy :={x |z € My Vxe M} heiit Vereinigung von M; und M.

(iii) My \ My :={z |z € My ANz ¢ My} heiit Differenzmenge. Wir schreiben
auch My, — M.

(iv) My x My == {(z,y) | * € My und y € My} heiBt kartesisches Produkt
von M und M,.

(v) Fir k£ € N heifit
M = {(2y,29,...,2) | 71 € My A+~ Aay, € My}

die k-te kartesische Potenz von M;.
(vi) Die Potenzmenge P(M;) von M ist die Menge aller Teilmengen von My,
d.h. P(My) :={M | M C M;}.

Beispiel 1.2.3: Gegeben seien die vier Mengen M; = {1,2}, M, := {1,2,3},
M; := @ und My :={1,7,a,b}. Dann kénnen wir beobachten:
()
(11) MQﬂM4—{1} MlﬂMQ {]_ 2} MQﬂMgZ
(111) MQUM4—{1237CLZ)} M1UM2 {1,2},M2UM3:M2.
(iv) My x My ={(1,1),(1,7),(1,a),(1,b),(2,1),(2,7),(2,a),(2,b)}.
(v) Ma\ My={2,3},
) (MQ) - {{1 3}7{172}7{173}7{273}7{1}7{2}7{3}7®}

Notation 1.2.4: Seien My, M,, M3 Mengen.

(vi

(1) My D My = My C M.
(i) v ¢ M & —(x € M).

(iii) My C My = My C My A My # M. Wir sagen, M sei echt enthalten in
M.

14



2. Konstruktion in der Mengentheorie

(iv) Falls M; C M,, dann heifit die Differenzmenge M, \ M; auch das Kom-
plement von M; in My und wird auch notiert als Mf oder Cyy, (My).

Bemerkung 1.2.5: Seien M, M;, M; Mengen. Dann gelten:

(i) M C M.

(ii) Es gilt M7 = M5 genau dann, wenn M; C My und My C M.
Beweis: (i) Wir miissen zeigen, dass gilt: Fir alle x € M gilt: € M. Das
ist offensichtlich wahr.

(ii) Die Richtigkeit dieser Aussage folgt aus dem Extensionalitdtsprinzip. O

Proposition 1.2.6: Es seien My, My, M3 Mengen. Dann gelten:

(1) (M;U M) U Ms = M, U(MyUMs), (My N M) N My = M, N (M, Ms).
(11) MlmMQZMgli, M1UM2:M2UM1.

(My U My) N (M U Ms).

Beweis: Wir wollen das Extensionalitédtsprinzip verwenden, um die Aussagen
zu zeigen. Exemplarisch fiir (i): Sei @ € (M; N My) N Ms. Per Definition gelten
die folgenden Aquivalenzen:

xe (MiNMy)NMs<axe (M NM)ANz e M
& (reM Nz e M)Az e M
SrxeM NreMyNx e M (Abschnitt 1 )
S x € My A (x € Myn Ms)
& x e MyN(MyN Ms).

Die anderen Aussagen lassen sich auf die gleiche Weise zeigen, man sagt
yanalog*. O

Proposition 1.2.7: Seien M, My, Ms Mengen mit My C M und My C M.
Dann gilt:

(i) M\ (M \ M) = Cu(Cu(M)) = (M7)® = M,
(i) M\ M = 2,
(iii) M\ &= M,

15



Kapitel I. Grundlagen

(IV) (Ml U MQ)C = Mlc N Mé:,
(V) (Ml N MQ)C = Mlc U Mg
Beweis: (i) Es gelten die Aquivalenzen
reM\(M\M)szeMnAnz¢g M\ M
sSreMAN-(reMANx ¢ M)
sSreMAN@¢gMVee M) (Abschnitt 1 3))
SxeMNzg M)V (xeMAxe M)
SczeMANx e M
S e M (daMlgM)
Wir haben also gezeigt: M \ (M \ M) = M.
(il) Wir haben

reM\MeszeMNz ¢ M.

Dies ist immer falsch, somit ist M \ M = &.

(iii) Unter Verwendung von (ii) kénnen wir schreiben M\ @ = M \ (M \ M),
mit (i) konnen wir jetzt ablesen, dass M\ (M \ M) =M = M \ @.
Aussagen (iv) und (v) sind Ubungsaufgaben auf dem ersten Ubungsblatt.[]

Proposition 1.2.8: Es seien My, My, M3 drei Mengen. Dann gilt:

(i) My € My U M,

(il) My N My C My,

(iii) Ist My C My und My C Ms, dann ist My C Mg,

(iv)
(v) Ming =g,
(vi) Es gilt My C My genau dann, wenn My N My = My,
(vii) Es gilt My C My genau dann, wenn My U My = M.
Beweis: Siehe Beispiel in Abschnitt 3 fiir die Beweisstrategie. Auf dem aktuellen

Ubungsblatt finden sich einige der Aussagen, vom Rest sollten Sie sich als eigene
Ubung iiberzeugen. O

3. Niitzliche Beweisverfahren

In @D, @ und @ seien A, B, M; und My Mengen.
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3. Niutzliche Beweisverfahren

3.1. Nachweis von Teilmengenbeziehungen

Um Teilmengenbeziehungen nachzuweisen, verwenden wir folgende Strategie:
Es gilt A C B genau dann, wenn fiir alle a € A gilt: a € B.

Beispiel: Zeige, dass M N My C M.

Beweis: Sei x € M; N M. Es gilt x € M; N M, genau dann, wenn x € M; und
x € My, insbesondere gilt dann x € M. Also folgt M; N My C M. [

3.2. Gleichheit von Mengen

Um Gleichheit von Mengen nachzuweisen, verwenden wir, dass gilt: A = B
genau dann, wenn A C B und B C A.

Beispiel: Zeige, dass gilt: Wenn M; C M,, dann gilt My N My = M;.

Beweis: Es gelte M, C M.

,,Q“: M1 N M2 Q M1 gllt nach @

,2“ Wenn z € M, dann gilt x € M,, da M; C M,, also z € M; und
x € My, per Definition also x € M; N M. Es gilt also My C My N M.

Aus ,C“ und ,,0“ folgt jetzt My N My = M;. O

3.3. Aquivalenz von Aussagen

Seien A und B Aussagen. Um die Aquivalenz von A und B zu zeigen, wollen wir
verwenden, dass gilt: (A < B) gilt genau dann, wenn (A = B) und (B = A).

Beispiel: Zeige, dass gilt: M; C M; genau dann, wenn M; N My = M.

Beweis: ,=“: Wenn M; C M, dann folgt M; N My = M; aus @).

,<=" Fir My, My gelte M{NMy; = M, und es sei x € M;. Nach Voraussetzung
gilt + € My N M,, also x € M; und z € M. Insbesondere x € Ms, also
M, C M,. O

Insgesamt haben wir [Proposition I.2.§| (i) und [Proposition 1.2.8| (iv) bewiesen.

3.4. Widerspruchsbeweis

Wir wollen verwenden, dass gilt: (A = B) genau dann, wenn (=B = —A).
Beispiele dazu werden Sie in den Prasenziibungen kennen lernen.
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Kapitel I. Grundlagen

3.5. Beweis durch vollstandige Induktion

Seien A(n) eine Aussage, die von n € IN abhéngt, S := {n € IN | A(n) ist wahr}
und sp € S. Falls weiterhin gilt ;Wenn n € S, dann ist n +1 € S, dann ist
A(n) wahr fur alle n > s.

Beispiel: Fiir n € N sei T'(n) :=1+ 2+ -+ + n. Zeige: T'(n) = sn(n + 1) fir
alle n € IN.

Beweis: Sei S={neN|T(n)=3in(n+1)}. DaT(l)=1=11-2gilt1€S.
Sei nun weiterhin n ein Element von S, d.h. T'(n) = 5n(n + 1). Wir wollen
zeigen, dass dann auch n+1 € S, d.h. T(n+1) = £(n + 1)(n + 2). Es ist

N[

Tn+1)=1424+---4+n+n+1)=Tn)+(n+1)

n(n+1
2(2)+(n+1) (n€S)
~n(n+1)+2(n+1)
B 2
_ (n+1)(n+2)
= 5 _
Die Aussage gilt also fur alle n > 1 in IN. 0
4. Abbildungen
In diesem Abschnitt seien W, X, Y, Z Mengen.
Notation: Ist M = {ay,...,a,} eine Menge, die aus n Elementen besteht, so

heiit n die Anzahl der Elemente von M und wird mit #M oder | M| bezeichnet.

Definition I.4.1: (i) Eine Abbildung oder Funktion f: X — Y ordnet jedem
x € X genau ein y € Y zu. Wir schreiben dafiir

f: X —Y, r—y = f(z).

X heiflt Definitionsbereich, Y heif3t Wertebereich.
(ii) Abb(X,Y) bezeichnet die Menge aller Abbildungen von X nach Y, d.h.

AbB(X,Y) := {f | f: X — Y Abbildung}.

18



4. Abbildungen

Bemerkung 1.4.2: (i) Man kann dquivalent dazu Abbildungen mengentheo-
retisch definieren: Eine Abbildung f: X — Y ist gegeben durch eine Teilmenge
'y von X x Y mit folgender Eigenschaft: Vo € X3ly € YV : (z,y) € I'y.
Wir schreiben x — f(z) = y genau dann, wenn (z,y) € I'y. I'y heifit auch
(mengentheoretischer) Graph von f.

(ii) Zwei Abbildungen f: X — Y und g: X — Y sind gleich genau dann,
wenn fiir alle z € X gilt, dass f(z) = g(z).

(ili) Abb(@,Y) enthélt genau ein Element, dessen Graph I'y = @ ist. @ wird
hier als Teilmenge von @ X Y = & aufgefasst.

Beispiel 1.4.3: (i) Fir X; :={—1,0,1} und Y; := {0, 1} betrachte die beiden
Abbildungen

fi: X1 — Y, T — 2 — 1, g1: X1 — Y, xz+—0.

Dann gilt f; = ¢;.

(ii) Fir Xo := R und Y; := REOEI ist fo: Xy — Ys,  — 22 ein Beispiel fiir
eine Abbildung.

(iii) Fir X3 = Rsp und Y3 := R ist f3: X35 — Y5,  +— /x eine Abbildung.

(iv) Betrachte die beiden Mengen X, := {s | s ist Student in diesem Hoérsaal},
Y, := {t | t ist Datum eines Tages im Jahr}.

fa: Xy — Yy, s — (Geburtsdatum von s)
ist eine Abbildung zwischen X, und Yj.
Definition I.4.4: Fiir eine beliebige Menge M heifit die Abbildung
idy: M — M, T
die Identitdt auf M.

Definition I.4.5 (Urbild und Bild): Sei f: X — Y eine Abbildung.

(i) Fir B CY heifit f~Y(B) :={x € X | f(x) € B} das Urbild von B unter
f.
(ii) Fir A C X heifit f(A) :={f(z) | x € A} das Bild von A unter f.

Beispiel 1.4.6: Fir die Abbildungen aus [Beispiel 1.4.3| gilt

'Esist R :={zr € R |z >0}

19



Kapitel I. Grundlagen

(1) Es sind ffl({o}) - {_1707 1}7 ffl({l}) = J, ffl({07 1}) - {_17071}7
fil(@) =@ und fi({1}) = {0} = A1({0}) = A({-1}).
i) L'y eR|y>1})={r€R |z < —1oder z > 1}.

(iii) f3(R>0) = Rxo.

Definition I.4.7 (Verkettung und Einschrankung): Es sei A C X eine Teil-
menge.

(i) Fir Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z definieren wir die Abbildung

(gof): X — Z, x+— (go f)(z) = g(f(x)).

g o f heifit Verkettung, oder auch Komposition von f und g.

(ii) Ist f: X — Y eine Abbildung, dann definieren wir die Abbildung
fla: A =Y gegeben durch z +— f(x). Diese heiit Einschrinkung von f
auf A.

Bemerkung 1.4.8: (i) Verkettung ist assoziativ, das heifit fiir Abbildungen
fW—=X ¢g:X—=>Yund h: Y — 7 gilt:

ho(gof)=(hog)of.

(ii) Die Identitat ,tut® beim Verketten nichts, d.h. fir eine Abbildung
f: X =Ygt idyof = f = foidy.

Beweis: Wir wollen die Gleichheit der beiden Abbildungen zeigen, indem wir
nachweisen, dass beide Abbildungen dieselbe Wirkung auf allen Elementen des
Definitionsbereichs haben.

(i) Fir jedes w € W gilt:

(ho(gof))(w)=h((go f)(w)) =hg(f(w)))
= (hog)(f(w)) = ((hog)o [)(w),

also ho(go f)=(hog)o f.
(ii) Fur alle z € X gilt:

(idy of)(z) = idy (f(x)) = f(x),
also idy of = f. Analog erhélt man, dass f = f oidy. U
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4. Abbildungen

Beispiel 1.4.9: Die Verkniipfung der beiden Abbildungen f5, f3 aus|Beispiel [.4.3
ist (fso fo) = Va2 = |z].

Definition 1.4.10 (Injektiv, Surjektiv, Bijektiv): Eine Abbildung f: X — Y
heif3t

(i) injektiv, wenn gilt: Fir alle z1,29 € X mit f(x;) = f(x2) ist schon
r1 = x3. Das ist genau dann der Fall, wenn gilt: Fiir alle y € Y ist
#1({yh < L.

(i) surjektiv, wenn gilt: Fiir alle y € Y gibt es x € X, sodass f(x) = y. Das
ist genau dann der Fall, wenn gilt: Fiir alle y € Y ist #f'({y}) > 1.

(iii) bijektiv, wenn gilt: Fiir alle y € Y gibt es genau ein z € X, sodass
f(z) = y. Das ist genau dann der Fall, wenn gilt: Fiir alle y € Y ist
#{yh) =1

f ist bijektiv genau dann, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Definition 1.4.11 (Umkehrabbildung): Ist f: X — Y eine Abbildung, so heif}t
g: Y — X Umkehrabbildung von f, falls gelten:

(i) Fir alle z € X gilt g(f(z)) =z, d.h. go f =idx,
(ii) Fur alley € Y gilt f(g(y)) =y, d.h. fog=idy.
Proposition 1.4.12: Sei f: X — Y eine Abbildung.

(i) f hat eine Umkehrabbildung genau dann, wenn f bijektiv ist.

(ii) Falls f eine Umkehrabbildung hat, so ist diese eindeutig durch f bestimmit
und ebenfalls bijektiv. Wir notieren die Umkehrabbildung dann mit f=1.

(iii) Sind f: X =Y, g: Y — Z bijektive Abbildungen, dann ist auch go f
bijektiv und es gilt (go f)™t = f~tog™t.

Beweis: (i) Siehe Ubungsblatt 2.

(ii) Wir wollen die Aussage in mehreren Schritten zeigen.

Findeutigkeit der Umkehrabbildung: Seien ¢g1: Y — X und ¢go: Y — X zwei
Umkehrabbildungen von f, d.h. gyo f =idx = g20 f und fog; =idy = fogs.
Dann gilt fir alle y € Y:

91(y) = 91((f 0 92)(y) = 91(f(92(v)) = g2(y),

d. h. g1 = ga.
Bijektivitdt der Umkehrabbildung: Sei g die Umkehrabbildung von f, d.h. es

gelten go f =idx und f o g =idy. f ist also die Umkehrabbildung von g und
nach (i) ist g bijektiv.

21



Kapitel I. Grundlagen

(iii) Sind f: X — Y und ¢g: Y — Z bijektive Abbildungen und f~': Y — X
und g7': Z — Y die nach (i) existierenden, bijektiven Umkehrabbildungen, die
nach (ii) sogar eindeutig sind. Dann gilt:

(gof)o(fflogfl):gofofflogflzgoidyogfl:gogfl:idz,

genauso (flog ) o(go f)=idy, d.h. f~to g ! ist eine Umkehrabbildung
von g o f. Aussage (i) garantiert die Bijektivitat von g o f und (ii) gibt, dass
(gof)™t=fltog™ O

Notation 1.4.13: Hat f: X — Y die Umkehrabbildung f~': Y — X, dann
sagt man auch, f und f~! sind invers zueinander und f~! heiit auch inverse
Abbildung zu f.

Bemerkung 1.4.14: Sei f: X — Y eine Abbildung und b € Y.

(i) f71({b}) ist das Urbild von {b}.

(i) Ist f bijektiv, dann ist f~'(b) das Bild von b unter der Umkehrabbildung
/71 In diesem Fall gilt aber f~'({b}) = {f~1(b)}.

Beispiel 1.4.15: Sei k € IN. Die k-te kartesische Potenz X* = X x --- x X kann
auf folgende Weise mit Abb({1,...,k}, X) identifiziert werden:
(D Definiere die Abbildung

F: X% — Abb({1,...,k}, X), (ar,...,ax) — (f: {1,....k} = X,i+> a;).
@) Definiere die Abbildung

G: Abb({l,.. .k}, X) — X" =X x---x X, f—(f(1),..., f(k)).

G ist die Umkehrabbildung zu F', nach |Proposition [.4.12] sind damit F’ und
G bijektiv.

Definition 1.4.16: Definiere wegen [Beispiel 1.4.15} X° := Abb(@, X). Also
besteht nach [Bemerkung 1.4.2) X% aus einem Punkt.

Definition 1.4.17: Perm(X) := {f: X — X | f ist bijektiv}.

Falls X = {ay,...,a,} eine Menge mit n Elementen ist, dann hat Perm(X)
die Machtigkeit n!.
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5. Relationen

Sei M in diesem Abschnitt stets eine Menge.

Definition I.5.1 (Relation): Eine (zweistellige) Relation auf M ist eine Teil-
menge R C M x M = M?. Statt (z,y) € R schreibt man auch xRy oder

T ~RY.
Beispiel 1.5.2: (i) Ry := {(z,y) € M x M | x = y} heiit die Gleichheitsre-
lation auf M. Es gilt also xRy genau dann, wenn = = y.

(ii) Beispiele fiir Relationen auf M = R:

Ry ={(z,y) e RxR |z <y}, Ry:={(x,y) e RxR|z<y},
Ry ={(z,y) e RxR|z >y}, Rs:={(xr,y) eRxR|xz>y},
Re :={(z,y) e Rx R |z #y}.
Definition I.5.3 (Eigenschaften von Relationen): Es sei R C M x M eine Re-
lation. Dann heifit R
(i) reflexiv, falls fir alle x € M gilt: xRz,
(ii) symmetrisch, falls fur alle x,y € M gilt: Wenn xRy, dann yRx,

(iii) antisymmetrisch, falls fir alle z,y € M gilt: Wenn xRy und yRz, dann
T =Y,

(iv) transitiv, falls fur alle x,y, z € M gilt: Wenn 2Ry und yRz, dann zRz.

Beispiel 1.5.4: Fiir die Relationen in |Beispiel [.5.2] gilt:

Rl (n:“) R2 (77§“) R3 (7><“) RG (777&“)
reflexiv v — —
symmetrisch v — — v
antisymmetrisch v v v -
transitiv v v v -

Definition 1.5.5 (Aquivalenz— und Ordnungsrelation): Eine Relation R auf M
heiflt

(i) Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist,

(ii) (partielle) Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transi-
tiv ist.
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Beispiel 1.5.6: In [Beispiel 1.5.2ist R; Aquivalenzrelation und Ry, R, sind Ord-

nungsrelationen.

Beispiel 1.5.7 (Kongruenzrelation): Seien M := Z und n € IN gegeben. Defi-
niere die Relation

R:={(a,b) € Z x Z | a — b ist durch n teilbar}.

Wir schreiben fiir aRb auch a = b (mod n) oder auch a =, b. Zum Beispiel
sind 2 =5 12, 2 =3 5 oder 2 =, —2.

Bemerkung 1.5.8: ,=,,“ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: (D Reflexivitit: Fir alle a € Z gilt n | a —a =0, also a =, a.

@ Symmetrie: Seien a,b € 7, dann gilt a =, b genau dann, wenn n | a — b.
Wegen a — b = —(b — a) gilt in diesem Fall auch b =, a.

@ Transitivitdt: Seien a, b, c € 7, dann gilt: Wenn a =, b und b =, ¢, dann
gibt es k,l € Z, sodassa—b=Fk-nund b —c=1-n, also

a—c=(a-b+0b—c)=k-n+l-n=(k+1n,

und damit a =, c. O

Bemerkung 1.5.9: Fiir n € N erhilt man eine Zerlegung von Z in n Mengen
My ={a€Z|a=,1}, My:={acZ|a=,2},..., My={a€Z|a=,0}.
Dies sind genau die Restklassen modulo n.

Beispiel 1.5.10: Fiir n = 2 sind die beiden Mengen M; und M, aus |Bemer
die Menge der ungeraden bzw. der geraden Zahlen.

Definition I.5.11: Sei ,~*“ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann heift fiir ein
Element x von M die Teilmenge

[l ={yeM|z~y} C M
die Aquivalenzklasse von x beziiglich ,,~*.
Beispiel 1.5.12: Seien ,,~“ = ,=,“, M =7, x = 1. Dann ist

M. ={yeZ|l=,y}={1+kn|keZ)
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Satz 1 (Zerlegung in Aquivalenzklassen): Sei ,~ “ cine Aquivalenzrelation auf
M. Dann gilt:
(i) Alle Aquivalenzklassen sind nicht leer, d. h. fir alle v € M gilt [x] # @,

(ii) M ist die Vereinigung aller Aquivalenzklassen, d. h. jedes Element x € M
ist in einer Aquivalenzklasse enthalten,

(iii) Je zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt, d. h. fir alle z,y €
M gilt: [z] = [y]~ oder [z]. N [y|. = @.
Beweis: (i) Furallex € M gilt x ~ z, da ,~" reflexiv ist. Damit ist = € [z]~,
also [z]. # @.
(ii) Dies folgt wiederum aus x € [z]..

(iii) Seien z,y € M mit [z]. N [y]~ # @ und sei z € [z]. = [y]~, d. h. 2 ~ 2
und y ~ z. Wegen der Symmetrie von ,~“ ist x ~ 2z und z ~ y. Wegen
der Transitivitiat von ,~“ ist deshalb z ~ y, also y € [z].; analog zeigt man
x € [y]~, also folgt [z]. = [y]~. O

Definition 1.5.13: (i) Fiir eine Aquivalenzrelation ,~* auf M bezeichnen wir
mit M. := {[z]. | * € M} die Menge der Aquivalenzklassen von M
beziiglich ,,~

(ii) Die Abbildung 7: M — M., x — [x]. heiBt kanonische Projektion

Definition I.5.14: Sei [ eine Menge. Fiir jedes ¢ € I sei eine Menge M; gegeben.
Dann definieren wir:

AM;={z|Viel:zeM}, |JM:={z|3Iiel:xze M}

iel el
Definition I.5.15: Eine Teilmenge P C B(M) heiBBt Partition, falls gelten:
(i) & ¢ P,

(i) Usep = M,
(iii) Fir alle A, B € P gilt: Ist A # B, dann ist AN B = &.

Bei (i) ist I ={A| A€ P} und Upep A := Ujer i

Korollar 1.5.16 (aus [Satz 1): Ist M eine Menge und ,~* eine Aquivalenzrela-
tion auf M, M. die Menge der Aquivalenzklassen, dann ist M. eine Partition.

Bemerkung: Eine Umkehrung dieser Aussage zeigen Sie auf Ubungsblatt 3.
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6. Nachtrag und Ausblick

Fiir eine formale Einfiihrung zur Mengenlehre sieche zum Beispiel die Lehrbiicher
von Deiser und Ebbinghaus.

Die Mengentheorie baut auf Axiomen auf, d. h. es werden Regeln definiert,
die fiir Mengen gelten sollen. Es gibt unterschiedliche Axiomensysteme, wir ver-
wenden das ZFC-AxiomensystemP} Zu den ZFC-Axiomen gehoren zum Beispiel
das Fxtensionalitits-Axiom, das Aussonderungsazxiom, das Leermengenaziom,
das die Existenz der leeren Menge sichert, und das Auswahlaziom. Uberraschen-
der Weise folgt das Auswahlaxiom nicht aus den restlichen Axiomen. Es ist
spannend, sich klar zu machen, fiir welche Aussagen man das Auswahlaxiom
braucht.

Nette Literatur in diesem Kontext ist ,Logicomix: eine epische Suche nach
Wahrheit“.

2Das ,,Z“ steht fiir den deutschen Mathematiker Ernst Zermelo (1871-1953), ,F“ steht fiir
den deutsch-israelischen Mathematiker Adolf Abraham Haleri Fraenkel (1891-1965) und
,C“ steht fiir choice — das Auswahlaxiom.
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Kapitel 11.

Vektorraume und lineare
Gleichungssysteme

Aus typographischen Griinden verwenden wir im Mitschrieb die Schreibweise

X1

(z1,...,2,)" =

Tn

fiir Spaltenvektoren (meistens im Fliefitext). Diese Schreibweise ist sinnvoll,
was sich spater herausstellen wird. Ab jetzt wollen wir schreiben

R" := {(z1,...,2,)" | 21,..., 2, € R"}.

1. Motivation

Beispiel I1.1.1: Betrachte das folgende lineare Gleichungssystem
211 + 629 + 43 = 8,
Ty — 213 = 6,
x1 + 4y = 10. (I1.1)

Gesucht ist die Losungsmenge I := {z = (x1, 72, 23)" € R? | x erfiillt [GL (TL1)]}.
Wichtige Fragen sind:

(1) Hat|GL (IL.1) eine Losung?
(2) Wenn |Gl. (II.1)| eine Losung hat, wie viele gibt es? 1,2,3? Unendlich

viele?

(3) Wenn es unendlich viele Losungen gibt, wie konnen diese angegeben
werden? Welche Struktur hat I.7? Wie ,, gro8* ist L7
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(4) Gibt es ein allgemeines Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
zur Bestimmung von L7

Idee I1.1.2: (1) Matriz-Schreibweise: Das lineare Gleichungssystem
ist durch folgende Daten bestimmt:

2 6 4 8
A=lo1 2|, b=| 6 |,
14 0 10

wir schreiben auch als erweiterte (Koeffizienten-)Matrix (A | b).

(2) Reduktion auf homogenes lineares Gleichungssystem: Ist o' = (a), x, x5)"*
eine Losung von [GL. (I1.1)| dann gilt fir jede weitere Losung = = (21, x9, x3)
von |GL. (T1.1)

2(2) —x1)+6(ry—xo) +4(2—x3) = 20| +6x5+4wy— (221 +629+413) = 8—8 =0,
analog fiir die anderen beiden Gleichungen in |Gl. (II.1)| also folgt fiir den
Vektor y := (z1 — 2}, xg — o, 23 — 2%)", dass y eine Losung von
2x1 + 629 + 423 =0,
Ty — 21’3 = 0,

ist. Es gilt also fur jede Losung x von x = 2/ +y, wobei y eine Losung

von ist. Wir bezeichnen als das homogene Gleichungssystem
zu |Gl (IL.1)| Es ist also sinnvoll, zunichst die Losungsmenge von homogenen

linearen Gleichungssystemen zu studieren.

(3) Struktur der Lisungsmenge von homogenen linearen Gleichungssystemen:

Betrachte zwei Losungen x = (x1, xq, x3)" und y = (y1,y2,y3)" von |Gl (I1.2)]
Dann gilt fiir ihre Summe v = (vy, v9,v3)" = (21 + Y1, T2 + Y2, 3 + y3)" und fiir
jedes Vielfache w = (wy, wa, w3)" = (Az1, Ax2, Ax3)’ mit A € R:

2u1 + 6vy + 4vs = 2(11 + Y1) + 6(22 + y2) + 4(23 + Y3)
:2x1+6x2+4x3+2y1+6y2+4y3 =04+0=0

und
2101 + 6?1)2 + 4w3 = 2()\ZE1) + 6(/\1]2) + 4()\1’3) = )\(21’1 + 6132 + 41’3) =)0 = 0;

analog fir die anderen beiden Gleichungen aus |Gl. (I1.2)] also sind v und w
ebenfalls Losungen von |Gl. (I1.2)| Es gilt also fir die Losungemenge 1L, von

GL (IL.2)}

v,y €y =x+y € Ly, AeR,zel, = A r el
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2. Vektorraume

In diesem Abschnitt wollen wir den R™ verallgemeinern zu beliebigen Vektor-
raumen. Die Struktur des R"™ wird bestimmt durch die Vektoraddition, die
Skalarmultiplikation und den Rechenregeln, die fiir diese gelten.

Erinnerung II1.2.1: Seien x = (z1,...,2,) vy = (y1,-..,y,)" € R" und X € R.
Dann sind

T4y = (21 + Y, Tn + Yn), A= (A, .. Aa)t
Rechenregeln im R” sind zum Beispiel: Fiir alle z,y € R™ gelten:

(i) z+y=y+uz, (Kommutativitét von ,,+*)
i) (z+y)+z=x+(y+2). (Assoziativitit von ,+)

Definition I1.2.2 (R-Vektorraum): Ein R-Vektorraum ist eine Menge V' zu-
sammen mit einem ausgezeichneten Element 0 = 0y und zwei Abbildungen
(genannt Verknipfungen)

+:VxV—V, (v, w) — +(v,w) = v+ w,

S RxV —V, (A v) — (A w) =1 X 0.

die folgende Regeln (,,Vektorraumaxiome®) erfiillt: Fiir die Vektoraddition gilt

VA,
VA,
VA;
VA,

Fir alle z,y,z € Vist (r+y)+z=x+ (y+2), (,Assoziativgesetz")
Fir alle x,y e Vist x + y =y + z, (,Kommutativgesetz*)
0 ist ein Nullvektor, d.h. fir allex € Vist t+0=2 =0+ z,

(VA1)
(VA2)
(VAs)
(VA,) Fiir alle x € V gibt es genau ein y € V., sodass t +y =0 =y + x.

Fiir das eindeutige Element y schreibt man auch —z und nennt es

Inverses von x.
Zusatzlich gilt fir die Skalarmultiplikation:

(SM;) Fur alle z € V ist 1o = «, (,Einsgesetz*)
(SM2) Fiir alle A;, Ao € R und z € V ist (A + Ay)z = Mz + Aoz,

(SM3) Fir alle A € R, z,y € V ist ANz + y) = Az + Ay,

(SMy) Fiir alle A, Ao € R, z € Vist Aj(Aaz) = (A1 o).

Wir schreiben den R-Vektorraum V' auch als 4-Tupel (V. +, -, 0y).
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Beispiel I1.2.3: (i) R”™ mit 0 = (0,...,0)" und skalare Multiplikation wie in
[Erinnerung I1.2.1}ist ein R-Vektorraum.

(i) Ist M eine Menge, so ist V := RM := Abb(M, R) ein R-Vektorraum mit
den Verkniipfungen

—|—ZVXV—>‘/, (fl,fQ)Hfl—i_fQ::g
wobei gilt: Fur alle m € M ist g(m) = fi(m) + fa(m); und
S RxV —V, N f)—h

wobei gilt: Fiir alle m € M ist h(m) = Af(m); und 0y = f, wobei gilt: Fiir alle
m € M ist f(m) = 0.

Bemerkung: Fir M = {1,...,n} liefert (ii) in [Beispiel I1.2.3| genau den R"
aus (i).

(iii) Ist M eine Menge und W ein R-Vektorraum, so ist V' := Abb(M, W)
mit 0 := f: M — W, m — Oy und den Verkniipfungen wie in (ii) ein
R-Vektorraum.

Beweis: Die Vektorraumaxiome aus |Definition 11.2.2] gelten jeweils, weil die
entsprechende Regel in R bzw. fur (iii) in W gilt.

Wir zeigen exemplarisch das Nullgesetz fur (iii), d. h. fir alle f € Abb(M, W)
soll f+0 = f =0+ f. Diese Gleichheit von Abbildungen zeigt man wie in
I[Bemerkung [.4.2| Es gilt

(f +0)(m) = f(m) +0(m) = f(m) + Ov = f(m),

d.h. f 4+ 0y = f. Analog erhélt man 0+ f = f, also ist die Regel (VA3) erfiillt.
Die restlichen Beweis gehen auf die gleiche Weise und bleiben als Ubung
iberlassen. O

Proposition I1.2.4: Ist (V,+,-,0y) ein R-Vektorraum, dann gilt:
(i) Fir allev,w €V gibt es genau ein x € V, sodass v+x = w. Insbesondere
gilt: 0 ist der einzige Nullvektor in V.
(i) Fir alle A€ R und v €V gilt A0 =0 = Ov.

(iii) Fir alle A\ € R und v € V gilt \(—v) = (=\)v. Insbesondere gilt:
—v = (—1)v.

(iv) Fir alle X € R und v,w € V gilt A\(v —w) = Av — \w,
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(v) Fir alle Ay, \y € R, v € V gilt (A — A2)v = Ao — Agv.
Beweis: Als Ubungsaufgabe. O

Sei ab jetzt in diesem Abschnitt (V) +, -, 0y ) stets ein R-Vektorraum.

Definition I1.2.5 (Untervektorraum): Eine Teilmenge U von V heiit Unter-
vektorraum von V| wenn gelten:

(1) 0y e U,
(ii) Fur alle z,y e U gilt z +y € U,
(iii) Fir alle A € Rund z € U gilt Az € U.

Proposition I1.2.6: st U ein Untervektorraum von (V,+,-,0y), dann gilt ins-
besondere: U ist mit den gleichen Verknipfungen wie V und mit Oy ein R-
Vektorraum.

Beweis: Die Axiome VA, VAy, VA3, SM;, SMy, SA3 und SA4 gelten in U, da
sie fiir alle Vektoren in V' gelten. Zu VA4: Fiir alle x € U gibt es genau ein
yeUmite+y=0=y+x DaV ein R-Vektorraum ist, gibt es in V ein
eindeutiges Element —x, das das Gewiinschte leistet. Nach [Proposition I1.2.4]
ist —z = (—1)x, d.h. —x € U. Somit gilt auch VA,. O

Proposition I1.2.7: Sei I eine Menge, [ # &. Fir jedes i € I sei ein Unter-
vektorraum U; von V' gegeben. Dann ist

el
ebenfalls ein Untervektorraum von V.
Beweis: (i) Fiir alle ¢ € I ist U; ein Untervektorraum von V, d. h. fir alle
1 € I gilt Oy € U;; also Oy € N;er Ui

(ii) Seien x,y € W = N Us, d. h. fiir alle ¢ € I gilt z,y € U;. Da die U;
Untervektorraume sind, gilt fir alle ¢ € I, dass x +y € U;, also v +y € W.

(iii) Zeige analog zu (ii), dass fiir alle A € R und alle z € W = N;¢; U; gilt,
dass Az € W. O

Proposition I1.2.8 (Summe von Vektorrdumen): Seien Uy, Uy Untervektor-
raume von V' und

Uy +Uy:={z+y|zelU,yec U}

Dann ist Uy + Uy C V' ein Untervektorraum.
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Beweis: (i) Esist Oy = 0y + 0y € U; + Us,

(ii) Seien u,w € U;+Usy. Wegen der Definition von Uy + U, gibt es 1, 29 € U;
und yq,y2 € Uy, sodass u = x1 + y; und w = x9 + yo. Jetzt ist

utw=(r1+y1)+ (2 +1y2) = (1 + 22) + (11 + v2),

und da Uy, Us Untervektorraume von V' sind, gelten x1 + x5 € Uy, y1 + y2 € Us,
also u +w € Uy + Us.

(iii) Analog zu (ii). O
Definition I1.2.9 (Summe von Untervektorrdumen): Seien n € IN eine natitr-
liche Zahl und Uy, ..., U, Untervektorraume von V. Dann heift

Uy+---4+U, := {$1+"‘+In|$1 S Ul,...,l’n EUn}

die Summe von Uy, ..., U,.

Aus[Proposition I1.2.§|folgt, dass Uy +- - - +U,, wiederum ein Untervektorraum
von V ist.

3. Matrizen

Notation: Seien a,b € Z mit a < b. Dann schreiben wir

b

Y f(i) = fla)+ fla+1)+-+ f(D).

Fiir a > b setzen wir 3.°__ f(i) := 0. Ferner schreiben wir
b
[I/G) = fla)- fla+1)---f(D)

und fiir a > b setzen wir [12_, f(i) := 1.

In diesem Abschnitt seien p, g, m,n € IN.

Beispiel: Die folgenden , Dinge“ sind Matrizen:

1 2
1 2 3 2%3 O _3775 2%X2 3Ix2
<456>€]R , (1701 2779>€]R : 73402 € R¥2.
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Definition I1.3.1 (Matrix):

(i) Eine reelle p x g-Matriz ist eine Abbildung
A:{1,2,...,p} x{1,2,...,q} — R.

Dabei heifit p die Anzahl der Zeilen und q die Anzahl der Spalten von A
und man schreibt a; ; := A((4, j)) und notiert die Matrix suggestiv als

11 AdAir2 -+ Qigq

G271 A22 -+ Q24
A=

ap1 Qp2 -+ Qpg

A heilt quadratisch, wenn p = q ist.
(ii) Die Menge

RP*1:= {A | A ist reelle p x ¢-Matrix} = Abb({1,...,p}x{1,...,¢},R)

heifit die Menge der reellen p x g-Matrizen. Alternative Notationen sind
Mat(p x ¢, R), Mat(p, q)

(iii) Wir schreiben R? := RP*!.

Bemerkung I1.3.2: In |Definition [I.3.1] kann auch p = 0 oder ¢ = 0 zugelassen
werden, wir bleiben aber meist bei p,q € IN.

Beispiel I11.3.3: (i) Sei A die Matrix in RP*? mit a,; ; = A((7,7)) = 0. Diese
Matrix heifit Nullmatriz und wird mit 0 = 0,4, notiert.

(ii) Sei A die quadratische Matrix im RP*P mit

o 1, 1=y,
aij = A((i, 7)) == dij = {

0, sonst.

d;,; heiBft das Kronecker-Symbol. A heiBt Eins-Matriz oder auch Einheitsmatriz
und wird auch mit I, oder E, oder 1, notiert. (,,/“ kommt von Identity).

Definition I1.3.4: Fir A, B € RP*? und A € R definieren wir

(i) A+ B:=Cmit C((4,5)) = A((4,5)) + B((i, 7)),
(i) M == D mit D((4,5)) = A\A((i, j)).
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Um die Lesbarkeit zu verbessern schreiben wir im Folgenden A(3, j) := A((4, 5)).

Bemerkung I1.3.5: Die Verkniipfungen auf R?*? aus |Definition I1.3.4] sind die

gleichen wie in|Beispiel 11.2.3] Insbesondere wird damit R?*? zum R-Vektorraum.
Der 0-Vektor in diesem Vektorraum ist die Nullmatrix.

Definition I1.3.6 (Matrizenmultiplikation): Seien A € RP*? und B € R¥™.
Wir definieren die Matrix A - B € RP*™ als die Matrix C' mit den Eintragen

Beispiel 11.3.7: Es ist
10
12 3\ 10 |2 1-2+6 0+0+3 Y\ 5 3
-3 -2 -1 5 1 -\ -3+2—-2 0+0—-1) \ =3 —-1)°

Definition I1.3.8: Fiir A € R™*" heifit die Matrix B € R™*™, definiert durch
B(i,j) = A(y,4) fur alle (4, j) € {1,...,n}x{1,...,m} die transponierte Matrix
oder die Transponierte zu A. Wir schreiben fiir B auch A!. Gebrauchlich ist
auch AT,

Beispiel 11.3.9:

1 4
A:(i g 2) A=|2 5],
3 6
Proposition I1.3.10: Es gelten (erginzend zu denen aus|Bemerkung I1.3.5)) fol-

gende Rechenregeln fiir Matrizen (deren Zeilen— und Spaltenzahlen so beschaffen
sind, dass die nachfolgenden Ausdriicke wohldefiniert sind)

(i) A-(B-C)=(A-B)-C, (Assoziativitdt von -)
(i) A-(B+C)=A-B+A-C, (Distributivititsgesetz 1)
(ii) (A+B)-C=A-C+B-C, (Distributivititsgesetz 11)
(iv) Firallere Rist A-(r-B)=(r-A)-B=r-(AB),

(v) (A+B)=A"+B" (A-B)' = B'- A" und (A")! = A.
(vi) Fir die Finheitsmatriz I, € RP*? gilt I,,- A=A und B -1, =B

Achtung: Beim Produkt wird durch Transponieren die Reihenfolge vertauscht.
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Beispiel 11.3.11: Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ; auch nicht fiir
quadratische Matrizen! Fir A= (1 1),B=(1}) € R**? sind

3 1 0 3
e (30) mae(02).

Beweis (von [Proposition II1.3.10): Wir zeigen exemplarisch (i). Dazu seien
AeRP B e R C e R™™und (a,b) € {1,...,p} x{1,...,n}. Dann ist

M=

(A-(B-0))(a,b) = Aa,x) - (B-C)(z,b)

8
Il
—_

m

Il
M@

Al 2)- (3 B)Cw.b)

8
Il
—_

y=1

A(a, z)B(z,y)C(y,b)

I
Me
NE

8
Il
—_

i
—_

-
M=

(A(a,2)B(x,9))C(y, )

<
Il
—
8
Il
—

(A~ B)(a,y)C(y,b) = ((A- B) - C)(a,b),

-

<
Il
—_

dh. A-(B-C)=(A-B)-C. 0

4. Invertierbare Matrizen

In diesem Abschnitt seien p, ¢, n, m stets natiirliche Zahlen.
Definition I1.4.1 (Invertierbare Matrizen):

(i) Eine quadratische Matrix A € R™*" heiit invertierbar oder reguldr, falls
es Be R"" gibt mit A-B=1,=B-A.

(ii) Wir schreiben fiir die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen
GL,(R) :={A € R"™" | A ist invertierbar}.
,G1¢ steht fir General linear group.

Definition I1.4.2: Sei A € R™*" eine regulére Matrix. Die Matrix B aus
finition I1.4.1] ist eindeutig, d.h. es gibt genau eine Matrix B € R™*" mit

A-B=1,=B-A. Wir nennen B die inverse Matriz oder die Inverse von A
und schreiben dafiir auch A7,
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Beweis: Seien B,B' ¢ R"*" mit A-B=B-A=1,=A-B' =B -A. Dann
folgt
B=B-1,=B-A-B=1,-B=P. O

Beispiel 11.4.3: Seien o, 3,a4,...,a, und by,...,b, € R.

(i) Ist A= (§¢), dann ist B = (§ 1) die Inverse von A:

o= ()G )= )= ) (o) =e

A ist also invertierbar mit Inverser B = A~!. Wie wirkt die Multiplikation mit
A auf Matrizen?

1 « e ax eeoar ) a, +aby ay+aby -+ a,+ ab,
0 1 by by --- b, | by ba b, ’

d. h. Multiplikation mit A von links bewirkt Addition des a-fachen der zweiten
Zeile zur ersten Zeile.

a; by a1 aay + by
a9 b2 1 a o Q2 + b2
a, by, a, oa,+ b,

d. h. Multiplikation mit A von rechts bewirkt Addition des a-fachen der ersten
Spalte zur zweiten Spalte.

(ii) Ist V=(93),dannist V-V = (94)-(93) = (§?9), d. h. V ist invertierbar
mit V1 = V. Wir wirkt die Multiplikation mit V auf Matrizen?

01 ) a; ag -+ aq . b1 bg bn
1 0 b1 b2 bn - a as -+ ap ’

d.h. Multiplikation von links mit V' bewirkt Vertauschung von erster und
zweiter Zeile.

a; by by a
az by 0 1 by as
o '(1 0 ) N
a/TL bn bn an

d. h. Multiplikation von rechts mit V' bewirkt Vertauschung der ersten und der
zweiten Spalte.
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4. Invertierbare Matrizen

(iii) Falls 5 € R und o # 0 # S, setzeD::(’é‘g). Dann istE:(O‘f1 %)

0o B!
die Inverse von D, d.h. D ist invertierbar mit Inverser F.

Definition I1.4.4 (Elementarmatrizen): Seien 4,7 € IN mit 1 < i < m und
1 < j < n. Wir definieren die Matrix £; ; wie folgt:

1, falls k=17 und!l =y,

E. ;- {1,....m} x{1,....,n} — R, (k,l)»—>{
0, sonst.

Die Matrix £ ; enthalt also genau eine 1 und sonst nur Nullen. Die 1 steht an
der Stelle (4, j). Die Matrizen E;; heiflen Elementarmatrizen.

Achtung: Die Elementarmatrizen sind nicht invertierbar.

Beispiel 11.4.5: Die Matrizen

FEio=

o OO
o O =
o O O

0
0 c R3><4
0

sind Elementarmatrizen.
Bemerkung I1.4.6: Fiir eine beliebige Matrix A = (a;;) € R™*™ gilt
A=) > aijEi;.
i=1j=1
Proposition I1.4.7: Sei E; ; € R7™.
(i) Fir By, € R™ ™ gilt
Ei;, falls k =7,

0, sonst.

Ei;-Ep = {

Hierbei ist 0 die Nullmatriz in RI*™.

(i) Fdar M € R™ ™ gilt

Ei,j . M = Z M(], b)Ei,b E qun.

b=1

E; ;- M ist die Matriz, die in der i-ten Zeile die j-te Zeile von M enthilt,
und sonst nur Nullen.
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(iii) Fir M € RP*? gilt

p
M - Ei,j = Z M(a, Z) . EQJ‘ c RpXm.

a=1

M - E;; ist die Matriz, die in der j-ten Spalte die i-te Spalte von M
enthdlt, und sonst nur Nullen.

Beweis: (i) Sei A = E;; - E}; € R”". Fir (a,b) € {1,...,¢} x {1,...,n}
gilt dann:

m

Ala,b) = > E;j(a,z) - Eyy(z,b).

r=1
Dieser Eintrag ist 0, auler wenn ¢ = a, 7 =z = k und [ = b. In diesem Fall ist
der obige Eintrag 1. Also ist A(a,b) = 1 genau dann, wenn (a,b) = (¢,1) und
k = j und sonst 0.

(ii) Es ist
Ei,j -M = Ei,j . (Z Z M((I, b)Ea7b>
a=1b=1
Verwende jetzt, dass E; jEq, = 0 genau dann, wenn j # a und erhalte
Ei,j : M - Z M(], b)Ei,b'
b=1

(iii) Funktioniert vollig analog zu (iii). O

Definition I1.4.8: Seien a,aq,...,a, € Rund 4,5 € {1,...,n} mit i # j. Wir
definieren 3 Typen quadratischer Matrizen in R™*" wie folgt:

(i) Additionsmatrizen:
Azj = In + OéEi’j

Alle Eintrage auf der Diagonalen der Matrix A sind 1, der Eintrag an der
Stelle (i, 7) ist «, alle anderen Eintrage sind Null.

(i) Vertauschungsmatrizen:
Vij =1In—Ei; — Ejj+ Eij+ Ej,

Vi ; entsteht aus der Einheitsmatrix, indem man die Einsen an den Stellen
(7,7) und (7, j) ersetzt durch Einsen an der Stelle (i, 7) und (7,1).
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(iii) Diagonalmatrizen:

n

diag(ozl, Ce ,Oén) = Z OéiEiﬂ'.

=1

Die Eintrage auf der Diagonalen sind a4, ..., a,, alle anderen Eintréige
sind Null.

Proposition 11.4.9: Die Matrizen aus|[Definition 11.4.8 sind invertierbar, d. h.
liegen in Gl,(R).

Beweis: Wir geben hier nur den Beweis dafiir, dass Additionsmatrizen inver-
tierbar sind; die restlichen Aussagen sind Konsequenzen der nachfolgenden
Proposition. Nach Definition ist

A;)jj . Ai_,ja = (In + O{EZJ)(In — aEi,j) = In — aEi,j + aE’i,j — OZQEZ'J‘ELJ'

und nach Voraussetzung gilt ¢ # j, aus [Proposition I1.4.7] wissen wir also, dass
E; jE; ; = 0 und damit Af,-A; 7 = I,,, A; 7" ist also die Inverse zu Af';. Ferner hat

V;; die Inverse V; ; und diag(ay, ..., q,) hat die Inverse diag(ai?,...,a;).0

Proposition 11.4.10: Die Matrizen aus|Definition 11./.8 wirken bei Multiplika-
tion von links auf eine Matrix M € R™™ wie folgt:

(i) A3;M entsteht aus M durch Addition des a-fachen der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile.

(i) Vi;M entsteht aus M durch Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.

(iii) diag(ou,...,an)M entsteht aus M durch Multiplikation der k-ten Zeile
mit oy, fir alle k € {1,...,n}.

Beweis: Verwenden wir die Ergebnisse aus [Proposition 11.4.7] so konnen wir
die Aussagen einfach nachrechnen:

(i) Es ist

= M + a(f) M3, b)Ei,b) =M +> aM(j,b)E;y.

b=1 b=1
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(i) Es ist
ViiM=(I,—E,;,—E;;+E;+E;;))M

n

) (b_zl M) - (; MGDE) + (lg M b))
+ (bil M (i, b)Ej,b)

n

_M—(bil(M(j,b)—M(zb ) (Z M(5,0))E;, )

b=1

in der i-ten Zeile stehen also die Eintrage M (j,b) und in der j-ten Zeile die
Eintrage M (i,b).

(iii) Es ist
diag(ab ) Oén>M = (Z OéiEi,i> ( Z Z M(C% b)Ea,b) = Z Z OéiM(i, b)Ei,ba
i=1 =1b=1 i=1b=

a 1
wobei wir verwendet haben, dass E;;E,;, = 0, falls ¢ # a. In der i-ten Zeile
stehen also die Eintriage o; M (i,b). O

Proposition I1.4.11: Die Matrizen aus|Definition II.4.8 wirken auf M € R™*"
bei Multiplikation von rechts wie folgt:

(1) MAS; entsteht aus M durch Addition des a-fachen der i-ten Spalte auf
die j-te Spalte.
(ii) MV;; entsteht aus M durch Vertauschung der i-ten und j-ten Spalte.

(iii) Mdiag(ay,...,ay) entsteht aus M durch Multiplikation der k-ten Spalte
mit oy, fir alle k € {1,...,n}.

Beweis: Verwenden wir (M A)' = A'M', konnen wir uns zum Beweisen der
Aussagen auf die Aussagen in [Proposition I1.4.10| zuriickziehen.

Zu (i): Es ist (M - Af;)" = (A9;)'M" = A$;M". Jetzt ist AS;M" aus M'
entstanden durch Addition des a-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile, also
entsteht M Af; aus M durch Addition des a-fachen der i-ten Spalte zur j-en
Spalte.

(ii) und (iii) funktionieren analog. O

Beispiel I11.4.12: Sei A = (%) € R**2. Dann ist A invertierbar genau dann,
wenn ad — be # 0. In diesem Fall ist

1 d —b
Al = )
ad — be ( —Cc a )
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Lemma 11.4.13: Seien M; € RP*Y und My € R™™ Matrizen der folgenden

Gestalt:
A B E F
m=(&p) w6 n)

mit Blocken A € RP*0 B € RP*%2 (O € RP2*0 D € RP2X®2 | ¢ R0X™ |
F e R G e R2*™ ynd H € R®2*™2 wobei p1, pa, 1, 2, M1, mo € IN mit
pP1+p2=Dp, 1+ q =q mi+ me=m. Dann gilt

AE+ BG AF + BH
CE+DG CF+DH |-

MM, = (
Beweis: Folgt aus Definition der Matrizenmultiplikation. Nachrechnen! 0
Proposition I1.4.14: Sei p <n und A € R™"™ mit
_ (5L B
(5 5)
mit I, € RP?, 0 € RmPxp B ¢ RPXP) ynd D € ROP*0=p) A st
invertierbar genau dann, wenn D invertierbar ist. In diesem Fall ist

(I, —BD™!
A7 = ( 0 D! ’
Beweis: ,=“: Sei A invertierbar, d. h. es gibt M € R™"™ mit AM = MA = 1,.
Schreibe
E F
=& i)

mit £ € RP*P, F € RP*"P) G € R™P>P und H € R™P*(=P) Mithilfe von
[Lemma [1.4.13] lesen wir ab:

o (E EB+FD

]”_MA_<G GB+HD>’
dh E=1,G=0 I,,=GB+HD=HD und
(1, F+BH

[”—AM—<0 DH )

d.h. DH = I,,_,. Somit ist D invertierbar mit Inverser H.
»<"“: Man kann jetzt durch Nachrechnen (mithilfe von|Lemma I1.4.13)) zeigen,
dass die angegebenen Matrix fiir A~! tatsichlich invers zu A ist. O

Proposition I1.4.15: Sind A, B € Gl,,(R), dann ist auch AB € Gl,,(R) und fiir
die Inverse gilt (AB)™' = B~1A~L.
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5. Lineare Gleichungssysteme
In diesem Abschnitt seien stets n,m € IN.
Definition I1.5.1 (Lineares Gleichungssystem):

(i) Ein reelles lineare Gleichungssystem mit n Gleichungen und m Variablen
oder Unbekannten ist ein System

1171 + A1 2%2 + -0 F Q1T = by,
A2,1%1 + Q22T + -+ + A2 Ty = bo,
an, 121 + Qp, 222 + e+ AnmTm = bn

Hierbei sind a;;,0; € R fir 1 <i <nund 1 < j < m. Die a;; heiflen
Koeffizienten und die z; Variablen.

(ii) Das lineare Gleichungssystem hat folgende schematische Beschreibung

ayri cc+ A1m by

Ap1 = Apm bn

Die Matrix A = (a;;) heiBt Koeffizientenmatriz und (A|b) heifit auch
erweiterte Matriz zum linearen Gleichungssystem.

(iii) Die Menge
L:=L(A0b) :={z=(21,...,2,) € R™| x1,..., 7, erfillen das LGS}

heifit Losungsmenge und L" := IL(A, 0) heiBt Lisungsmenge des homoge-
nen linearen Gleichungssystems.

Ab jetzt seien A € R™™, b € R" und wir betrachten das lineare Gleichungs-
system mit der schematischen Beschreibung (A|b).

Bemerkung I1.5.2: Es gilt Az = b genau dann, wenn = € L(A|b).

Proposition I1.5.3: (i) " = (4, 0) ist ein Untervektorraum von R™.
(ii) Ist 29) eine spezielle Losung von (Ab), dann gilt

L:=L(Ab) =2® + L" := {z° + v |v e LW}
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Beweis: (i) Seien x,y € L", dann sind also Az = 0 und Ay = 0, d. h.
Alx+y)=Ar+Ay=0+0=0
und damit z 4+ y € L. Sind A € R und x € I.”, dann ist Az = 0, also
A(Ax) = Mz = )0 = 0,
d.h. Az € I,
(i) ,,C“: Sei z € IL(A,b), also Ax = b. Dann ist
Az —2¥) = Az — Az®) =b—b =0,

damit gilt v =2z —2® € L’ und z = 2 +v. . D% Fiir = 2 +v mit v € L"
gilt
Azx = Az +v) = Az + Av =b4+0 =,

also z € L. O

Proposition I1.5.4 (Losungsstrategie fiir lineare Gleichungssysteme): Sei C' ei-
ne requldre n X n-Matrix mit reellen Fintrdigen. Dann gilt fir x € R"™:

Arx = b+ CAx = Cb.

Beweis: Fiir ,<“: Ist CAz = Cb, dann ist Az = C~'1CAx = C~1Cb = 1. ,=*
ist klar. 0

Korollar I1.5.5 (Elementare Zeilenumformungen): Wahlt man in

on 11.5.4| (mit der Notation aus|Definition 11.4.8)
(1) C= A?jj;

(ii) C =V;; oder
(iii) C = diag(aq,...,a,) mit aq,...,a, € R und oy -+ -, # 0,

dann erhdlt man die elementaren Zeilenumformungen

(i) Addition des a-Fachen der j-ten Gleichung zur i-ten Gleichung,
(ii) Vertauschen der i-ten und der j-ten Gleichung bzw.

(i) Multiplizieren der i-ten Gleichung mit «.

Die elementaren Zeilenumformungen verdndern also die Lisungsmenge des
linearen Gleichungssystems nicht.
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Definition I1.5.6: Wir definieren in R = R™*! fiiri € {1,...,n} den Vektor ¢;
durch ¢;((4,1)) = di, d.h. e; = (d;;){<j<n- Der Vektor e; heilt Einheitsvektor.
Beachte:
(i) Der Vektor x = (x1,...,x,)" € R™ lasst sich schreiben als z = Y7 | ;€.
(ii) Ist A= (a;;) € R™*", dann ist Ae; = Y} | at je;, die j-te Spalte von A.
Definition I1.5.7 (Treppenform, Gauf-Normalform, Rang): Eine Matrix 7' =

(ti;) € R™™ hat Treppenform bzw. Gauf-Normalform genau dann, wenn gilt:
Es gibt r € Ny und s1,...,8. € Nmit 1 < sy < --- < 5, < m mit:

(i) Far allei e {1,...,r} gilt: t;5, =1, fir k > i ist ¢, = 0 und fir k < s;
ist ti,k = 0,
(ii) Firallei >r+1,7€{1,...,m} gilt t;; = 0.
Die Zahl r heiit der Rang von T und si,...,s, heilen die Spaltenindizes.
T ist also in Treppenform, wenn fir 1 < ¢ < r die s;-te Spalte von T der

Einheitsvektor e; ist, links von der 1 an der Stelle (7, j) nur Nullen stehen und
ab der (r 4 1)-ten Zeile alle Zeilen Nullzeilen sind.

Ab jetzt sei T = (t; ;) € R™™ eine Matrix in Treppenform vom Rang r und
mit Spaltenindizes si,...,s, € INy.

Lemma I1.5.8: Fir b € R" gilt: Das lineare Gleichungssystem mit der schema-
tischen Beschreibung (T'|b) ist losbar genau dann, wenn b, = --- =b, =0. In
diesem Fall ist der folgende Vektor x'*) € R™ eine Lisung:

) = > bies,.
i_1

Beweis: ,,=“: Eine Gleichung der Form 0 = b; mit b; # 0 hat keine Losung.
,<=": Es ist

T = T(Zbie&) = Z biTes, = Zbiei = Zbiei =b
i=1 i=1 i=1 i=1

wobei wir verwendet haben, dass b,,1 =---=0b, =0, d.h. bje; =0 fiur ¢ > r.0J

Beispiel 11.5.9: Betrachte das lineare Gleichungssystem
T2 + OI3 + axy + 0135 + 51’6 = bl

3+ yx4 + 0x5 + 06 = bo

T5 + €xg = bg

0=10by
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Dieses lineare Gleichungssystem hat Rang » = 3 und die Spaltenindizes s; = 2,
sy =3 und s3 = 5. Nach ist das lineare Gleichungssystem genau

dann loésbar, wenn by = 0 gilt. In diesem Fall ist eine Losung

2 =" biey, = biea + boey + bzes = (0,01, b2, 0, b3)".
=1

Beispiel I1.5.10: In [Beispiel [1.5.9| erhalten wir folgende homogene Loésungen:

Ty = —axy — Prg
T3 = —yry — 0xg
Ty = — ETg

Wahle

(i) 21 =1, 24 = 0, 24 = 0: Dann sind x5 = 23 = 25 = 0 und F) = ¢ ist
eine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems.

(ii) 1 = 0, z4 = 1, zg = 0: Dann sind 25 = —«, 3 = —7v, 5 = 0 und
es ist F® = e, — ey — e + Oes eine Losung des homogenen linearen
Gleichungssystems.

(iii) 27 = 0, &4, = 0, ¢ = 1: Dann sind zy = —f, 23 = =, x5 = —¢
und F©) = e5 — B, — des — cey ist eine Losung des homogenen linearen
Gleichungssystems.

Lemma I1.5.11: (i) Seien fir j € J:={1,...,m} —{s1,..., 5.}
F(]) = €j — Ztiyjesi.
i=1

Dann ist jedes F9) eine Losung des homogenen linearen Gleichungssys-
tems, d. h. Tz = 0. Die FY heifen Fundamentallsungen.

(ii) Fir die Losungsmenge I = IL(T,0) gilt
L" = {Z)\jF(j) P\ € IR}
jeJ
Weiterhin gilt: Fiir jedes v € " ist die Darstellung v = > jed )\jF(j)

eindeutig.
Beweis: (i) Es gilt
TF(J) = Tej — ZtmTeSi = T@j — Ztmei = Tej — Ztmei = 0,
i=1 i=1 i=1

dat;;=0fir¢>r+1
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(ii) ,2“: Folgt aus (i) zusammen mit der Tatsache, dass I" ein Untervektor-
raum von R™ ist.

LC“r Seix =", wie; € L" d.h. Tz = 0. Setze v := = — >t ij(j). Far
dieses v gilt dann Tv = 0, d.h. v € L". Wenn wir jetzt zeigen koénnen, dass
v = 0, dann haben wir gezeigt, dass wir z auf die behauptete Art und Weise
schreiben kénnen. Wir haben bereits v; = 0 fiir j € J und wollen verwenden,
dass T'v = 0. Die i-te Zeile von T'v ist > ;" t; v und wir wissen, dass v, = 0
firke J. Fiarie{1,...,r}git t;;, =1l und t;, =0, falls k ¢ J und k # s;,
d. h.

m
0= Z ti,kvk = 11)51.
k=1

fir alle ¢ € {1,...,7}, v muss also der Nullvektor sein und wir sind fertig. O

Bemerkung I11.5.12 (,,Der (—1)-Trick*): Die Fundamentallosungen aus
erhalten wir wie folgt:

(i) Schreibe fir 1 < i < r die i-te Zeile von T als s;-te Zeile in eine neue
Matrix S € R™*™, deren iibrige Zeilen 0 sind.

(ii) Die von den Nullspalten verschiedenen Spalten der Matrix I, — S sind
die Fundamentallosungen.

Beispiel 11.5.13: Fiir das lineare Gleichungssystem aus |[Beispiel 11.5.9 sind

0000O0O
01 0a027p 010a027p
T:001705 52001705
00001¢e]|’ 0000O0O
000000 0 00001 ¢
0000O0O
und
100 00 0
000 —a 0 —f
000 — 0 —6
I"_S_ooo 10 o0}
000 00 —¢
000 00 1

was sich mit den Ergebnissen aus |Beispiel 11.5.10] deckt.
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5. Lineare Gleichungssysteme

Satz 2: Ist T € R™™ eine Treppenmatriz vom Rang r mit Spaltenindizes
S1y...,8- und b € R", dann gilt fir die Lésungsmenge I des linearen Glei-
chungssystems
L=a9 ¢ { STANFD ) € IR}
Jj€J

wobei ) = Y1 bies, eine spezielle Losung ist und FU) = €j — >iy tijes,
firjedJ=A{1...,m}—{s1,...,s,} die Fundamentallosungen des linearen
Gleichungssystems sind.

Beweis: Folgt aus |Proposition [1.5.3] [Lemma I1.5.8/ und [Lemma I1.5.11}] 0

Lemma II.5.14 (GauB3-Algorithmus): Sei A € R™*™. Dann gibt es C' € Gl,(R),
sodass C'A Treppenform hat.

Beweis: Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n (der Anzahl der Zeilen
der Matrix A). Fir diesen Beweis notieren wir A, j(«a) fiir die Additionsmatrix
Ag.

Ijnduktionsanfang n = 1: A besteht nur aus einer Zeile. Ist A die Nullzeile,
so sind wir fertig, denn die Nullzeile hat Treppenform und C' = (1) leistet das
gewilinscht. Ist A nicht die Nullzeile, setze sy := min{j € {1,...,m} | a;; # 0}
und wéhle C' = (%), dann ist C'A in Treppenform.

Tnduktionsschluss n — 1 — n: Ist A = 0, dann sind wir fertig. Ist A # 0, setze
sy :=min{j € {1,...,m} | 3i:a;; # 0} (dies ist die Nummer der ,linkesten*
Spalte, die keine Nullspalte ist) und iy := min{i € {1,...,n} | a;5, # 0}, d. h.
A ist von der folgenden Form:

0
A= a; sq
*
0 0 * x *

Setze Ay = Vi, + (Tlizsy Aiio(—ais,)) - diag(1,...,1,a;),1,...,1) - A. A; hat

folgende Form:

0 0 1]z
0 --- 0 0
A= . R
: oA
0 - 00
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Kapitel II. Vektorrdume und lineare Gleichungssysteme

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Matrix C e Gl (R) mit CA=T
mit einer Matrix in Treppenform 7" und Rang 7 und Spaltenindizes 51, ..., 5.
Nach (Proposition 4.14) ist die Matrix

10 g
(OC,)e]R

invertierbar, also in Gl,(R). Nach (Lemma 4.13) ist schliefllich

0 -0 1 =z
1 0 s B O --- --- 0 .
( 0 ) e R A= . =: A,
0 -« --- 0
Was wir jetzt noch erreichen missen, ist, dass z;; = 0 fir ¢ = 1,...,7. Die

Matrix

7+1

T =[] Avi(=25_116) A
=2

hat jetzt Treppenform. Unsere Matrix C' ist

741 1 O
C= H Al,i(_Z§i—1+Sl> ’ ( 0 é )

=2

. ‘/1’1'0 . H Ai,io(_ai,si) . dlag(l, e 1 Cl_l 1 ceey 1)

9 80 T
i#10

und leistet das Gewlinschte. O

Bemerkung I1.5.15: [Lemma [1.5.14] gibt einen Algorithmus an, wie man ein
lineares Gleichungssystem in Treppenform bringen kann.

Beispiel 11.5.16: Wir suchen die Losungsmenge des folgenden linearen Glei-
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5. Lineare Gleichungssysteme

chungsystems:
000 O 0 O o000 0 0] O
024 2 0] 6 ﬂ 012 1 0] 3
036 -3 —6|-3 036 —3 —6|-3
000 1 1] 2 000 1 1] 2
012 1 0] 3 012 1 0 3
111 000 O O] 0O)lmsggr | OO0OO0 O O 0
_>036—3—6—34000—6—6—12
000 1 1] 2 000 1 1 2
012103 012103
_ﬂl 00 0O0O0]|0 e 000112
000112 00 0O0O0|0
000112 000112
012103 0120 —-1]|1
V-1 000112 i 0001 1|2
00 0O0O0]|0 0000 010
00 0O0O0]|0 0000 010
die Losungsmenge ist also
0 1 0 0
1 0 -2 1
L= 0 +< N 0 + Ay 1 + A3 0 2)\1,)\2,)\3€R
2 0 0 -1
0 0 0 1
Lemma I1.5.17: Sei A € Gl,,(R). Dann gilt fir v € R™: Ist v # 0, dann ist
Av #£ 0.
Beweis: Ist Av =0, soist v =A"1Av=A"10=0. O

Lemma I1.5.18: Seien T, T" € R™*™ Matrizen in Treppenform. Ist D € Gl,(R)
mit T" = DT, dann gilt T' =T.

Beweis: Wir zeigen die Aussage via vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang n = 1: T und 7" bestehen also aus einer Zeile in R**™ und
es gibt d € R — {0} mit 7" = dT. Somit gilt: T" ist genau dann die Nullzeile,
wenn 1" die Nullzeile ist. Andernfalls muss der erste Eintrag von 7" und 7" an
der gleichen Stelle stehen. Da 7" und 7" in Treppenform sind, ist dieser Eintrag
jeweils 1, d. h. d muss dann schon 1 sein und 7" und 7" sind gleich.
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Kapitel II. Vektorrdume und lineare Gleichungssysteme

Induktionsschritt n — n + 1: Die Matrix T" habe Rang r und Spaltenindizes

S1,...,8- und 7" habe den Rang 7’ und Spaltenindizes s/, ..., s., sie haben also
die Form

0 -+ 0 1 % --- % 0 -+ 0 1 % --- %
T : 0 : 7 T_ : 0 :

0 - 00 % - 0 - 00 * -

Wir schreiben 7" = (¢, #/@) . ¢/ T = (¢M #07)) wobei t'™, ... /™)
M ,t(m) € R" die Spaltenvektoren von 17" bzw. T sind. Es gelten

(a) tV) =0fir 1 <j<s —1lund /0D =0fir1 <j<s,—1,

(b) tlr) = ¢ fiir 1 < k <7 und ¢ k)—ekfur1<k<r

(e) t9 =T(,7) =0 fiiri > rund £9 = T'(i,5) = 0 fir i >/,

(d) t ’”-Dt(] fir 1 <j<m.

Damit erhalten wir die folgenden Eigenschaften:

(i) Fir 1 <j < s —1 gilt #@ = DtU) = Do = 0,

(ii) Nach [Lemma I1.5.17|ist #(*1) = Dt(*1) = De; # 0, d.h. es ist s} = s; und
damit e; = t/6Y) = Dt = De;.

Es gilt also

mit D’ € Gl,_1(R) nach (Proposition 4.14) und z € R"™*(™~Y. Es folgt jetzt,
dass fiir alle k € {1,...,r} gilt:

Dey = D) = ¢/(sx) — ¢/(51) — ek,

o- (442

sein, mit B € R~ C e Rm="x(m=7) Damit ist 7' = DT =T, dain T
alle Zeilen ab der (r + 1)-ten Zeile Nullzeilen sind. O

D muss also von der Form
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5. Lineare Gleichungssysteme

Satz 3 (Satz iiber die Gauf3-Normalform): Fir jede Matriz A € R™™™ gibt
es genau eine Matriz T € R™™, die in Stufenform ist, sodass gilt: Es gibt
C € Gl,(R) mit T = CA.

Beweis: Die Existenz der Gaul-Normalform zu einer Matrix A € R™™ folgt
aus [Lemma [1.5.14]

Zur Eindeutigkeit: Seien 71, T € R™*™ in Treppenform und Cy, Cy € Gl,,(R)
mit 7y = C1A und T, = CA. Dann ist A = C~'T} und T, = C,C['Th.
Da C,C;' € GlL,(R) nach (Proposition 4.15), kénnen wir mit (Lemma 5.17)
schlieflen, dass T7 = T5. OJ

Definition I1.5.19: Sei A € R™™. Der Rang Rang(A) ist der Rang r der
GauB-Normalform T von A.

Bemerkung I1.5.20: Fir alle D € Gl,(R) und A € R™™ gilt: Die Gau-Nor-
malformen von A und DA sind gleich, und damit Rang(DA) = Rang(A).

Beweis: Sei C' € Gl,(R), sodass CA = T Treppenform hat. Aber dann gilt
CD™Y(DA) =T, sodass A und DA dieselbe GauB-Normalform 7" haben. [

Fazit 11.5.21: Wir erhalten folgendes Losungsverfahren fiir ein lineares Glei-
chungssystem Az = b mit A € R"*™ und b € R™:

(i) Konstruiere C' € Gl,(R), sodass CA =T Treppenform hat (das kénnen
wir nach dem Gaufl-Algorithmus [Lemma II.5.14)),

(ii) Brechne die Losungsmenge L. von Tx = Cb (nach (Satz 1) ist I auch
Loésungsmenge von Az = b nach (Proposition 5.4)).

Beispiel I1.5.22: Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem:

010ao0 8|y
001 7 0 &b
T=0000 1 ¢|b
00000 0]by
00000 0]bs

Dann gelten:

(i) Rang(7T'|b) = 3 genau dann, wenn by = b5 = 0 und (7'|b) ist genau dann
l6sbar, wenn by = b5 = 0. Ist by # 0 oder bs # 0, so ist Rang(T'|b) = 4.
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Kapitel II. Vektorrdume und lineare Gleichungssysteme

(i) Seien by = b5 = 0. Wann ist (7'|b) eindeutig 16sbar? Genau dann, wenn es
keine Fundamentall6sungen gibt, d.h. m — r = 0, wobei m die Anzahl
der Spalten von T ist.

Korollar II.5.23 (aus [Satz 3): Seien A € R™™ und b € R™. Wir betrachten
das lineare Gleichungssystem Ax = b.

(i) Ax = b ist genau dann losbar, wenn Rang(A) = Rang(A|b),

(i) Ist das lineare Gleichungssystem losbar, dann ist die Losung eindeutig
genau dann, wenn Rang(A) = m,

(iii) Az = c ist genau dann fir jedes ¢ € R™ losbar, wenn Rang(A) = n.

Beweis: Wihle C' € Gl,(R) sodass CA = T Treppenform hat. Es gilt also
Rang(A) = Rang(T) = r.

(i) (AJb) ist genau dann lésbar, wenn (C'A|CD) lésbar ist und (C'A|Cb) ist
16sbar genau dann, wenn (7'|Cb) losbar ist. (T'|CD) ist losbar genau dann, wenn
Rang(7T|Cb) = Rang(T'). Es gilt Rang(7T'|Cb) = Rang(T") genau dann, wenn
Rang(A) = Rang(A|b), denn Rang(A) = Rang(7'), sodass nach (Bemerkung
5.20) Rang(A|b) = Rang(T'|Cb).

(ii) Sei (A|b) 16sbar; dann ist auch (T'|CD) 1osbar. (A|b) ist eindeutig losbar
genau dann, wenn (7'|Cbh) eindeutig losbar ist, d. h. genau dann, wenn m = r
ist.

(iii) Diese Aussage folgt aus der Tatsache, dass Tx = ¢ fur alle ¢ € R™ genau
dann 16sbar ist, wenn T keine Nullzeilen hat, d. h. wenn n = r. 0

Korollar I1.5.24: Die folgenden Aussagen sind dquivalent fir A € R"*":

(i) A ist invertierbar,
(ii) Rang(A) =n,
(ili) Es gibt S € R™" mit AS = I,,.

Beweis: (i) = (ii)“: Ist A invertierbar, so gibt es B in Gl,(R) mit BA = I,,,
d.h. I, ist die Gau-Normalform von A und somit Rang(A) = Rang(l,) = n.

(i) = (i)“: Wir wollen verwende, dass I,, die einzige Treppenform in R™*"
von Rang n ist. Wir haben also: Ist Rang(A) = n, dann gibt es C' € Gl,(R)
mit CA=1,,dh. A=C71CA=C™! also ist A invertierbar.

»(1) = (iii)“ ist klar. ,(iii) = (i)“: Gilt AS = I,,, dann ist ASc = ¢ fiir alle
¢ € R", d.h. das lineare Gleichunssystem Ax = c¢ hat fiir jedes ¢ € R" eine
Losung, also muss Rang(A) = n gelten nach (Korollar 5.23). O
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5. Lineare Gleichungssysteme

Bemerkung I1.5.25: Der Gauf-Algorithmus liefert ein Verfahren zur Bestim-
mung, ob eine Matrix A € R™*™ invertierbar ist.

Beispiel I1.5.26: Priifen Sie, ob die Matrix
1

A= -1

1

Losung Wir wollen simultan die linearen Gleichungssysteme (Ale;), (Ales)
und (Ales) 16sen, d. h.

— O
— = O
\_/

invertierbar ist.

Definition I1.5.27: Sei A € R™*™. Die Abbildung
d,: R — R", r+— Ax
erfiillt folgende Eigenschaften:
(i) Fir alle z,y € R™ gilt
a(r +y) = Alx +y) = Av + Ay = O4(z) + Paly),
(i) Fir alle A € R und x € R™ gilt
O 4(Az) = A(\x) = Mx = Ay ().

Eine solche Abbildung nennt man lineare Abbildung oder Vektorraumhomomor-
phismus, dazu mehr spéter.

Bemerkung I1.5.28: Aus [Korollar 11.5.23] folgt:

(i) @4 ist surjektiv genau dann, wenn Rang(A) = n,

(ii) @4 ist injektiv genau dann, wenn Rang(A) = m.
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Kapitel III.

Strukturmathematik: Gruppen,
Ringe, Korper

1. Gruppen

Definition III.1.1 (Verkniipfung): Es sei M eine Menge.
(i) Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbildung
x: M x M — M.

Wir schreiben fiir gewohnlich my % my 1= *(mq, ms).
(ii) Eine Verkniipfung * auf M heift
* assoziativ, falls fir alle a,b,c € M gilt: (a*b)*xc=ax (b*c). Wir
schreiben in diesem Fall einfach a * b * c.
o kommutativ, falls fiir alle a,b € M gilt: a x b = b * a.

Definition ITI.1.2 (Gruppe): Sei G eine Menge und * eine Verkniipfung auf G.
Das Paar (G, *) heifit Gruppe, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) = ist assoziativ,

(ii) Es gibt ein e € G, sodass fiir alle g € G gilt: e x g = g = g * e. In diesem
Fall ist e eindeutig, denn erfiillt hat ¢’ die gleiche Eigenschaft wie e, so
gilt ¢’ = e * ¢/ = e. Das eindeutige Element e heifit neutrales Element.

(iii) Fir alle g € G gibt es h € G, sodass g x h = e = h % g. In diesem Fall
ist h eindeutig, denn gibt es h; und hs, die beide die Eigenschaft von h
haben, dann gilt hy = hy x e = hy * (g % ha) = (hy % g) * hy = e * hy = ha.
Das eindeutige Element h heifit dann das Inverse zu ¢ und wird als ¢~*
notiert.
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Definition III.1.3 (Are you Abel?): Eine Gruppe (G, *) heifit abelsch, falls x

kommutativ ist.

Beispiel I11.1.4: Das folgende sind alles Gruppen:

(i) (Z,+), (Q,+), (R, +), (abelsch)
(ii) R-Vektorrdume mit Addition, (abelsch)
(iii) (Q —{0},-), (R —A{0},-), (abelsch)
(iv) Gl,(R) mit der Matrizenmultiplikation, (nicht abelsch)
(v) Sei M eine Menge. Dann bildet

Perm(M) :={f: M — M | f bijektiv}

mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe. Ist speziell M = {1,... ,n},
so schreibt man oft S, := Perm(M).

Bemerkung I11.1.5 (Gruppe der Kongruenzklassen): Sein € IN, dann ist ,.=,,“
eine Aquivalenzrelation (siehe [Bemerkung 1.5.9)). Setze

Z/nZ :={la] | a € Z},

—

das heifit Z/nZ ist die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ,,=,“ Es gilt also
Z/nZ = {[0],[1],...,[n — 1]}. Auf der Menge der Aquivalenzklassen erkléren
wir jetzt eine Verkniipfung durch

+: Z/nl X Z/nl. — Z/nZ, la] + [b] == [a + b].
Diese Verkniipfung macht (Z/nZ,+) zu einer abelschen Gruppe.

Beweis: (i) Die Verkniipfung ,+* ist wohldefiniert, d. h. hédngt nicht von den
gewahlten Repriasentanten. Sind nédmlich a’, b’ € Z mit ¢’ = a (mod n) und
b =0 (mod n), dann gilt n | (¢’ —a) und n | () —b), also

n| (@ —att —b enl|[d+b —(atb)

d.h. @'+ =a+0b (mod n) und deshalb [a' + V'] = [a + b].

(ii) Die Verkniipfung ist assoziativ, da + auf Z assoziativ ist. [0] ist das
neutrale Element und fir [a] ist [—a] das inverse Element. Da + auflerdem
kommutativ ist, ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe. O

AD jetzt schreiben wir @ fiir die Aquivalenzklasse [a] € Z/n’Z.

56



1. Gruppen

Definition ITI.1.6 (Untergruppe): Sei (G, *) eine Gruppe und H eine Teilmen-
ge von G. H heifit Untergruppe von G, falls gilt:

(i) Das neutrale Element von G ist in H,
(ii) Fur alle hy, hy € H gilt hy x hy € H, (Abgeschlossenheit unter %)
(iii) Fiir alle h € H gilt h™! € H. (Abgeschlossenheit unter Inversenbildung)

Bemerkung II1.1.7: In der Situation von [Definition III.1.6| gilt:

*ZHXH—>H, (hl,hz))—>h1*h2
ist eine Verkniipfung auf H und (H, ) ist eine Gruppe in eigenem Recht.

Proposition IT1.1.8 (Untergruppenkriterium): Es sei (G, *) eine Gruppe und
H eine Teilmenge von G. H ist Untergruppe von G genau dann, wenn folgende
Aussagen gelten:

(a) H # 2,
(b) Fiir alle hy,hy € H ist hy x hy' € H.

Beweis: Sei e das neutrale Element von G.

,="“: Da H eine Untergruppe von G ist, gilt e € H, d. h. insbesondere H # &,
also gilt (a). Seien hy, hy € H, dann ist nach (iii) hy' € H und nach (ii) ist
hi*hy' € H, d.h. (b) gilt.

,<=“ Essei H# @, d. h.esgibt h € H. Nach (b) ist e=h*h™! € H, also
gilt (i). Dann folgt aus (b): Fiir alle h € H ist ™! = eh™! € H, also gilt (iii),
und nun folgt: Fiir alle hy, hy € H ist hy' € H, d.h. mit (b) ist hy * hy € H,
also gilt (ii). O

Bemerkung II1.1.9: Sein € Z. Dann ist nZ = {nk | k € Z} eine Untergruppe
von (Z,+).

Beweis: Da 0 € Z und On = 0 ist nZ # @. Sind nky,nks € nZ (ki, ks € Z),
dann ist
nki — nko = n(ky — ko) € nZ,

d. h. nach [Proposition III.1.8|ist nZ eine Untergruppe von (Z, +). U

AD jetzt sei (G, x) stets eine Gruppe mit neutralem Element e.

Bemerkung II1.1.10 (Schnitt von Untergruppen): Sei & # I eine Menge, und
zu jedem ¢ € I sei G; eine Untergruppe von (G, *). Dann ist auch N;c; G; eine
Untergruppe von (G, *).
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Beweis: (a) Fir alle i € I ist e € Gy, d.h. e € N;¢; G;; insbesondere ist
Nicr G nicht leer.

(b) Seien g1, g2 € Nic; Gi- Dann gilt fur alle i € I, dass g1, g2 € G;, und da
jedes G; eine Untergruppe von G ist, gilt fiir jedes i € I, dass g, * g5+ € G; ist,
es ist also gy * g5+ € Nes Gi-

Nach dem Untergruppenkriterium [Proposition III.1.8ist (;c; G; damit eine
Untergruppe von (G, ). O

Definition I1I.1.11 (Erzeugte Gruppe, zyklische Gruppe):
(i) Seien M C G und
I:={H C G| H ist Untergruppe von (G,*) und M C H}.

Definiere

(M):= () H.

Hel

Dann ist (M) nach [Bemerkung III.1.10|eine Untergruppe von (G, *). (M)
heilt das Erzeugnis von M oder die von M erzeugte Untergruppe von
(G, *). Offensichtlich ist (M) die beziiglich Inklusion kleinste Untergruppe
von (G, x*), die M enthélt.

(ii) G heiBt zyklisch, falls es g € G gibt mit G = ({g}). Wir schreiben oft (g)
fir ({g}).

Beispiel I11.1.12: Es sei (G, *) = (Z/10Z,+). Dann sind z. B. ([1]) = Z/10Z,
(2)) = {[2], 4], 6], 18, [10]} und ([3]) = Z/10Z.

Proposition I11.1.13: Fir g € G ist {(g) = {g* | k € Z}. Hierbei ist

gxgx---xqg falls k € IN,
d" = eq, falls k =0,
(g%, falls k < 0.

Definition ITI.1.14: (i) Die Ordnung der Gruppe G ist die Anzahl der Ele-
mente von G, wir schreiben dafiir ord(G).

(ii) Fir g € G definieren wir die Ordnung von g als die Ordnung von (g) und
schreiben dafiir ord(g).

Beispiel IT1.1.15: Sei (G, *) = (Z/107Z,+). G ist zyklisch, denn G = ([1]). Es
gelten org(G) = 10, ord([1]) = 10, ord([2]) = 5, ord([5]) = 2.
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Lemma I11.1.16: Sei H eine Untergruppe von (G, *). Wir definieren die Rela-
tion ~ auf G durch g, ~ gy <= g1 % g5 - € H. Dann gelten:

(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf G mit den Aquivalenzklassen [g] = H g,
wobei H+g:={hxg|he H}.
(i) Fir g € G ist die Abbildung

Fyilegl=H — [g] =H=xg, h—— hxg
eine Bijektion.

Beweis: (i) Nachrechnen, sehr &hnlich zu (Bemerkung 1.5.8).

(i) F, ist surjektiv, denn fiir alle Elemente hxg € H %« g (d.h. h € H)
gilt: Fy(h) = h * g. Aulerdem ist F}, injektiv, denn fur alle hy, hy € H mit
Fy(h1) = Fy(hs) gilt hy % g = ha x g, d. h. durch Verkniipfung mit * mit g~! von
rechts gilt hy = ho O

Definition IT1.1.17: In der Situation von [Lemma III.1.16|heiflt H * g die Rechts-
Nebenklasse von H in G beziiglich g.

Satz 4 (Lagrange): Es sei (G, ) eine endliche Gruppe, d. h. ord(G) < co. Fir
jede Untergruppe H von G gilt: ord(H) teilt ord(G).

Beweis: Betrachte die Aquivalenzrelation aus [Lemma II1.1.16, Teil (ii) von
[Lemma ITI.1.16| garantiert, dass alle Nebenklassen die gleiche Anzahl an Ele-
menten haben, d.h. #(g * H) = #(H) fur alle g € G. Nach ist G die

disjunkte Vereinigung seiner Nebenklassen, also

G=|JH=xg

geG

mit H xg; = H gy oder H* g1 N H gy = &. Sei k die Anzahl der Nebenklassen,
d. h. wir haben k£ Elemente gy,..., g, mit G = Ule H x g;. Dann konnen wir
schreiben

k k
ord(G) =Y _#(H * g;) = D #(H) = k#(H),
i=1 i=1
die Ordnung von H teilt also die Ordnung von G. 0J

Korollar IT1.1.18: Sei (G, *) eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Prim-
zahl p ist. Dann ist G zyklisch.
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Beweis: Wihle e # g € G und setze H = (g). Dann ist ord(H) > 2 und nach
teilt ord(H) die Ordnung von G. Da die Ordnung von G die Primzahl
p ist, muss ord(H) = p = ord(G) gelten, also ist G = H = (g) und G ist
zyklisch. 0

Bemerkung IT1.1.19: Seien g;, g, € G. Dann ist (g1 * g2) ™' = g5 " * g7 '

Beweis: Es gelten gy * go * (92_1 *91_1> =0 *92*92_1 *91_1 =0 >"€G>"91_]L e
und (g5t % g7 ') * g1 % go = eq, d.h. g3 * g7 ist das Inverse zu g1 * go. OJ
2. Gruppenhomomorphismen

Definition III.2.1 (Gruppenhomomorphismus): Es seien (G, *) und (H, e) zwei
Gruppen.

(i) Eine Abbildung ¢: G — H heifit (Gruppen-)Homomorphismus von (G, *)
nach (H,e), falls fir alle g1, g2 € G gilt:

©(g1 % g2) = p(g1) ® p(g2)-

(ii) Wir bezeichnen

Hom(G, H) :={p: G — H |
¢ ist Homomorphismus von (G, %) nach (H,e)}

Im Folgenden notieren wir mit ¢: (G, *) — (H, @) Gruppenhomomorphismen
von (G, *) nach (H,e).

Beispiel I11.2.2: Die folgenden Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen:
(i) pa: (R™ 4) = (R™, +), x — Ax, wobei A € R"™*™,
(i) ¢: (R,+) = (R —{0},-),  — exp(x), denn
p(x1 + 12) = exp(z1 + 72) = exp(z1) - exp(z2) = p(z1) - (z2).
(iii) Fir eine beliebige Gruppe (G, *) und g € G ist
k

SDQ:(Z7+)—>(G7*)7 k'_>g

ein Gruppenhomomorphismus.
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(iv) Sei (G, ) = (Sy,0). Dann ist

1, falls j =o(i),
0, sonst.

(Sn0) — (GLi(R),-), 0+ Agr mit Ay(i,j) = {

ein Gruppenhomomorphismus.
(v) Fiir beliebige Gruppen (G, *) und (Gs, @) ist

(;01,2: (G17 *) — (G27 .)a g — €G2
ein Gruppenhomomorphismus. ¢ heif3t der triviale Homomorphismus.

Beweis: Dass die Abbildungen aus (i), (ii), (iii), (v) tatsdchlich Homomorphis-
men sind, ist offensichtlich.

Zu (iv): Berechne zunichst A,, - A,, fir 01,00 € S,,. Fur i,5 € {1,...,n}
gilt

n

(Ao, - Aoy (i, 5) = ZUIZk Agy (K, 7).

Ay (i, k) - Ay (K, 7) ist 1 genau dann, wenn k& = o4(i) und j = o9(k), sonst 0,
d. h.

|1, falls j = o0q(01(7)), | .
(nd)ad) ={ g ) YY)

Damit ist AUIAU;I = Aq =1, = Agfle-l, also ist A,, € Gl,(R) fir alle
o1 € Sn
Auflerdem ist fiir alle 01,00 € S,

(01 002) = A(gromy) 1 = Ay-1g,-1 = AoflAggl = ¢(01)p(09),

0'2 00'1

@ ist also in der Tat ein Gruppenhomomorphismus. U

Ab jetzt seien (G,x*), (H,e) stets Gruppen und ¢: (G,*) — (H,e) ein
Gruppenhomomorphismus.

Proposition II1.2.3: Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) »lec) =en,
(ii) Fir alle g € G ist (g7") = (p(g)) 7"

Beweis: (i) Es ist p(eq) = pleg x eq) = vleqg) ® p(eq), d.h. wir kénnen
schreiben ey = (p(ec)) ™ @ p(ea) = (pec) ™" @ p(e) @ v(ea) = plec).
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(if) Es gelten o(g)ep(g7") = @(gxg™") = p(ea) = en und p(g~")ep(g) = en,
©(g™1) ist also invers zu p(g). O

Proposition II1.2.4: FEs gelten:

(i) Bild(p) = ¢(G) C H st eine Untergruppe von (H,e),
(ii) Ist Hy C (H,e) eine Untergruppe, dann ist p~'(H;) C (G, *) eine Unter-
gruppe.

Beweis: Die Beweisstrategie fiir beide Teile ist die Verwendung des Untergrup-
penkriteriums.

(i) Das neutrale Element von G ist enthalten in ¢~ !'(H), denn wir wissen
vleq) = eg € Hy, also ¢~ (H,) # @.

Seien g1, g2 € ™' (Hy). Dannist ¢(g1%95 ') = (1) ¢ (g2 ") = @(g1)e¢(g2) ",
und da H; eine Gruppe ist, gilt (g1 % g5 ") € Hy, also g1+ g5 ' € o ' (H). Damit
ist o~ !(H;) eine Untergruppe von (H,e).

(i) Bild(y) ist nicht leer, da Bild(¢) > ¢(eq) = eg. Fiir zwei Elemente
©(91), ¢(g2) mit g1, 92 € G gilt

0(g1) @ p(g2) " = ¢(g1) @ (g7 ") = (g1 * g3 ") € Bild(yp),

also ist Bild(y) eine Untergruppe von (H,e). O

Definition I11.2.5: Wir nennen

Ker(p) = ¢ ({en}) = {9 € G | p(9) = en}

den Kern von ¢.

Bemerkung I11.2.6: Der Kern von ¢ ist nach |Proposition II1.2.4] eine Unter-
gruppe von (G, *).

Proposition II1.2.7: ¢ ist injektiv genau dann, wenn Kern(p) = {eg}.

Beweis: ,,=“: Klar per Definition von Injektivitdt und [Proposition III1.2.3| (i).
,<="“: Seien g1, g2 € G mit ©(g1) = ¢(g2). Dann ist

(g% 95") = o(g1) @ 0(g2) " = @(g1) ® p(g1) " = em,

d.h. g1 % g5 ' € Kern(yp) = {eg}, also ist g1 * g5 * = eg und damit g; = go. [
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Beispiel I11.2.8 (Fortsetzung von [Beispiel I11.2.2): Fiir die Gruppenhomomor-
phismen aus [Beispiel II1.2.2] (in gleicher Reihenfolge) ergeben sich

Definition I11.2.9:

(i) ¢ heifit Endomorphismus von Gruppen, falls (G, x) = (H, e).

(ii) ¢ heiBt Isomorphismus, falls es einen Gruppenhomomorphismus
¢3 (Hv.) — (G7 *)

mit ¥ o ¢ =idg und @ oY = idy gibt.

(iii) ¢ heiit Automorphismus, falls ¢ ein Endomorphismus und ein Isomor-
phismus ist.

Proposition II1.2.10: ¢ st ein Isomorphismus genau dann, wenn @ ein bijek-
tiver Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis: ,=“: Folgt aus der Definition.

<" Wir miissen zeigen, dass fiir einen bijektiven Gruppenhomomorphismus
die Umkehrabbildung 1 = ¢! wieder ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien
hy,hy € H. Dann gilt

¥(hy @ ha) = ¥ (p[o(h)] @ o (h)]) = W (p[to(n) * Y (ha)]) = () x (Do)
wegen 1 o p = idg und @ o ¥ = idy. U

Proposition IT1.2.11: Fir N := Kern(yp) gilt: Fir alle g € G, h € N st
gxhxgleN.

Beweis: Wir rechnen nach:

-1 1

plgxhxg™")=p(g) e ph)ep(g)™ = plg) eenep(g)™" =en. O
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Bemerkung I11.2.12: (i) Essecien (G1,*), (G2, ), (G3, x) drei Gruppen und
Gruppenhomomorphismen ¢1: (G, %) — (G, ) und ps: (Ga, @) — (Gs, X)
gegeben. Dann ist auch die Verkniipfung

pa0p1: Gi — Gs
ein Gruppenhomomorphismus von (G, %) nach (G, x).
(ii) (Aut(G),o) ist eine Untergruppe von (Perm(G), o).
Beweis: (i) Fir a,b € G gilt
(020 p1)(axb) = pafer(ax b)] = palpi(a) e p1(b)]
= palp1(a)] X @a[p1(D)] = (02 0 p1)(a) X (P2 0 1) (D).

(ii) Folgt aus id € Aut(G) und (i). O

3. Die symmetrische Gruppe
M sei stets eine Menge.

Erinnerung II1.3.1: Es bezeichnen Perm(M) := {f: M — M | f ist bijektiv}
und S,, := Perm({1,...,n}). Beides sind Gruppen mit der Verkettung von
Abbildungen als Verkniipfungen.

Beispiel I11.3.2 (S3): Wir listen alle Permutationen in Ss tiber ihre Werteta-
belle auf:

1 2 3
id|1 2 3
|l 3 2
|2 1 3
12 31
L1312
313 2 1

Es ist also S3 = {id, 11, 72, 73, &1, &2 -

Bemerkung I11.3.3: #(S,,) = n!
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3. Die symmetrische Gruppe

Notation ITI.3.4: Wir notieren eine Permutation o € S,, tiber ihre Wertetabelle.
Wir schreiben

o= (o) oty oty o)

Beispiel I11.3.5: Die Permutationen id, & und 75 sehen in der neu eingefiithrten
Notation folgendermaflen aus:

q_(123 5_123 (123
=11 923) s27\l231) ™ {213/

Zum Beispiel sind

(123 (123
5107—2_<321>_7—37 fl_<312>

Definition II1.3.6: Fiir o € Perm(M) heiit Tr(o) := {x € M | o(z) # z} der
Triger von o.

Beispiel I11.3.7: In Beispiel I11.3.2ist Tr(&;) = {1,2,3}, Tr(mz) = {1,2} und
Tr(id) = @.

Definition II1.3.8: (i) Seien z1,...,2;, € M. Wir definieren die folgende
Permutation &:

zip1, fallsz=x;undie{l,... k—1},
E(x) =R a, falls z = ay,
x, falls © ¢ {x1,...,zx}.

Solch eine Permutation heiit k-Zyklus. Wir schreiben & = (x1,...,xy). k
heifit die Lange von €. Es ist Tr(§) = {z1, ..., zx}.
(ii) o € Perm(M) heifit Zyklus, falls es k& € IN gibt, sodass ¢ ein k-Zyklus ist.
(iii) o € Perm(M) ist eine Transposition, falls o ein 2-Zyklus ist.

(iv) Zyklen &1, ..., &, heilen disjunkt, falls Tr(&;) N Tr(¢;) = @ fir i # j.

Beispiel 111.3.9: In [Beispiel [11.3.2] sind 7, 7, 73 Transpositionen und &, &
3-Zyklen.

Beispiel 111.3.10: Wir betrachten die Gruppe S.

65



Kapitel III. Strukturmathematik: Gruppen, Ringe, Koérper

(i) Die Permutation

(12
77 \15
ist ein Zyklus.
(ii) Wir konnen schreiben o = (2,5,3) = (2,5) o (5, 3).

Bemerkung I11.3.11: (i) Ist £ ein k-Zyklus, dann ist ord(§) = k (vergleiche
dazu Blatt 7, Aufgabe 2).

(ii) Fiur einen k-Zyklus £ = (xq, ..., z;) gilt:

3 4 5
2 4 3

D O

7
7 ) =(2,5,3)

(z1,- -, 7g) = (21, 22) 0 (T2, 73) 0 -+ 0 (Tp_1, Tp).
Beispiel I11.3.12: Wir betrachten die Gruppe S72 und die Permutation

(1 23456 7 8 910 11 12
=l1 12827411109 3 5 6

Esist 0 = (1) 0(2,12,6,4) 0 (3,8,10) o (5,7,11) o (9), also ist o kein Zyklus.

Satz 5: Sei M eine endliche Menge. Jede Permutation o € Perm(M) ist ein
Produkt von disjunkten Zyklen. Das heifst es gibt disjunkte Zyklen &1, ..., &N
mitc =& o0& o---0&y. Es gilt dann Tr(&;) C Tr(o). Das leere Produkt ist
zugelassen, also N = 0 ist erlaubt (dieses gibt o = id).

Beweis: Wir zeigen die Aussage via Induktion iiber die Anzahl der Elemente
im Tréager von o. Induktionsanfang: Ist #(Tr(c)) = 0, so ist o ist die Identitét
und die Behauptung gilt.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle ¢/ € Perm (M) mit
H#(Tr(0")) < #(Te(0)).

Induktionsschluss: Wihle 2y € Tr(o) und ko := min{k € N | % (xq) = z¢}.
Wir bemerken, dass kg < ord(o). Wir erhalten Z; = {x, o(z¢), ..., 0" 1 (z0)},
und setzen (; = (zq,(z0), . .., (zp)). Dann gilt also: Wenn x € Z;, dann
ist ¢1(z) = o(z). Setze jetzt o := (; ' o ¢. Dann gilt: Wenn x € Z;, dann ist
o1(r) = ¢ Ho(x)) =z und ist * € M — Zy, dann ist o1 (z) = ¢ (0(2)) = o(z),
also ist oy1(z) € M — Z;. Damit ist Tr(oy) C Tr(o) \ Zi, also haben wir
die Ungleichung #(Tr(o1)) < #(Tr(o)). Nach der Induktionsvoraussetzung
gibt es disjunkte Zyklen (5,...,(y mit oy = (3 0--- 0o (y, auBerdem gilt
Tr(¢2), ..., Tr(Cy) € Tr(oy) und somit Tr(¢;) NTr(¢) = @ furi € {2,...,N}.
Insgesamt haben wir

0=(00o01=¢0(o--0oly

und (i, ...,y haben disjunkte Triger. O
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Bemerkung I11.3.13: Sind o4, 09 € Perm(M) mit Tr(oy) N Tr(o2) = &, dann
gllt 01 009 = 099007.
Korollar III.3.14 (aus [Satz 5): Es sei o € S,,. Dann gibt es m € Ny mit

O =T10---0Tpy

wobei die T; Transpositionen sind.

Beweis: Folgt aus in Verbindung mit [Bemerkung TIT.3.11] O

Definition III.3.15 (Signum): Sei ¢ € S,,. Wir definieren das Signum von o
durch

sign(a) — H U(]) - O<Z)

1<i<j<n  J T

Beispiel I11.3.16: (i) Sei 0 = (1,2,3,4) € Sy4. Dann ist

0c(2)—o(1) o(3)—0c(1) o) —0a(l) a(3)—0(2)
2-1 3—1 4—-1 3—2
o(4) —o(2) o(4)—a(3)
4—2 4—-3
0 3—-2 4-2 4-3 1-3 1-4
T2-13-13-2 4-2 4-3
— (-1 (1) - (- =1,

(ii) Sei o = (1,2) € S,,. Beachte: Es gilt ¢ < j mit o(i) > o(j) genau dann,
wenn ¢ = 1 und j = 2, d. h. es ist sign(o) = (—1).

sign(o) =

Bemerkung I11.3.17: (i) Da in der Definition von sign(o) in Zahler und
Nenner des Bruchs bis auf Reihenfolge und Vorzeichen die gleichen Faktoren
stehen, ist sign(o) € {£1}.

(i) Fir m € S, gilt:

demo) = [ 20 = o(x()

1<i<j<n m(i) — m(j)

denn 7 vertauscht nur die Reihenfolge der Faktoren bei der Berechnung des
Signums.
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Proposition I11.3.18: Die Abbildung
Sign: (Sn7 O) - ({_17 1}7 ')7 o Sigﬂ(O‘)
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Fir o und 7 € S5, gilt

stoor)— [ U)ot
o) =o)L
1§ggn 7(j) — (i) 1gggn j—i gn(o) - sign(r),
damit ist alles gezeigt. 0

Proposition I11.3.19 (Konjugationstrick): Seien #(M) > 2 und a,b,a’, b’ Ele-
mente von M mit a # b und o’ # V. Waihle eine Permutation m mit m(a') = a
und 7(b') = b. Dann gilt:

(a',b)=m"o(a,b)om.
Beweis: Fir z € M gilt

b, fallsz=d
(77 to(a,b)om)(z) =4 d, fallsaz ="V
xz, fallsz ¢ {d,0'}. M

Beispiel I11.3.20: In S5 betrachte 71 = (1,2) und 7 = (3,5). Wéhle

1 2 3 45
7r:<3 411 5 2)2(1,3)0(2,4,5).
Dann ist
7 tlo (1,2)omr =(3,1)0(5,4,2) 0 (1,2) = (1,3) 0 (2,4,5) = (1)(2)(3,5)(4).

Korollar I11.3.21: (i) Ist 7 eine Transposition in S,, dann ist sign(r) = —1.
(i) Ist ¢ ein Zyklus der Lange l in S, dann ist

—1, fallsl gerade ist,

1, falls | ungerade ist.
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4. Ringe

(iii) Ist 0 € S, mit der Zerlequng o = (y 0 -+ o (y in disjunkte Zyklen
Cis- .. Cn. Dann ist

sign(o H sign(¢;).

Beweis: (i) |Proposition I11.3.19| garantiert die Existenz einer Permutation
m €S, mit 7=n"10(1,2) o und in dieser Situation kénnen wir ausrechnen

sign(7) = sign(7) ™! - sign(1, 2) - sign(7) = —1.

(ii) Sei ¢ = (1,...,x;) mit paarweise verschiedenen x1,...,z; € {1,...,n}.
Nach|Bemerkung I11.3.11|kénnen wir schreiben ¢ = (2, x2)o(z2, x3)0. .. (2,1, 2;),
(i) liefert jetzt sign(¢) = (—1)!"1, also die Aussage.

(iii) Klar, da sign Gruppenhomomorphismus ist. O

Bemerkung I11.3.22: |Korollar II1.3.21| gibt ein einfaches Verfahren, um das
Signum von einer Permutation o € .S,, zu berechnen.

Beispiel 111.3.23: In Sig:

in12
SIB | 7y

— w

4 6 8 9 10
2 8 5o 10 6

7
3
3)0(2,4)0(5,9,10,6,8)) =1-(=1)-1 = (1),

= sign

5
9
sign((1,7,3)
4. Ringe

Definition ITI.4.1 (Ring):

(i) Eine Menge R mit Verkniipfungen ,+“, ,-“ heifit Ring, falls gelten:

(1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe,

(2) ,-“ ist assoziativ,

(3) Es gibt ein neutrales Element 1z beziiglich ,-“, d.h. fiir alle z € R
istx-lg=x=1 .

(4) Es gelten die Distributivgesetze, d. h. fur alle z,y, z € R gilt

r-(y+2)=(x y)+(v-2), (Y+z2)-z=Uy z)+ (2 2).
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Wir nennen die Verkniipfung ,,+“ Addition, ,-* heifit Multiplikation, das
neutrale Element von (R,+) heifit Oz (oder kurz manchmal 0), das
neutrale Element von (R, -) heiBt 15 (oder kurz manchmal 1). Fir z € R
heifft —z das Inverse zu x beziiglich ,+“ Fir z,y € Rist —y 1= z+(—y).
Fir z,y,z € Rist x -y + z := (z - y) + z (,Punkt vor Strich“).

(ii) Falls die Verkniipfung ,,-“ zusatzlich kommutativ ist, dann heiit R kom-
mutativer Ring.

Beispiel I11.4.2: (i) (Z,+,-), (Q,+,-) und (R, +,-) sind Ringe.
(ii) (Z/nZ,+,-) ist ein Ring. Hierbei ist die Multiplikation erklart durch

[a] - [b] := [a - b].
Dass diese Verkniipfung wohldefiniert ist, zeigt man genau wie bei der Addition.
(iii) (R™™, +,-) ist ein Ring.
(iv) Seien R ein beliebiger Ring und @ # M eine Menge. Dann wird
R := Abb(M,R) = RM
zu einem Ring mit den nachfolgend definierten Verkniipfungen:
f+g: M — R, mvr— f(m)+g(m),  fg: M — R, m+— f(m)g(m)

fir f,g € R'. Hierbei ist Or die Abbildung von M nach R, die jedes Element
von M auf Og abbildet, und 1z die Abbildung, die jedes Element von M auf
1r abbildet.

Proposition I11.4.3: Sei (R, +,) ein Ring. Dann gilt:

(i) Fir allex € R ist Or - © = 0g = = - Og.
(i) Fir allex,y € R ist (—x)-y=—(z-y) =x-(—y).

Beweis: (i) Es gilt Og -z = (0g +0g) -2 =0r- -2+ 0g -z, d. h.
Op=—0r-2)+0g-2=—0r-2)+0g-2+0gr-2=0g -2+ 0g-2=0g .
(ii) Wir wollen zeigen, dass (—z) - y das additive Inverse zu x - y ist:
z-y+(—x)-y=(r+(-2)-y=0r-y=0r

und wegen der Kommutativitat der Addition ist (—z) -y = —(x - y). Analog
zeigt man, dass z - (—y) = —(z - y). O
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Definition I11.4.4 (Ringhomomorphismus):

(i) Eine Abbildung ®: R — S heiit Ringhomomorphismus zwischen zwei
Ringen (R> +r; 'R)7 (57 +3, 'S)v wenn gelten:

(1) Fir alle z,y € R ist ®(x +ry) = ¢(z) +5 P(y),
(2) Fur alle z,y € Rist ®(z-gpy) = ®(z) -5 (y),
(3) Es gilt ®(15) = 1s.
Wir schreiben in diesem Fall ®: (R, +g,r) — (S5, +s,s).

® ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus zwischen (R, +g),
(S, +s). Somit gilt zum Beispiel fiir alle z € R, dass ®(—x) = —D(x).

(ii) Kern(®) = {zx € R| ®(x) = 05} heiit Kern von ®.

(iii) @ heiBt Ringendomorphismus, falls (R, +g, r) = (S, +s, -s). ® heiBft Rin-
gisomorphismus, falls es einen Ringhomomorphismus ¥: (S, +g,-5) —
(R,+r,-r) gibt, mit ® o ¥ = idg und ¥ o & = idg. ¢ heiBt Ring-
automorphismus, falls ® ein Ringendomorphismus und gleichzeitig ein
Ringisomorphismus ist.

(iv) Wir schreiben
Hompging (R, S)
={®: (R, +r,'r) = (S, +s,-s) |  ist Ringhomomorphismus}
fir die Menge der Ringhomomorphismen von (R, +g, -z) nach (S, +g, ).

Beispiel I11.4.5: (i) Sei R die Menge der reellwertigen Cauchyfolgen. R ist

ein Ring mit komponentenweiser Addition und Multiplikation von Folgen. Die
Abbildung
¢: R — R> (an)nelN — nh—>nc}o Qnp,

ist ein Ringhomomorphismus.

(ii) Seien (R,+,-) ein Ring und @ # M eine Menge. Ferner seien zo € M
und R := Abb(M, R). Dann ist die Abbildung

¢,,: R — R, f— f(xo)

ein Ringhomomorphismus, der sogenannte Auswertungshomomorphismus zu
Zo-

Beweis: (1) Es gilt

Doy (f +9) = (f + 9)(x0) = f(20) + 9(w0) = Py (f) + Pay (9).
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(2) Wie oben rechnet man nach, dass

D (f - 9) = (f-9)(@0) = f(w0) - g(x0) = Puy (f) - Puy (9)-

(3) Da 1g die Abbildung ist, die jedem Element von m das Element 1g
zuordnet, ist 1g/(xg) = 1g, also ¢, (1r) = 1g. O

Bemerkung I11.4.6: Sei (R, +,-) ein beliebiger Ring. Wir definieren ®: Z — R
wie folgt:
>oiq1g, falls z > 0,
O(2) :== ¢ 0pg, falls z = 0,

—z

= —1gr, falls z <0.
Dann ist ¢ ein Ringhomomorphismus von (Z, +, -) nach (R, +, ).

Beweis: (1) Man sieht mithilfe von Einsetzen der Definition und Fallunter-
scheidung (a > 0,a =0,a <0 und b > 0,b = 0,b < 0), dass

O(a+b) = P(a) + D(b).

(2) Mit Fallunterscheidungen und unter Ausnutzung der Distributivitatsge-
setze erhalt man

P(a-b) = D(a)- D(b).
(3) Es gilt nach Konstruktion, dass ®(1) = 1g.

R

Definition III.4.7: Fir einen Ring (R, +,-) definieren wir

0, falls S°F | 15 # Op fiir alle k € NN,
min{k | Zle 1r = 0gr}, sonst.

char(R) := {
char(R) heit die Charakteristik von R.
Bemerkung II1.4.8: Die Komposition von Ringhomomorphismen gibt wieder
einen Ringhomomorphismus, d. h. sind Ry, Rs, Rs Ringe und ® € Hompging (R1, R2),
v e Homng(R2, Rg), dann ist Vo & € HOIIlRing(Rl, Rg)

Dass die Komposition von Ringhomomorphismen wieder einen Ringhomo-

morphismus ergibt sieht man genau so ein, wie fiir Gruppenhomomorphismen.
Ab jetzt sei (R, +,-) stets ein Ring.
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Definition I11.4.9: (i) Ein x € R heifit invertierbar, falls es ein y € R gibt,
sodass x -y = 1gp = y - x. In diesem Fall ist y eindeutig bestimmt, heif3t
Inverses zu x und wird mit 2! notiert.

(i) R* = {z € R | x ist invertierbar} heifit Einheitengruppe oder auch
multiplikative Gruppe von R.

Bemerkung I11.4.10: (R*,-) ist eine Gruppe.

Beweis: (i) Wir miissen zeigen, dass ,,-* tatsachlich eine Verkniipfung auf R*
definiert, d. h. dass R* abgeschlossen unter Multiplikation ist: Sind z1, x5 € R*,
dann muss gelten z,25 € R*. Sind 21, 75 € R, dannist (z1-22)- (527" = 1p
und (25" -27Y) - (21 29) = 1, d.h. ;- 25 ist invertierbar mit Inversem x5 27!,

also 1 - x5 € R*.

(ii) - ist per Definition assoziativ mit neutralem Element 1z und jedes
Element von R* hat per Konstruktion ein Inverses beziiglich ,,-“, d.h. R* ist
eine Gruppe. O

Notation I1I.4.11: Seien R ein kommutativer Ring, x,y € R und y € R*.
Dann schreiben wir % = zy~ ! und speziell i =y L
Beispiel I11.4.12: (i) Z* = {£1}.

(ii)) R* =R — {0}, Q* = Q — {0}.

Definition I11.4.13: Ein Ring (K, +, -) heifit Korper, falls K ein kommutativer
Ring ist mit O # 1x und K* = K — {0}.

Satz 6: Fir den Ring (Z/nZ,+,-) gilt
(Z/nZ)* = {[d] | ggT(a,n) = 1}.

Ab jetzt schreiben wir @ := [a] fiir die Restklasse [a] von a € Z modulo n.
Lemma I11.4.14: In der Gruppe (Z/nZ,+) gilt:

(i) ord(a) = n/gegT(a,n) fir a € 7Z,

(ii) Z/nZ = (@) genau dann, wenn ggT(a,n) = 1.
Beweis: (i) Mit einer Aussage auf dem siebten Ubungsblatt sehen wir, dass

ord(a@) = min {k eN: zk:a = O} = min{k € IN | ka ist durch n teilbar}

=1
n

- gegT(a,n)’
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Kapitel III. Strukturmathematik: Gruppen, Ringe, Koérper

(ii) Es gilt G = (@) genau dann, wenn ord(a@) = n. Nach (i) ist das genau
dann der Fall, wenn ggT(a,n) = 1. O

Lemma I11.4.15 (von Bézout): Seien a,b € Z. Es gilt ggT(a,b) = 1 genau
dann, wenn es k,l € 7. gibt mit 1 = ak + bl.

Beweis: Es gilt ggT(a,b) = 1 nach [Lemma I11.4.14] genau dann, wenn schon
Z/bZ = (a) und es gilt Z/bZ = (a) genau dann, wenn 1 € (a). Weiterhin gilt
T € (@) genau dann, wenn 1 = ka fiir ein k € Z. Es gilt T = ka genau dann,
wenn es k,[ € 7 gibt mit 1 = ka + [b. O

Beweis (von[Satz 6): @ € Z/nZ ist invertierbar genau dann, wenn es ein
Element k von Z/nZ gibt mit ak = 1. Aber ak = 1 gilt genau dann, wenn
es k,l € Z gibt, mit ak + [n = 1. Nach |[Lemma I11.4.15|ist das dquivalent zu
ggT(a,n) = 1. O

Korollar I11.4.16 (aus [Lemma I11.4.15)): Fira,b € Z gilt: Es gibt k,1 € 7. mit
ggT(a,b) = ka + 1b.

Beweis: Sei ¢ = ggT(a,b), dann ist ggT(g 'a,g7'b) = 1, und nach

ma 111.4.15| gibt es jetzt k', 1" € Z mit 1 = K" - g~ a + {"g~ 0. Multiplizieren mit
I11.4.15| gib j K l'eZmit 1 =k ! I'g~'b. Multiplizi i
g liefert die Behauptung. O

Korollar I11.4.17: Ist U eine Untergruppe von (Z,+), dann gibt es ag € Z mit
U= CLOZ.

Beweis: Falls U = {0}, dann kénnen wir U schreiben als U = 0Z. Ist U # {0},
dann gibt es a € U mit a > 0. Das kleinste Element in U N IN nennen wir aq.
Sei nun b € U. Ist b > 0, dann liefert [Korollar [11.4.16] dass es k,[ € Z gibt mit
ggT(ag,b) = kag + Ib € U (hierbei sind ag,b € U). Wegen der Minimalitat von
ap muss ggT(ag, b) gelten, also b € agZ. Fir b < 0 ist —b € apZ, und da ayZ
eine Untergruppe von 7 ist, ist auch b € a¢Z. Insgesamt ist also U = a¢Z. U

Korollar 111.4.18: Sei ®: Z — (R, +,+) der Ringhomomorphismus aus
kung I11.4.6. Dann ist Kern(p) = char(R)Z.

Beweis: Der Kern von @ ist eine Untergruppe von (Z, +). Ist Kern(®) # {0},
dann ist char(R) die kleinste positive Zahl in Kern(®) und nach [Korollar I11.4.17|
ist dann Kern(®) = char(R)Z. O

Beispiel 111.4.19: Fur den Ring (Z/nZ,+) gilt insbesondere: char(Z/nZ) = n.
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5. Korper

Beispiel 111.4.20: Ein Polynom p tiber R in der Variable X ist ein Ausdruck
der Form

p(X> :G0+G1X—|—a2X2+..._|_anX":Zaixi
=0

mit n € Ny, ag,...,a, € R und a, # 0. n heift der Grad von p(X). Wir
nennen

R[X] :={p(X) | p(X) ist Polynom iiber R}

den Polynomring (in einer Variablen) iiber R. Seien p(X) = 37 ;a;X* und
q(X) = X7 b; X7 € R[X]; der Polynomring wird zu einem Ring mit den
folgenden Verkniipfungen:

max{n,m} ' n+m ‘
p(X)+q(X):= > (e +b)X", pX) qX)=) X,
=0 =0

hierbei sind a; = 0 fiir ¢ >n, b; =0 fir ¢ > m und ¢; = Z};:O arbi_1.

Proposition I11.4.21: Sei ®: (Ry, +1,1) — (Ra, +2,2) ein Ringhomomorphis-
mus. Dann gilt: ® ist ein Isomorphismus genau dann, wenn ® bijektiv ist.

Beweis: Die Argumente aus dem Beweis von |Proposition [11.2.10[ gehen hier
genau so durch. 0

Definition I1I.4.22: Fir einen Ring (R, +, ) und eine Teilmenge 7' C R heifit
T Teilring, falls gelten:
(1) lpeT,
(11) Fur alle ti,to €T sind t1 + t, € T, t1-to€T.
(ili) Fir allet € Tist —t € T..

Bemerkung I11.4.23: In [Definition 111.4.22|ist insbesondere (7, +, -) selbst wie-
der ein Ring.

5. Korper

Erinnerung: Ein Ring (K, +,-) heifit Kdrperﬂ falls K kommutativ ist und
Or # 1k sowie K* = K — {0} gelten.
'Der englische Begriff fiir Kérper ist field. Ublicherweise unterscheiden sich die englischen

Begriffe nicht besonders von den deutschen Bezeichnungen, bei Korper ist das schon der
Fall.
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Beispiel IT1.5.1: (i) (Q,+,-) und (R, +,-) sind Korper.

(ii) (Z/nZ,+,-) ist ein Korper genau dann, wenn n eine Prinzahl ist. Das
sieht man mithilfe von ein. Ist p eine Primzahl, so schreiben wir
F, := Z/pZ. Dabei steht I fur field.

Beispiel I11.5.2: Es sei R = R x R, ferner seien (aq,b), (ag,by) € R. Auf R
erklaren wir die Verkntipfungen + und - durch

(al, b1)+(a2, bg) = ((11‘{'&2, b1—|—l)2), (al, bl)'(ag, bz) = (alag—blbg, a1b2+bla2).

Diese Verkniipfungen machen R zu einem Korper. Um das einzusehen ist zu
prifen, dass ...

(i) ...(R,+) eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element (0,0)) ist,

(ii) ...,-“ assoziativ ist,

(iii) ...,-“ als neutrales Element (1,0) hat,

(iv) ..., kommutativ ist,

(v) ...(a,b) € R mit (a,b) # 0 invertierbar ist,
(vi) ...(1,0) # (0,0) ist,

(vii) ...die Distributivgesetze gelten.

R ist ein besonderer Korper: Wir nennen C := R den Korper der komplexen
Zahlen. Es gibt einen injektiven Ringhomomorphismus ®: R — C,a + (a,0).
Wir identifizieren R via ® mit ®(R) und fassen auf diese Weise R als Teilring
von C auf. Schliefllich nennen wir i := (0, 1) und erhalten

i? = (=1,0) = —(1,0) = —®(1).
Proposition II1.5.3: Es sei (K, +,-) ein Kdrper. Dann ist char(K) = 0 oder
char(K) = p fiir eine Primzahl p.

Diese Aussage wir auf dem achten Ubungsblatt bewiesen.

Proposition II1.5.4: Seien (R,+,) ein Ring mit 1 # Og und (K,+,-) ein
Korper. Ferner seit ®: K — R ein Ringhomomorphismus. Dann ist ® injektiv.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass Kern(®) = {0}. , 0 ist klar. Fir ,,C*:
Angenommen es gibe z € Kern(®) mit x # 0x. Da K ein Kérper ist, gibe es
dann y € K mit zy = yxr = 1x, und dann wére

O(z)P(y) = P(zy) = P(1k) = ©(1r),  P(y)P(z) = P(yz) = ®(1x) = 1k

Da aber z € Kern(®), wire ®(z) = 0, also auch ®(zy) = ®(z)®(y) = 0 im
Widerspruch zu 15 # 0. O
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Kapitel 1V.

Vektorraume und Dimensionstheorie

1. Vektorraume

In diesem Abschnitt sei stets (K, +,-) ein Korper.

Definition IV.1.1: Ein Vektorraum tber dem Korper K (kiirzer: K - Vektorraum)
ist eine Menge V' zusammen mit einer Verkniipfung ,,+* und einer ,dufleren
Verkniipfung” -: K x V' — V| so dass gelten:

(VA) (V,+) ist eine abelsche Gruppe,

) Fir alle x € V ist 1gz = «,

SM,) Fiir alle Ay, As € K und = € V ist (A + Ag)z = Mz + Aoz,

SM3) Fir alle A € K und zy29 € V ist A(z1 + z3) = Axg + Ao,

SM,) Fir alle A\j, A2 € K und x € V ist A - (Aaz) = (A1 - A2).

Beispiel IV.1.2: Die Menge
K"={(z1,...,2.)" | 21,...,2, € K}

ist ein K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition und komponentenweiser
skalarer Multiplikation.

Bemerkung IV.1.3: (i) Fir K = R ist Definition IV.1.1|genau die Definition
von R-Vektorrdumen aus [Definition 11.2.2]

(ii) Wir koénnen wie in [Definition I1.3.1] (p x ¢)-Matrizen mit Eintragen in K
als Abbildungen

{1,....p} x{1,...,¢} — K

definieren und erhalten den K-Vektorraum K?*¢ wie in (Definition I1.3.4).
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Kapitel IV. Vektorrdume und Dimensionstheorie

(iii) Alle Aussagen aus den Abschnitten (I1.2), (II.3), (IL.4) und (I1.5) gelten
genau so flir Vektorrdume, Matrizen und lineare Gleichungssysteme iiber einem
beliebigen Korper K.

Im Folgenden seien V, W stets K-Vektorraume. Bei allen auftretenden Vek-
torrdumen notieren wir die Addition mit ,,+*“ und die skalare Multiplikation
mit ,,-“ Fir v € V und A € K schreiben wir auch einfach kurz \v statt A - v.

Definition IV.1.4 (Vektorraumhomomorphismus):
(i) Ein (Vektorraum-)Homomorphismus von V' nach W ist eine Abbildung
®: V — W mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Fiir alle u,v € V ist ®(u +v) = &(u) + ®(v),
(2) Fir alle A € K und v € V ist ®(Av) = AD(v).

® ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus von (V, +) nach (W, +).
Statt Vektorraumhomomorphismus ist auch die Bezeichnung (K -)lineare
Abbildung gebréuchlich.

(ii) @ heiBit Endomorphismus, falls V.= W. ® heiBt Isomorphismus falls es
eine lineare Abbildung ¥: V' — W gibt, die Vo ® = idy und ®o ¥ = idy,
leistet. ® heifit Automorphismus, falls ¢ ein Endomorphismus und ein
[somorphismus ist. Die Vektorraume V' und W heiflen isomorph, falls

es einen Vektorraum-Isomorphismus ®: V' — W gibt; man schreibt in
diesem Fall V = V.

Beispiel IV.1.5: (i) Eine Matrix A € K?*9 definiert die lineare Abbildung
Gy K9— KP v+ Av (vergleiche (Bemerkung I1.5.27)).

(ii) Die Transpositionsabbildung *: KP*?7 — K9P A — A! ist eine lineare
Abbildung (vergleiche (Proposition 11.3.10)).

(iii) Die Nullabbildung V' — W, v — Oy ist eine lineare Abbildung.

Bemerkung IV.1.6: Sei ®: V' — W eine lineare Abbildung.
(i) Kern(®) = {v € V | ®(v) = Oy} = ®7!(0w) ist ein Untervektorraum
von V.
(ii) @ ist injektiv genau dann, wenn Kern(®) = {0y }.

(iii) @ ist ein Isomorphismus genau dann, wenn ¢ ein bijektiver Homomor-
phismus ist.

(iv) Verkettungen von linearen Abbildungen sind lineare Abbildungen.

78



2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

Beweis: (i) Aus (Bemerkung I11.2.6) wissen wir, dass Kern(®) eine Unter-
gruppe von (V, +) ist, d. h. es gilt 0y € Kern(®). Ebenso aus der Situation fur
Gruppen ist bekannt: Sind vy, ve € Kern(®), dann ist auch vy + vy € Kern(®).
Seien jetzt A € K und v € Kern(®). Dann ist ®(\v) = A®(v) = A0y = Oy,
d.h. \v € Kern(®).

(ii) Folgt aus (Proposition II1.2.7).
(iii) Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von (Proposition I11.2.10).
(iv) Nachrechnen. O

Erinnerung: Die Menge Abb(V,W) ist ein K-Vektorraum (vergleiche

spiel 11.2.3)).

Proposition IV.1.7: Die Teilmenge
Homg vr(V,W) :={®: V. — W | ® ist lineare Abbildung} C Abb(V, W)

ist ein Untervektorraum. Wir schreiben kurz Hom(V, W) := Homg_ygr(V, W).

2. Basen und lineare Unabhangigkeit

Beispiel IV.2.1: Es sei K = 5. Wir betrachten das folgende lineare Glei-

chungssystem:
r+0y+z+ w=1
24+2w=2
Zu diesem linearen Gleichungssystem gehort die erweiterte Matrix
10111
( 00122 ) '

Diese wollen wir in Treppenform bringen. Dazu ziehen wir die zweite von der
ersten Zeile ab und erhalten

Eine spezielle Losung fiir das lineare Gleichungssystem ist (4,0,2,0)". Zur
Bestimmung der Fundamentallésungen benutzen wir den (-1)-Trick und erhalten

1001 0001
5000 0100
“Sloota|l 179|000 3
5000 0001
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Nach (Satz 2) ist die Losungsmenge IL des linearen Gleichungssystems

+

Zt,S€F5

Sl Nl O W
ol O | O
+
»
= Wl O

Ab jetzt seien wieder (K, +,-) ein Kérper und (V) +, ) ein K-Vektorraum.
Definition IV.2.2:

(i) Sei M = {vy,...,v,} CV eine endliche Teilmenge von V. Ein Element
v € V heifit Linearkombination von M, falls es A, ..., \, € K gibt mit

v = )\11}1 ++)\nvn = Z)\’U'L
i=1

(ii) Ist M C V eine beliebige (moglicherweise unendliche) Teilmenge von V|
dann heifit v € V' Linearkombination von M, falls es eine positive ganze
Zahl n sowie vy, ...,v, € M und \q,..., A\, € K gibt mit

n
TED VIV R W N W
=1

Fir n =01ist 27" ; \jv; = Oy.

Bemerkung IV.2.3: (i) In [Definition IV.2.2| stimmen fiir endliche Mengen
M die Definitionen in (i) und (ii) tiberein.

(ii) Oy ist Linearkombination fiir jedes M.

(iii) Ist M = @, so ist Oy die einzige Linearkombination von M.

Definition IV.2.4 (Basis): Sei B = {vy,...,v,} eine endliche Teilmenge von
V. B heiflt Basis, falls sich jeder Vektor v € V auf genau eine Weise als
Linearkombination von B schreiben lasst. Das heif3t:

V'UEVH!()\l,...,)\n) GK”CU:Z)\iUi.

i=1
Definition IV.2.5: Sei M eine beliebige Menge.

(i) Fiur f € Abb(M, K) heiit Tr(f) :={m € M | f(m) # 0} der Triger von
7
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2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

(ii) Wir nennen Abby (M, K) := {f € Abb(M, K) | Tr(f) ist endliche Menge}
die Menge der Abbildungen von M nach K mit endlichem Trager.

(iii) Ist M C V und A € Abby(M, K), dann definiere

A= 3 A

veM vETr(X)
Definition IV.2.6: Eine beliebige Teilmenge B C V heifit Basis, falls gilt:

VoeVIAeAbby(B, K) v =3 AMw

webB
Definition IV.2.7 (Lineare (Un-)Abhéngigkeit):

(i) Eine endliche Teilmenge M = {vy,...,v,} von V heifit linear unabhdingig,
wenn gilt:

V()\l,,An)EKnZ)\ﬂ)Z:OViAlz:)\nzo
i=1

Das heif3t: 0y lasst sich auf genau eine Weise als Linearkombination von
M darstellen.

(ii) Eine beliebige Teilmenge M von V heifit linear unabhdngig, wenn gilt:

Ve Abbg M, K Z )\ w =0y = A= OAbbo(M,K)-

weM

(iii) Eine beliebige Teilmenge M von V heifit linear abhdingig, wenn M nicht
linear unabhéngig ist.

Beispiel IV.2.8: (i) Sei M := {(1,1,0)%(2,1,0),(1,0,0)'} C K3. M ist
linear abhangig, denn

1 2 1 0
111 |1-1]1|+110]|=1]60].
0 0 0 0
(ii) Sei M := {(1,0)%,(1,1)!} € K?. M ist linear unabhingig, denn fiir
A1, Ay € K mit A(1,0)" + Ao(1,1)" = (0,0)" erhalten wir das lineare Gleichungs-
system
AL+ A = 0,
A2 =0,

dessen einzige Losung Ay = Ay = 0 leicht abzulesen ist.
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Definition IV.2.9: Sei M C V. Dann heif}t
Lin(M) :={v € V | v ist Linearkombination von M}

die lineare Hiille von M, oder Spann von M oder auch Erzeugnis von M. Ge-
brauchlich ist auch die Schreibweise (M) := Lin(M) und falls M = {vy,...,v,},
schreibt man auch (vy,...,v,) == ({v1,...,0.}).

Bemerkung IV.2.10: In (Definition II1.1.11) war uns (M) schon als Schreib-
weise fiir die von M erzeugte Untergruppe begegnet. Das sind unterschiedliche
Dinge, die Notation ist nicht eindeutig. Es muss explizit benannt— oder aus
dem Kontext klar werden, ob die erzeugte Untergruppe, oder der erzeugte
K-Vektorraum gemeint ist.

Beispiel IV.2.11: (i) Seien v; = (1,0,0)%, vy = (0,1,0)" und v3 = (0,0,1)" €
K3. Dann sind z. B. (v, v9,v3) = ({v1, v9,v3}) = K3, (v1) = ( O)t | a E K},
oder (vy,vs) = {(a,b,0)" | a,b € K}.

(i) Seien v; = (1,0,1)%, vy = (0,2,0)", v3 = (5,2,5)", vy = (1,0,0)". Dann

ist v3 = 5uy + luy € (vy,v9), aber vy & (vy, vy).

(iii) Ist M = @, dann ist Lin(M) = {0}.
Proposition 1V.2.12: Es sei M C V. Dann gelten:

(i) M C Lin(M),

(ii) Lin(M) ist ein Untervektorraum von V'; genauer:

Lin(M)= (U

veJ

mit J ={U CV | U ist Untervektorraum von V, M C U}.

(iii) Ist M’ ebenfalls eine Teilmenge von V', dann gilt: Ist M' C M, dann ist
auch Lin(M'") C Lin(M).

(iv) M ist ein Untervektorraum genau dann, wenn M = Lin(M).
(v) Es gilt Lin(Lin(M)) = Lin(M).

(Vi) Fiir zwei Untervektorraume Uy, Us von V' gilt:
Lin(U1 UUQ) = U1 +U2 = {iC—i-y ‘ x Ul,y € UQ}

Beweis: (i) z € M kénnen wir zum Beispiel schreiben als x = 1z € Lin(M).
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2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

(ii) Nachzurechnen, dass Lin(M) ein Untervektorraum ist, bleibt dem Leser
als Ubung iiberlassen.

»,C“ Seix € Lin(M),d. h.esgibtn € Ng, v1,...,v, € Mund Ay,..., A\, € K
mit x = 3", \Mvg + - -+ + A\, Fiir jedes U € J ist schon vy,...,v, € U, und
da U ein Vektorraum ist, gilt damit auch z = >7"" ; \jx; € U. Insgesamt also
T € mUEJ U.

,2% Folgt direkt, da Lin(M) € J.

(iii) Klar.

(iv) ,<“: Direkte Konsequenz aus (ii).

»,=1 Wir miissen zeigen, dass M = Lin(M) ist. Aus (i) erhalten wir
M C Lin(M). Die andere Inklusion Lin(M) C M folgt aus (ii), da M ein
Untervektorraum von V mit M C M ist.

(v) Folgt sofort aus (ii) und (iv).

(vi) Die Inklusion ,, 20 folgt aus der Definition von Uy + Us,. Zu ,,C“: Aus
(Proposition 11.2.8) wissen wir, dass U; + U, ein Untervektorraum ist, aulerdem
ist UIUUQ Q U1+U2, also LIH(U1UU2> Q U1+U2. O

Proposition IV.2.13 (Kriterium fiir Basen): Fir B C V gilt: B ist eine Basis
von V' genau dann, wenn B linear unabhdngig ist und Lin(B) = V.

Beweis: Die Implikation ,,=* ist direkte Konsequenz der Definition einer Basis
(nur die triviale Nulldarstellung).

Fiir ,<=“: Sei v € V. Da Lin(B) =V, ist v eine Linearkombination von B.
Was wir noch zu zeigen haben ist die Eindeutigkeit dieser Linearkombination.
Seien AV A\®@ € Abby(B, V) mit v = ¥ pe5 AV (w)w = e A? (w)w. Dann
ist

0=v-—v=Y AY(w) -\ w))w.
weB
Da aber B linear unabhingig ist, muss A (w) — A (w) = 0 fiir alle w € B
gelten, d.h. es ist schon A() = X und wir haben die Eindeutigkeit gezeigt.[]

Beispiel IV.2.14: Es seien V = R? und B = {(1,-1),(1,1)'}. B ist linear
unabhéingig: Seien A, Ay € R mit A\ (1, —1)" + Ao(1,1)" = (0,0)*, dann ist

)\1 + )\2 =0 N 11 )\1 . 0 .
AN+ X=0 -1 1 Ao 0 )’
schreiben wir A := (4 1) € R**?, dann kénnen wir formulieren: B ist li-

near unabhéngig genau dann, wenn das homogene lineare Gleichungssystem
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A.(A1, A2)" = 0 nur die triviale Losung 0 hat. Nach (I1.5.23) ist das genau dann
der Fall, wenn der Rang(A) gleich der Anzahl der Spalten ist.

Weiter ist Lin(B) = R?: Es gilt Lin(B) = R? genau dann, wenn es fiir alle
v € R? Zahlen A\, \s € R gibt mit A\jv; + Agvy = v. Das ist genau dann der
Fall, wenn es fiir alle v € R? Zahlen \j, A € R gibt mit A(A;, A\2) = v. Nach
(I1.5.23) gilt das genau dann, wenn der Rang(A) gleich der Anzahl der Zeilen
von A ist.

Jetzt prift man nach, dass Rang(A) = 2, und weif}; dass B eine Basis von
R? ist.

Proposition IV.2.15: Seien vy,..., v, € K" =1V und A := (vy]...|vy). Dann
gelten:
(i) {v1,...,vm} ist linear unabhdingig genau dann, wenn Rang(A) = m.
(ii) Lin({v1,...,vn}) =V genau dann, wenn Rang(A) = n.
(iii) Ist B C V ist eine Basis von V', so ist #(B) = n.

Beweis: Wir bemerken, dass A € K™, d.h. A hat n Zeilen und m Spalten.

(i) {vi,..., v} ist linear unabhéngig genau dann, wenn A(\y,...,A\,)" =0
nur die triviale Losung (A1, ..., A,)" = 0 hat. Nach (I1.5.23) gilt das genau
dann, wenn Rang(A) = m.

(ii) Lin({v1,...,v,}) = K™ gilt genau dann, wenn das lineare Gleichungs-
system A(A1,..., Ap)t = v fiir jedes v € V' eine Losung hat. Nach (I1.5.23) gilt
das genau dann, wenn Rang(A) = n.

(iii) B sei eine Basis von V. Nach (i) ist dann #(B) < n. Insbesondere ist

B endlich, also konnen wir B schreiben als B = {vy,...,v,,} fir ein m € IN.
Fiir die Matrix A = (v1]. .. |v,,) gilt dann: m = Rang(A) = n, d.h. m = n und
B besteht aus n Vektoren. O

Satz 7: Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis B. Dann ist V = Abby(B, K).
Beweis: Wir definieren die Abbildung

A: Abby(B,K) —V,  A— S A(D)D.

beB

Die Abbildung A ist wohldefiniert und linear. Des Weiteren ist A surjektiv, da
Lin(B) = V und injektiv, da B linear unabhéngig— und damit Kern(A) = {0}
ist. U
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2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

Korollar IV.2.16:

(i) Besitzt V' eine Basis B mit n Elementen (wobein € IN), dann ist V = K™,

(ii) HatV eine endliche Basis, dann sind alle Basen gleichmdchtig.

Beweis: (i) Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Aus wissen wir,
dass V' = Abby(B, K). Weiterhin ist

Abbo(B,K) — K™, A (A(01), -, A(v))

ein Isomorphismus, also V' = Abby(B, K) = K.
(ii) Sei B eine endliche Basis von V. Falls B = @, ist V = {0} und die
Behauptung gilt. Ist #(B) = n € IN, dann wissen wir aus (i), dass V = K",

auflerdem wissen wir aus |Proposition IV.2.15| dass jede Basis von V' schon n
Elemente hat. ]

Bemerkung IV.2.17: (i) Die Umkehrabbildung A™': V' — Abby(B, K) zu
A aus nennen wir auch Koordinatenabbildung Dg zur Basis B.

(ii) Sei B = {by,...,b,}. Wéhlen wir eine Reihenfolge auf den Elementen
von B, dann erhalten wir die geordnete Basis (by,...,b,). Auf diese Weise
bekommt man dann einen Isomorphismus Abbg(B, K) — K.

Satz 8 (Charakterisierende Eigenschaft einer Basis): Es sei V' ein K- Vektor-
raum und B C V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) B ist eine Basis,

(ii) B ist mazimal unter den linear unabhdngigen Teilmengen von V', d.h. B
ist linear unabhdngig und fir alle M CV mit B C M gilt: M ist linear
abhdngig.

(iii) B ist ein minimales Erzeugendensystem, d. h. Lin(B) =V und fir alle
M C B gilt Lin(M) C V.

Beweis: (i) = (ii)“: Da B eine Basis ist, ist B linear unabhéngig. Sei nun
M eine Teilmenge von V mit B C M. Wahlen wir v € M \ B, dann gibt es
A € Abby(B, K) mit v =Y ,cp A(w)w und wir kénnen definieren

AMw), firw € B,
N M — K, wr— < =1,  fiir w=w,
0, fir w € M\ BU {v}.
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Damit ist

Y Nww=> Mww-—1v+ > O0w=0y

weM weB weM\BU{v}

und X ist nicht die Nullabbildung. M ist also linear abhéingig.

»(il) = (iii)“: Wir haben zu zeigen, dass B ganz V erzeugt, d.h. dass
Lin(B) =V. Sei v € V. Ist v € B, dann ist schon v € Lin(B). Ist v € V' \ B,
dann setze M := B U {v}. Da B maximal linear unabhéngig ist, ist M linear
abhéngig, d.h. es gibt A € Abbg(M, K), sodass Y ,,car A(w)w = 0y . Dabei ist
A(v) # 0, denn sonst wire B linear abhangig. Setze u := A(v) € K*, dann ist
Y e Mw)w = Oy auflosen nach v gibt

v=—> l)\(w)w,
weB P
es ist also v € Lin(B).

Es bleibt zu zeigen, dass B minimal als Erzeugendensystem ist. Angenommen,
es gébe M’ C B mit Lin(M') = V. Dann erhalten wir wie in (i) = (ii)“, dass
B linear abhangig sein miisste; ein Widerspruch.

,(1ii) = (i)“: Wir haben zu zeigen, dass B linear unabhingig ist. Das wollen
wir zeigen per Widerspruch: Angenommen, B ist linear abhéngig. Dann gébe
es A € Abby(M, K) mit > ,cp A(w)w = 0y, wobei A nicht die Nullabbildung
ist, d.h. es gébe vy mit A(vy) # 0. Wir kénnten dann auflosen

Vo = — Z )‘(w)

w7
webntuo} M00)

d.h. es wére Lin(B \ {vo}) = Lin(B) = V im Widerspruch zur Minimalitat von
B. Also muss B linear unabhéangig— und damit eine Basis sein. U

Satz 9 (Existenz von Basen fiir endlich erzeugte Vektorrdume): FEs seiV ein
K -Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt. Dann gelten:

(i) V hat eine Basis.

(ii) Jedes endliche Erzeugendensystem M von V' enthdlt eine Basis, d. h. ist
M CV mit V = Lin(M) und #(M) < oo, dann ezistiert eine Teilmenge
B von M, sodass B eine Basis fiir V ist.

(iii) Jede linear unabhingige Teilmenge M von V' ldsst sich durch Hinzunehmen
endlich vieler Vektoren zu einer Basis erginzen, d. h. ist M C 'V linear
unabhdngig, dann gibt es ng € Ny und vy,...,v, € V, sodass M U
{v1,...,v,} eine Basis von V ist.
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2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

(iv) Je zwei Basen von V' haben gleichviele Elemente.

Lemma IV.2.18:

(i) Ist M C V linear abhdngig, so gibt es v € M mit v € Lin(M \ {v}).

(ii) Hat V eine Basis B mit #(B) = n, dann gilt fir jede linear unabhdingige
Teilmenge M von V', dass #(M) < n.

(iii) Ist M linear unabhdngig und v ¢ Lin(M), dann gilt: M U {v} ist linear
unabhdngig.

Beweis: Wir haben (i) und (iii) bereits im Beweis von bewiesen.

Zu (ii): Betrachte die Koordinatenabbildung Dp: V' — K™. Aus (Bemerkung
IV.2.17) beziehungsweise (Korollar IV.2.16) wissen wir, dass Dp ein Isomor-
phismus ist; insbesondere ist Dp injektiv. Auf Blatt 9, Aufgabe 4 haben wir
gezeigt, dass ®(M) linear unabhéingig ist, d.h. #(M) = #(®(M)) < n, wobei
wir uns die Ungleichung in (Proposition IV.2.15) tberlegt haben. O

Beweis (von [Satz 9): (i) Folgt aus (ii).

(ii) Sei M ein endliches Erzeugendensystem von V. Ist M linear unabhéangig,
dann ist M Basis nach (Proposition IV.2.13). Ist M linear abhéngig, dann
gibt es nach [Lemma IV.2.18 ein v € M mit Lin(M \ {v}) = Lin(M) = V.
M'":= M\ {v} ist also ebenfalls ein Erzeugendensystem. Das konnen wir so oft
wiederholen, bis ein linear unabhangiges Erzeugendensystem entstanden ist.

(iii) Sei M eine linear unabhéngige Teilmenge von V. Aussage (ii) stellt
sicher, dass V eine endliche Basis besitzt. Aulerdem garantiert [Lemma IV.2.18]
dass #(M) < #(B) = n. Ist Lin(M) = V, dann ist M selbst bereits eine
Basis. Falls Lin(M) C V, wahlen wir v € V'\ Lin(M). Nach |[Lemma [V.2.18]ist
M’ := M U {v} weiterhin linear unabhangig. Auflerdem ist #(M’) < n. Diesen
Schritt konnen wir solange fortsetzen, bis wir nach n — #(M) Schritten eine
linear unabhangige Teilmenge erhalten, die V' erzeugt; also eine Basis.

(iv) Diese Aussage haben wir bereits in (Korollar IV.2.16) gezeigt. O

Definition IV.2.19 (Dimension eines endlich erzeugten Vektorraums): Sei 1/
ein K-Vektorraum mit endlichem Erzeugendensystem. Dann wird die Anzahl
der Elemente einer Basis B die Dimension von V genannt. Wir schreiben

dimg (V) = #(B)

stellt sicher, dass V' eine Basis hat und dass die Dimension von V'
nicht von der gewéhlten Basis abhangt.
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Definition IV.2.20 (Endlichdimensionaler Vektorraum): Der K-Vektorraum
V' heifit endlichdimensional, wenn V' ein endliches Erzeugendensystem hat,
sonst unendlichdimensional.

Proposition IV.2.21 (Monotonie der Dimension): Es seien V' ein endlichdi-
mensionaler K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Dann ist

Beweis: Jede linear unabhangige Teilmenge von U ist auch linear unabhéngig
in V, d.h. hat hochstens n = dimg (V') viele Elemente. Durch sukzessives
Hinzunehmen von Elementen aus U wie im Beweis von erhalten wir
eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von U, also eine Basis von U mit
hochstens n Elementen. OJ

3. Summen von Untervektorraumen und
Faktorraume

In diesem Abschnitt seien stets V' ein K-Vektorraum und Uy, ..., U, Untervek-
torraume von V. In (Definition I1.2.9) hatten wir den Untervektorraum

U+ +U, ={u+-+u, |u €U}
erklart, die Summe der Uy, ..., U,.
Definition IV.3.1: Die Summe U; + - - - + U, heif3t direkte Summe, wenn gilt:
Vu, e Ui (ug 4+ +u, =0y = uy =+ =u, =0y).
Ist die Summe direkt, so schreiben wir @}, U, = >_", U,.

Bemerkung IV.3.2: (i) Ist Uy + --- + U, eine direkte Summe, dann gilt
U;NU; = {0} fiir i # j, denn gibe es 0 # v € U; N U;, dann wére v —v =0
eine nichttriviale Nulldarstellung.

(ii) Die Gegenrichtung stimmt nicht, betrachte zum Beispiel den Vektorraum
V' = R? mit Untervektorraumen U; = ((1,0)"), Uy = ((0,1)") und Uz = ((1,1)).
In diesem Fall ist schon U; N U; = {0} fiir ¢ # j, die Summe U; + U; + Us ist
aber nicht direkt, da (—1)(1,0)" 4+ (—=1)(0,1)" + 1(1,1)* = 0.

Beispiel IV.3.3: (i) Ist B = {by,...,bs} eine Basis von V, dann haben wir:
V= @le Kb; ist eine direkte Summe. Hierbei bezeichnet Kb; := (b;).

88



3. Summen von Untervektorraumen und Faktorraume

(ii) Seien B; Basen der U; und W = @}, U; eine direkte Summe. Dann
gilt BN B; = @ fiir i # j, da U; N U; = {0}, und B = U}, B; eine Basis
von W = @7, U;. Ist W endlichdimensional, dann gilt insbesondere fiir die
Dimension von W:

n

dimg (W) = dimg (@ UZ-) - g:ldimK(Ui).

i=1

Proposition IV.3.4: Fulls Uy, ..., U, endlichdimensional sind, dann gilt: 37", U;
ist eine direkte Summe genau dann, wenn dimg (>0, U;) = S, dimg (U;).

Beweis: ,,=“ haben wir in|Beispiel IV.3.3|(ii) gesehen. Fiir ,<=“: Wéhle fiir jedes
U, eine Basis B;. Die Vereinigung B := ;" B; erzeugt W :=>""" | U, auerdem
B die Summe erzeugt, muss B aber mindestens dim g (W)-viele Elemente haben.
B muss also sogar eine Basis von W sein, und es sind #(B) = dimg (W) und
B,NB; =o firi# j.

Angenommen, wir finden eine nicht-triviale Nulldarstellung 0 = v; +-- - 4+ v,
mit v; € U;, wobei nicht alle v; = 0. Dann erhielten wir 0 als Linearkombination
der Vektoren in B, wobei nicht alle Koeffizienten 0 sind. Dies stiinde im
Widerspruch dazu, dass B eine Basis ist, die Summe muss also direkt sein. []

Definition IV.3.5 (Aquivalenz modulo Untervektorriumen): Sei U ein Unter-
vektorraum von V. Dann erklart

v~wisv—welU

ecine Aquivalenzrelation auf V.

13

,~"“ ist tatsichlich eine Aquivalenzrelation, wie wir aus (Lemma II1.1.16)
wissen. Im Folgenden notieren wir mit ,,~* stets die Aquivalenzrelation aus
IDefinition IV.3.5 Wir setzen [v] := {w € V | v ~ w} und schreiben auch
v+ U := [v]. Ferner notieren wir mit V/U := V/~ = {[v] | v € V'} die Menge
der Aquivalenzklassen.

Beispiel IV.3.6: (i) Seien V = R3, v; = (1,0,0)" und U = (v;) = Ru;. Fiir
veRist [v] =v+U = {v+tv |t € R} die Gerade durch v parallel zur
x-Achse.

(i) Seien V =R3, v; = (1,0,0)!, vy = (0,1,0)" und U = (vy,v5). Fiir v € R3
ist [u] = v+ U = {v+ t1v1 + tavg | t1,t2 € R} die Ebene durch v parallel zur
xy-Ebene.
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Proposition IV.3.7 (Vektorraumstruktur auf V/U): Auf V/U erkliren wir
Verknipfungen

+:V/UXx VU — V/U, [v] + [w] = [v+ w],
= K x VU — VU, \v]:=[\v].

Diese Verkniipfungen machen V/U zu einem K -Vektorraum.

Beweis: Zunachst haben wir zu zeigen, dass die Verkniipfungen wohldefi-
niert sind, d.h. nicht von gewéhlten Représentanten abhéngen. Seien da-
zu v,V ,w,w € Vmit v ~ v und w ~ w, dh. v—0v = u; € U und
w — w' = wuy € U. Dann gilt einerseits

V4w —vtw)=v—v+w —w=u +u €U,
d.h. v +w' ~v+w, also [v/ +w'| = [v+ w], und andererseits gilt fir A € K
M = Xv=A\v —v) =X u; €U,

d.h. A" ~ v, also [\'] = [M]. Dass V/U mit ,+“, ,-“ wie oben definiert
zu einem K-Vektorraum wird, erhélt man, weil die Rechenregeln in
on IV.1.1|fur V die entsprechenden Regeln fir V/U implizieren. Exemplarisch

zeigen wir SMy, also 1 - [v] = [v] fir alle v € V:
L-[o] = [1-v] = [v]
wobei das erste Gleichheitszeichen von der Definition von - auf V/U—- und

das zweite Gleichheitszeichen von der Giltigkeit von SM; in V' herrithrt. [

Im Beweis ist mafigeblich eingegangen, dass (V, +) eine abelsche Gruppe ist.

Definition IV.3.8: Die Abbildung
TV — V/U, v —> [v]

heilt kanonische Projektion und ist eine surjektive lineare Abbildung. Der Kern
von 7 ist Kern(w) = U.

Wann definiert ein Vektorraumhomomorphismus ®: V' — W eine Abbildung
V/U — W? Mindestens brauchen wir, dass gilt: Wenn v; ~ vy, dann ist
®(v1) = P(vq). Insbesondere also: Ist v € U (v € U genau dann, wenn v ~ 0),
dann muss ®(v) = ®(0) = 0 sein, d. h. U C Kern(®). Es wird sich herausstellen,
dass das bereits gentigt.
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Die beschriebene Situation lasst sich mit folgendem Diagramm veranschauli-
chen:

V 25 (V)W

\ Ta
V/U
Satz 10 (Homomorphie-Satz): Seien V,W zwei K-Vektorrdgume, ®:V — W

eine lineare Abbildung, d.h. ® € Homg(V,W), und U ein Untervektorraum
von V. mit U C Kern(®).

(i) Es gibt genau eine surjektive lineare Abbildung ®: V/U — ®(V), sodass
fiir alle v € V gilt: ®([v]) = ®(v).
(ii) Wenn sogar U = Kern(®) gilt, dann folgt, dass ®: V/U — ®(V) ein

Isomorphismus ist.

Insbesondere gilt also V/ Kern(®) = &(V).
Beweis: (i) Definiere ®: V/U — W durch ®([v]) = ®(v) und zeige, dass
dies eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.

(1) Seien v,v" € V mit v ~ ', d.h. v —v' =wu € U. Dann gilt
P(v') — P(v) = (v —v) = P(u) = 0;

also ®(v) = ®(v') und ® ist wohldefiniert.
(2) Fiir vy,v9 € V gilt

O([v1]+[v2]) = B([vi+va]) = R(v1+v2) = P(v1)+D(v2) = ([va])+P([v2]).

(3) Analog zeigt man fiir A € K und v; € V, dass ®(A[v1]) = A®([vy]).

(ii) Es bleibt zu zeigen, dass ® injektiv ist, wenn U = Kern(®). Sei dazu
nun v € V mit ®([v]) = 0; wegen der Definition von ® also ®(v) = 0, d.h.
v € Kern(®) = U, also [v] = [0]. Damit ist die Injektivitét von ¢ gezeigt. [

Bemerkung IV.3.9: liefert eine Moglichkeit, V/U als Vektorraum zu
bestimmen: Finde einen surjektiven Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W
mit U = Kern(®), dann gilt V/U = W.

Beispiel IV.3.10: Nachzutragen.
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Proposition IV.3.11 (Basis des Faktorraums): Sei U ein Untervektorraum von
V und B eine Basis von V, die eine Basis By von U enthdlt. Dann ist

C:={b+U=1b]|be B—- By}
eine Basis des Faktorraums V/U. Hierbei ist b+ U # b + U fir b,/ € B— By.

Beweis: (i) Wir zeigen zunéchst, dass C' ein Erzeugendensystem ist. Fiir alle
v eV gibt es A € Abby(B, K) mit v = Y g A(b)b, also [v] = Y,z A(b)[b]. Da
fir b € By schon [b] = [0] gilt, ist also
[l = > A0
beB— By

(ii) Angenommen es wire b+ U = b + U fir b # 0 und b, € B — By.
Dann wére u := b — b € U, es gibe also zwei verschiedene Arten, um u als
Linearkombination von Vektoren aus B zu schreiben, was im Widerspruch zur
Basiseigenschaft stiinde.

(iii) C ist linear unabhéangig: Ist A € Abby(C, K) mit > ..o A(c)c = [0], dann
ist Ypen_n, A([O))[0] = [0], d.h. Ypep g, A([b))b = w € U. Wie in (ii) folgt:
A = 0abby(C,K)- O

Beispiel IV.3.12: (i) In der Spagetthi-Konstruktion ist By = {(1,0,0)"
eine Basis von U und B = {(1,0,0)%,(0,1,0)*, (0,0,1)"} eine Basis von V, d. h.

0 0
C = 1 1+U,| 0 |+U
0 1
ist Basis des Faktorraums.

(i) In der Lasagne-Konstruktion ist By = {(1,0,0) (0,1,0)"} eine Basis
von U und B = {(1,0,0)%,(0,1,0)%,(0,0,1)} eine Basis von V, d.h.

()

Satz 11 (Dimensionsformel): Es sei V' ein K-Vektorraum.

ist Basis des Faktorraums.

(i) Ist V' endlichdimensional, dann gilt dimg(V/U) = dimg (V) — dimg (U).
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4. Lineare Fortsetzung

(ii) Sind Uy,Us endlichdimensionale Untervektorraume von V', dann gilt

dlmK(U1 + UQ) = dlmK<U1) + dlmK(Ug) - dlmK(U1 N Ug)

(iii) Ist V' endlichdimensional und ®:V — W eine lineare Abbildung, dann
ist dim g (Kern(®)) + dimg (Bild(®)) = dimg (V).

Im Folgenden schreiben wir einfach dim(V') := dimg (V).

Beweis: (i) Folgt aus|Proposition 1V.3.11]

(ii) Das kartesische Produkt U; x U; ist ein K-Vektorraum den tiblichen (d. h.
komponentenweisen) Verkniifungen. Es gilt dim(U; x Us) = dim(U;) + dim(Us),
sind ndmlich B = {by,...,b,} eine Basis von U; und C = {¢,...,¢p,} eine
Basis von U, dann ist {(b1,0),...,(bn,0),(0,¢1),...,(0,¢y)} eine Basis von
U, x Uy. Die Abbildung

OCZU1><U2—>‘/, (Ul,U2)|—>U1—U2

ist linear mit Bild(a) = Uy + Uy und Kern(a) = {(u,v) € Uy x Uy | u = v}.
Die Abbildung Kern(a) — Uy N Us, (u,v) — u ist ein Isomorphismus mit
Umkehrabbildung w +— (u, ). Jetzt liefert zusammen mit (i), dass

dim(U; + Us) = dim(Bild(«)) = dim(U; x Us)/ Kern(«)
= dim(U; x U;) — dim(Kern(a))
= dim(U;) + dim(Usy) — dim(U; N Uy).

(iii) Erhalten wir aus wie folgt: Nach ist Bild(®) = V/ Kern(®),
d.h.

dim(Bild(®)) = dim(V/ Kern(®)) = dim(V') — dim(Kern(®)) O

Definition IV.3.13: Sei ®: V; — V5 eine lineare Abbildung und V; endlichdi-
mensional. Dann heift Rang(®) = dim(Bild(®)) der Rang von ®. Insbesondere

gilt nach die sogenannte Rangformel:

Rang(®) + dim(Kern(®)) = dim(V;).
4. Lineare Fortsetzung

In diesem Abschnitt seien V und W stets K-Vektorraume und ®: V' — W eine
lineare Abbildung.
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Satz 12 (Fortsetzungssatz):

(i) Sei B eine Basis von V. Dann ist ® eindeutig durch die Einschrinkung
fi:=®|g: B— W festgelegt.

(ii) Sei eine Abbildung f: B — W gegeben. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung ®: V. — W mit ®|g = f. Diese heifst lineare Fortsetzung von

f.

Beweis: (i) Sei v € V. Wir koénnen v schreiben als v = Y .5 A(b)b, wobei
A € Abby(B, K), und es ist

_ c1><bz A(b)b) = T AD)O0) = 3 AB)f(b)

beB beB

® ist also bereits vollstandig durch f bestimmt.
(ii) Sei nun f: B — W gegeben. Dann wird durch

OV W, B) =3 Ab)f(D)

beB

eine Abbildung festgelegt, wobei A € Abby(B, K) die eindeutige Abbildung
ist mit v = > ,cp A(b)b. Es bleibt zu zeigen, dass ® in der Tat linear ist.
Seien dazu vy,ve € V. Schreibe vy = Y ,cp A1(b)b sowie vy = Ycp A2(b)b
mit Abbildungen Aj, Ay € Abbg(B, K). Dann gilt vy + vo = Y e A(b)b mit
A=A+ Ay € Abby(B, K). Jetzt ist

O (vy + v) Z A(b Z()‘l(b) + A2(D)) f (D)

beB beB
=2 MO)f () + 3 A (D) (v1) + B (up).
beB beB
Vollig analog zeigt man, dass ® die skalare Multiplikation erhélt. 0

Korollar 1V.4.1: Die Abbildung
H: Homg(V,W) — Abb(B, W), O +— Dlp
ist ein Isomorphismus von K-Vektorraumen.

Beweis: Das ist eine direkte Konsequenz von [Satz 12 U
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5. Die Abbildungsmatrix

5. Die Abbildungsmatrix

In diesem Abschnitt seien V' und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume,
®: V' — W eine lineare Abbildung und B = (by,...,by), C = (c1,...,¢,) geord-
nete Basen von V' respektive W, d. h. die Mengen {by, ..., b} und {c1,...,¢,}
sind Basen von V' respektive W und die Reihenfolge der Vektoren in B und C'
sind vorgegeben.

Es sei daran erinnert, dass die Wahl der Basen B und C' die Koordinatenab-
bildungen Dg: V — K™ und D¢o: W — K" liefert. Das Ziel des Abschnittes
ist es, die Kommutativitat des Diagramms

ZU zeigen.

Proposition IV.5.1: Fir j € {1,...,n} gilt ®(b;) = X1, a;;¢; mit a;; € K.
Definiere A = (a;;);; € K™™. Dann gilt Do(®(v)) = ADg(v) und die Matriz
A heifst Abbildungsmatrix von ® beziglich der Basen B und C' und wird mit
D¢ g(®) notiert.

Beweis: Dg(v) = (A1,...,\p) genau dann, wenn v = Ajby + -+ - + by, d. h.
P(v) = MP(b1) + - + Ay @(bin) = Al(ZCbncz) +"'+)\m<zai,m0i>
i=1
= Z Zam)\jci = Z <Z CLiJ)\j)Ci,
i=1 S j=1

j=li=1
d.h. Do(®(v)) hat als i-te Koordinate Y72, a; ;A; und deshalb ist der ganze
Vektor Do (®(v)) = A(A1, ..., An)t = ADB( ). O

Die Matrix A = D¢ p(®) ist also bestimmt dadurch, dass {0 Dg = D¢ o @,
wobei [ die lineare Abbildung v — D¢ p(®)v ist.

Beispiel IV.5.2: (i) Seien V = W = R¥*? und ®: V — V, A — A'. Wir
wahlen als geordnete Basis fir V und W

pom(on) (o) o=(3 ) o= (1)
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Kapitel IV. Vektorrdume und Dimensionstheorie

Dann ist die Darstellungsmatrix von ® beziiglich B und B

DB,B((D) =

o O O
o = O O
o O = O
_— o O O

(ii) Seien V =W = R? und ®: V — V die Spiegelung an der Diagonalen
y = x. Betrachte die geordnete Basis

B—<513_<1>’b2:_<_1>>

Schreiben wir v € R? als v = A\jb; + Aoby, dann ist ®(v) = A\;b; — Aoby. Die
Linearitdt von ® ist jetzt offensichtlich. Ferner ist

DB(<1>(U))=<_§;>:<$ _?><§;>:<é _?)DB(U).

Damit lesen wir die Darstellungsmatrix ab als

D s(®) = ( oY )

Bemerkung IV.5.3: Sei A := Dgo(®) = (s1]...|sm) = (21,...,2,) € K™™
mit Spaltenvektoren sq,...,s, und Zeilenvektoren zq, ..., z,,. Dann sind

(i) Dp(Kern(®)) = L(A0),

(ii) De(Bild(®)) = (s1,. .., Sn)-

Proposition IV.5.4 (Der Rang ist der Rang ist der Rang): In der Situation
von |Bemerkung 1V.5.5 gilt:

Rang(®) = dim((s1,...,sn)) = dim({z1,...,2m)) = Rang(A).

Beweis: Da Rang(®) = dim(Bild(®)) und Bild(®) = (sq,...,s,) gilt die erste
Gleichheit. Auierdem ist Rang(A) = Rang(T") =: r, wobei T' die Treppenform
von A ist. Wir erinnern uns, dass dim(L(A|0)) = dim(IL(7°|0)) = m — r, wir
haben also

r =m — dim(Kern(®)) = dim(Bild(®)) = Rang(®),

wobei das zweite Gleichheitszeichen wegen der Rangformel gilt. Schlief3lich ist
Rang(A) = Rang(T) = dim((z1,...,2,)) und es gilt auch die letzte Gleich-
heit. U
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5. Die Abbildungsmatrix

Anwendung von [Proposition IV.5.4}

« Berechne Rang(®) zum Beispiel dadurch, dass A = Dp ¢(®) in Treppen-
form gebracht wird,

« Die Vektoren vy, ...,v; € K* sind linear unabhingig genau dann, wenn
Rang[(vy|...|u)] = k.

Proposition IV.5.5 (Darstellungsmatrix und Verkettung): Seien V;, Vo, V3 K-
Vektorraume mit Dimensionen nqi,ng,n3, ®: Vi — Vo und W: Vo — V3 lineare
Abbildungen und By, By, By Basen von Vi, Vs und V3. Dann gilt fir die zugehd-
rigen Abbildungsmatrizen. Dann gilt

Dp, , (Vo ®) = Dg, p,(V)Dp, 5, (P).
Beweis: Wir betrachten das folgende Diagramm von Abbildungen
Vi —2— W —— 1
u| D, |92,

K™ ——— K™ ———— K™
1 2

mit den linearen Abbildungen

l: K™ — K™, z+— Dp, g, (®)z,
ly: K™ — K™ z+— Dp, g, (V).

Es gilt
(Dp, oW o®)(x) = (ly0Dp, 0 ®)(x) = (le0ly 0 Dp,)(x).

Beachte, dass (€2 0 {1)(v) = Dp, 5,(¥)Dp, g, (®)v. Wegen |[Proposition 1V.5.1|
ist DB3,B1 (\If o (I)) = DB3,BQ(qj)DBQ,B1 ((I)) [

Definition IV.5.6 (Basiswechselmatrix): Sei B = (I,...,b],) eine weitere ge-
ordnete Basis von V. Dann heit Mp g := Dp/ p(id) die Basiswechselmatriz
von B nach B'.

Proposition IV.5.7: In der Situation von|Definition IV.5.0 gilt:

(i) Fir allev €V ist Dp/(v) = Mp gDp(v).

(i) Ist C" = (cy,...,c)) eine weitere geordnete Basis von W, dann gilt:

r n

DC/yBI (CID) — MC’,C’DC,B((I))MB,B’-
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Kapitel IV. Vektorrdume und Dimensionstheorie

(i) Die Matriz Mp g ist invertierbar und Mg pr = Mg'ys.

Beweis: (i) Wegen |Proposition IV.5.1] wissen wir: Im Diagramm

vy —14 Ly

o [o

K" —— K™

z—>Mp: px

gllt DB/(U) = MB/,BDB(U)'

(ii) Die Behauptung ist klar nach Anwendung von |[Proposition 1V.5.1] auf
das Diagramm

1% id 1% L W id W
DBI\L DB\L lDC lDC/
Km m n KTL
IHMB,B’x ZD—)DC,B(q)).’E IHMC/’CI

(iii) Wegen [Proposition IV.5.5| gilt

MB,B’MB’,B == DB7B/(id)DB/7B(id) — DB7B(id) - _[ |:|

Definition IV.5.8 (Aquivalenz von Matrizen): Zwei Matrizen A;, Ay € K™*™
heiBen dquivalent, falls es S € Gl,,(K), T € Gl,,,(K) gibt mit Ay = T'A;S. Das
ist genau dann der Fall, wenn es zwei lineare Abbildungen ®: K™ — K™ und
Basen B, B’ von K", sowie Basen C,C’ von K™ gibt mit

DC,B<(I)) — Al, DC’,B’<(I)) - AQ.

Bemerkung IV.5.9: Aus dem Satz tiber die Gau3-Normalform bzw. Treppen-
form folgt: Zwei Matrizen A, Ay € K™ sind dquivalent genau dann, wenn
sie den gleichen Rang haben, d.h. wenn Rang(A4;) = Rang(A,).
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Kapitel V.

Endomorphismen von Vektorraumen

1. Basiswechsel fiir Endomorphismen

In diesem Abschnitt seien stets V' ein K-Vektorraum mit geordneter Basis
B = (by,...,b,) und ®: V — V eine lineare Abbildung.

Bemerkung V.1.1: Sei A = Dg p(®). Ist B’ = (b),...,b),) eine weitere geord-
nete Basis, so ergibt sich aus [Proposition IV.5.5¢

Dp p(®) = MB',BDB,B((I))ME;,{B.

Definition V.1.2 (Ahnlichkeit von Matrizen): Zwei Matrizen A}, Ay € K™
heilen dhnlich, wenn es S € Gl,(K) gibt mit Ay = SA;S7!. In diesem Fall
schreiben wir auch A; ~ A,. A; und A, sind genau dann dhnlich, wenn sie
Abbildungsmatrizen derselben linearen Abbildung ® beziiglich moglicherweise
unterschiedlichen Basen B, B’ sind.

Bemerkung V.1.3: (i) Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.
Die zugehorigen Aquivalenzklassen werden als ,, Ahnlichkeitsklassen“ bezeichnet.

(ii)) Wenn A; = AL, und Ay ~ A;, dann ist schon A; = Ay, denn es ist
S(AL)S™ = ASL,S~ ' = M,

(iii) Ist K unendlich und n > 1, dann gibt es unendlich viele Ahnlichkeits-
klassen.

(iv) Ist A ahnlich zu B, so ist A dquivalent zu B (vergleiche [Definition IV.3.5)).

(v) Aus (iv) folgt insbesondere: Rang(A) ist eine Ahnlichkeitsinvariente, d. h.
ist A; ~ As, dann ist Rang(A;) = Rang(As).
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2. O-invariante Unterraume

In diesem Abschnitt sei V' ein K-Vektorraum und ®: V — V eine lineare
Abbildung.

Definition V.2.1: Ein Untervektorraum U von V heiit ®-invariant, falls ®(U) C
U.

In diesem Fall ist ®|y: U — U ein Endomorphismus von U.

Bemerkung V.2.2: Sei V' endlichdimensional und U ein ®-invarianter Unter-
vektorraum. Wahle eine geordnete Basis By = (by, ..., b.) von U und ergénze
sie zu einer Basis B = (by,...,be, c1,...,¢f) von V. Dann gelten:

(i)
Dp.p(®) = ( ofie X )

mit A; € K°*¢, A, € K und M € K</, 0. bezeichne die Nullmatrix
in K/xe.

(11) In (1) ist Al = DBU,BU((I)’U)-

Proposition V.2.3: In der Situation von|Bemerkung V.2.2 gilt:

(i) Wir erhalten eine wohldefinierte lineare Abbildung
®:V/U — V/U, [v] — [®(v)].
(ii) Betrachte die Basis C = {c1+U,...,c;4+U} von V/U. Dann gilt Do(®) =
A,.

Beweis: (i) Essei m: V — V/U die kanonische Projektion. Per Definition ist

[®(v)] = (7o ®)(v). Da Kern(r o ®) D U ist ® nach eine wohldefinierte
lineare Abbildung.

(ii) Folgt aus der Definition von . O

Bemerkung V.2.4: Sei V' endlichdimensional und U, W seien ®-invariante Un-
tervektorraume von V' mit V' = U®W. Wéhle geordnete Basen By = (by, ..., b.)
von U und By = (c1,...,¢f) von W. Wie in Aufgabe 4 auf Blatt 11 gezeigt,

ist (b1,...,be,c1,...,cr) eine Basis von V. Dann ist
Al 0e><f
D d) =
B7B( ) < 0f><e AQ
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mit A1 = DBU,BU((I)|U) und AQ = DBW,BW<q)|W)-

Wenn wir V' also als direkte Summe von moglichst kleinen ®-invarianten
Unterrdumen schreiben kénnen, dann erhalten wir eine Abbildungsmatrix von
moglichst einfacher Form.

3. Eigenvektoren und Eigenwerte

In diesem Abschnitt seien V ein K-Vektorraum und ®: V — V eine lineare
Abbildung.

Definition V.3.1 (Eigenvektor/Eigenwert eines Endomorphismus):

(i) Ein Vektor 0 # v € V heifit Eigenvektor von @, falls es A € K gibt mit
®(v) € . Das heifit genau: (v) ist ein eindimensionaler ®-invarianter
Untervektorraum.

(ii) Eine Zahl XA € K heifit Eigenwert von @, falls es 0 # v gibt mit ®(v) = Av.

(iii) Die Menge Spec(®) := {\ € K | X ist Eigenwert von ®} heifit Spektrum
von ®.

(iv) Fir A € K heifit Eig(®, ) :={v € V | &(v) = Av} der Figenraum von .

Bemerkung V.3.2: (i) Es gilt genau dann A € Spec(®), wenn Eig(P, \) D
{0}

(ii) Esgilt ®(v) = Av genau dann, wenn ®(v)—Av = 0, d. h. es gilt ®(v) = v
genau dann, wenn

(@ — Aid)(v) = 0

Wir definieren ¥y := & — \id: V — V v — ®(v) — \v. U, ist eine lineare
Abbildung und Eig(®, A) = Kern(¥,); insbesondere ist Eig(®, A) ein Untervek-
torraum von V.

Definition V.3.3 (Eigenvektor/Eigenwert einer Matrix): Es seien A € K™ "
und V = K"

(i) Ein Vektor 0 # v € V heifit Eigenvektor von A, falls es A € K mit

Av = \v gibt.

(ii) Eine Zahl A € K heifit Eigenwert von A, falls es 0 # v € V mit Av = lv
gibt.

(iii) Die Menge Spec(A) := {\ € K | X ist Eigenwert von A} heiit Spektrum
von A.
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(iv) Far A € K heifit Eig(A, \) := {v € V | Av = A} heifit Eigenraum zu .

Bemerkung V.3.4: Seien V n-dimensional, B eine geordnete Basis V', ®: V —
V' wie gehabt eine lineare Abbildung und A = Dg g(®) € K™*™. Dann sind
(i) Spec(®) = Spec(A),

(ii) Es gilt v € Eig(®, \) genau dann, wenn Dg(v) € Eig(A, ).

(iii) Fir Eigenraum Eig(A, A) gilt: Eig(A, \) = L(A—AI,|0) =: Kern(A—\1,).
Beispiel V.3.5: (i) Sei A die Diagonalmatrix A = (Ay,...,\,). Fir die Stan-
dardbasis E = {ey,...,e,} gilt Ae; = age;, d.h. Aq, ..., A, sind die Eigenwerte.
Ist A € K\ {A1,...,\n}, dann ist A — A\, = diag(A; — A, ..., A\, — A) inver-

tierbar, d. h. Kern(A — AI,,) = {0} und A ist kein Eigenwert von A. Es ist also
Spec(A) = {\,..., A}

(i) Sei ®: R? — R? wie in (Beispiel IV.5.2) die Spiegelung an der Diagonalen

y = 2. Dann ist
1 0
DB,B((D) - ( 0 —1 )

mit B = {(1,1)%, (1, —1)"}, d. h. nach (i) ist Spec(®) = {1, —1}.

Proposition V.3.6: Sei A € K"*". Dann sind Spec(A) und die Dimensionen
der Eigenriume Ahnlichkeitsinvarianten.

Beweis: Sei B = SAS™! mit S € Gl,(K). Die Zahl ) ist Eigenwert von B zum
Eigenvektor 0 # v genau dann, wenn Bv = Av, per Definition von B also

Bv =M SAS v = v e AS™Iv = AS 7,

d.h. X ist Eigenwert von B zum Eigenvektor v genau dann, wenn \ Eigenwert
von A zum Eigenvektor S™'v # 0 ist. Somit gilt bereits Spec(A) = Spec(B)
und Eig(B,\) = {Sv | v € Eig(A,\)} = SEig(A, \).

Zu den Dimensionen der Eigenrdumen: Da S € Gl,(K') wissen wir von Blatt
10, Aufgabe 2, dass dimg (Eig(B, A)) = dimg (Eig(A, A)). O

Satz 13 (Eigenrdume bilden direkte Summe): Es seien \i,..., A\, € K ver-

schiedene FEigenwerte von ® und Eig(®, \1),. .., Eig(®, \y) die zugehorigen
Figenrdume. Dann ist die Summe der Figenrdume eine direkte Summe, d. h.

k k
S Eig(®, \,) = @ Eig(®, A;).

i=1 i=1
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Beweis: Wir zeigen die Aussage via vollstdndiger Induktion iiber k. Fiir k = 0
und k£ = 1 ist die Aussage richtig.

Fir den Induktionsschritt von & — 1 nach k sei 0 = uy + - - - 4+ ug, wobei
u; € Eig(®, \;). Anwendung von ® gibt 0 = ®(0) = A\juq+- - -+ A\guy, auBerdem
ist 0 = Aguq + - - - + A\puy, also

0=\ —M)ur + -+ (M1 — Ae)ug—1 + (Ax — Ap)up.

Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir, dass uq,...,u;_1 = 0, also
insgesamt uq,...,u; = 0 und die Summe ist direkt. U

Korollar V.3.7: Ist dim(V') = n, dann gilt #(Spec(®)) < n.

Beweis: Angenommen, A{,..., A\, wiren n + 1 verschiedene Eigenwerte von

®. Dann ware
n+1

dim(V) > dim (@ Eig(®, /\i)> >n+1,

=1

ein offensichtlicher Widerspruch. 0

Definition V.3.8 (Diagonalisierbarkeit):

(i) Eine Matrix A € K™*™ heifit diagonalisierbar, falls es Ay,..., A\, € K und
S € Gl,(K) gibt mit SAS™ = diag(A1,..., \,).

(ii) Eine lineare Abbildung ® heiit diagonalisierbar, falls es eine Basis B von
V' gibt, sodass fiir b € B gilt, dass b Eigenvektor von ® ist.

Bemerkung V.3.9: Ist dim(V') = n, dann gilt: ® ist diagonalisierbar genau
dann, wenn es eine geordnete Basis B von V und Skalare \y,..., A\, € K gibt,
sodass Dp p(®) = diag(A1, ..., A,). Es gibt genau dann eine solche Basis B von
V,wenn V' = @) cspec(e) Big(®, A). Da die Summe der Eigenrdume immer direkt
ist, heiBit das, dass dies genau dann eintritt, wenn 3=y cgpec(@) dim(Eig(®, A)) = n
ist.

Beweis: Die erste Aquivalenz gilt nach Definition.

Fiir die zweite Aquivalenz: ,=“: Sei B = (by,...,b,) eine Basis aus Eigen-
vektoren, d. h. ist v € V', dann ist v Linearkombination von Eigenvektoren von
®, also v € Brespec(a) Eig(P, ).

»<=":Sei Spec(®) = {1, ..., A} (esist £ < n)und wiahle Basen B; mit B; ist
Basis von Eig(®, \;). Dann ist B = Jf_, B; eine Basis von V aus Eigenvektoren.

Fiir die dritte Aquivalenz: Betrachte die Dimensionen. O
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4. Die Determinante
In diesem Abschnitt sei stets A € K™*".

Beispiel V.4.1: In der vierten Aufgabe von Blatt 4 haben wir gesehen: Die
Matrix A = (2%) € K**? ist invertierbar genau dann, wenn ad — be # 0.

Definition V.4.2 (Determinante fiir 2 X 2-Matrizen): Fir A = (20) € K?*?
heifit det(A) := ad — be die Determinante von A.

Bemerkung V.4.3: Die Abbildung

9 9 a b a b
e [(0) (5] (2 )

hat folgende Eigenschaften:

(i) Ist (a/, )" € K?, dann ist

detl(i)—l—(i,/)((gﬂ = (a+d)d—blc+c)

=ad —bc+dd—bc

sanf(2).(3)] el (2)-(5)]

analog folgt det[(¢), (}) + (%)) = det[(2), (§)] + det[(2), (5)].
(i) Fiir A € K gilt

(1) (3] s

= A ad — be)

(1) (2)]-[(2) ()]

(iii) Es gilt det[(%),(%)] = ac —ac = 0.

(¢), (e
(iv) Esist det[({),(9)] = 1.

Definition V.4.4: Eine Abbildung D: (K™)" — K heifit Determinantenform
auf K", falls fir alle vq,...,v, € K" gilt:
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(i) Fir v} € K" mit 1 <i <n ist
D(v1,. ., 01,0+ Ul Vig1,y oo, Up)

= D(V1, ..., Vi1, V4, Vi1, - o+, Un) + D(01, .o 031,00, Vi1, -2 V),
(ii)) Fir A€ K und 1 <7 <n ist

D(vy, . 01, AU Vg1, ooy V) = AD(U1, o 01, U3y Vi1 - -+ V),
(i) Gibt es 7,5 € {1,...,n} mit ¢ # j und v; = v;, dann ist

D(vy,...,v,) =0,
(iv) Fir die geordnete Standardbasis (ey, ..., e,) ist D(e1,...,e,) = 1.
Sei A = (v1]...|v,) € K™ Wir schreiben im Folgenden D(A) := D(vq] ... |v,).

Bemerkung V.4.5: Die Abbildung det aus [Bemerkung V.4.3|ist eine Determi-
nantenform auf K?2*2.

Ab jetzt sei D eine Determinantenform auf K™.

Bemerkung V.4.6: (i) Seien vy,...,v;_1,Vi41,...,0, € K™ fest. Dann ist
die Abbildung
K" — K, v D(V1, .. Vi 1,0, Vi1, e, Up)

eine lineare Abbildung.

(ii) ,Addition des A-fachen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte“: Fir A € K
und 7 # j gilt
D(’Ul, ey Ui, -+ /\ijvi—i—l; Ce ,’Un)
=D(vi,...,0,) +FAD(v1, ..., Vim1, V5, Vig1, .-, Un) = D(v1,...,0p).
(iii) ,Vertauschen von Spalten®: Fir i < j gilt

D(Ul, N T [ V) P OF T N 7’Uj717'Uj7/Uj+l7 e ,Un)
= —D(Ul, N 7Ui_1,1)j,vi+1, Ce ,Uj_l,’lji,l)j+1, Ce ,Un>,
denn
0= D(v1,. Vi1,V + Vj, Vig1y + + o5 Vi1, Vi + U, Uity - -+ 5 Un)
= D(Ul, ey U1, V3, Vi1, - - -, Uj—1, Vg + Vi, Vj41y - - ,Un)
+ D(Ul, oy Ui—1, 05, V541, -0, V-1, Y + Vi, Vj41y - - - ,Un)
== D(Ul, ey U1, V3, Vi1« - -, Uj—1, U5, Vg1, e v e ,’Un)
+ D(Ul, ey U1, V5, Vi1, -+ 5 Uj—1, U4, Ujgg, e e ,Un),

also die Behauptung.
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(iv) ,Multiplizieren von Spalten mit Skalaren“: Fir a4, ..., a, € K gilt
D(cvy, ovg, ..., apvpn) = aq - -, D(v1, ..., 0y).

Proposition V.4.7: Seien 1 <1i,j <n miti # j und a1, 9, ...,a, € K. Dann
gelten:

(i) D(A-A%) = D(A),
(i) D(A-Vi;) =—=D(A),
(i) D(A-diag(ay,...,an)) =y~ a,D(A).

Beweis: Folgt direkt aus |Bemerkung V.4.6| (Il

Korollar V.4.8: (i) D(AY;) =1,
(i) D(Vi;) = —1,
(iii) D(diag(ay,...,an)) =TT, a.

Beweis: Verwende |Proposition V.4.7|fiir A = I,,. O

Notation V.4.9: Im Folgenden bezeichnen wir X € K"*" als spezielle Matrix,
falls X Additions- oder Vertauschungs- oder Diagonalmatrix ist.

Korollar V.4.10: Ist X eine spezielle Matriz, dann ist D(A-X) = D(A)-D(X).

Erinnerung: (i) Nach gibt es fir jede Matrix A € K"*" spezielle
Matrixen X7, ..., X} € Gl,(K), sodass das Produkt

X1 XpeA=T

Treppenform hat.

(ii) Esist Rang(A) = n genau dann, wenn Rang(7") = n. T hat Rang(T) = n
genau dann, wenn 7' = [,,. T = I,, gilt genau dann, wenn A € Gl,,(K).

Proposition V.4.11: Seien X,..., X, spezielle Matrizen, sodass Xi--- Xy -
At =: T in Treppenform ist.

(i) Es gilt Rang(A) < n genau dann, wenn D(A) =0,
(ii) Ist Rang(A) = n, dann ist D(A) = D(X;)™ - D(X) ™t

Beweis: Wir verwenden, dass AX} - X! =T".
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(i) Es gilt Rang(A) = n genau dann, wenn Rang(A’) = n (vergleiche
Proposition 1V.5.4), d. h. in dieser Situation ist 7= T" = I,,, wir sind also in
der Situation AX[ --- X! = I,,. Jetzt liefert [Proposition V.4.7, dass

1 = D(I,,) = D(AX}--- X}) = D(A) - D(X})--- D(X}),

[Korollar V.4.8liefert jetzt D(X}) = D(X;), also die Behauptung.

(i) Die Implikation ,Rang(A) = n = D(A) # 0“ folgt aus Teil (ii). Sei
nun Rang(A4) < n und somit Rang(A?) < n. d.h. die letzte Zeile in T ist eine
Nullzeile und die letzte Spalte in T" ist eine Nullspalte. Wir konnen diesen
Umstand beschreiben durch 7% = T* - diag(1,...,1,0). Jetzt ist

D(A)D(X) -+ D(X1) = D(A)D(X}) - -- D(X})
A'Xii"'Xf)

Da alle D(X;) # 0 sind, folgt die Behauptung. O

Korollar V.4.12 (wichtige Eigenschaften der Determinantenform):

(i) Es gilt D(A) # 0 genau dann, wenn A € Gl,(K). Es gilt A € Gl,(K)
genau dann, wenn Rang(A) = n. Es gilt Rang(A) = n genau dann, wenn
die Spaltenvektoren von A linear unabhdngig sind. Die Spaltenvektoren
von A sind linear unabhdingig genau dann, wenn die Zeilenvektoren von
A linear unabhdngig sind.

(ii) Es gibt hiochstens eine Determinantenform auf K™.

(iii) Die Determinantenform ist multiplikativ, d. h. fir Matrizen A;, Ay €
K™ st D(Al . Ag) = D(Al) . D(AQ)

(iv) Ist A € Gl,(K), dann ist D(A™') = (D(A))™%
(v) Esist D(A") = D(A).

Beweis: Alle Behauptungen folgen aus [Proposition V.4.11] Fiir (v) verwende,
dass A € Gl,,(K) gilt genau dann, wenn A* € Gl,,(K). Ist A invertierbar, so
ist A= X7 X h doh. A= (X7H!- - (XF)7L. Die Behauptung folgt dann
aus D(X}) = D(X;) nach [Korollar V.4.8 O
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Kapitel V. Endomorphismen von Vektorraumen

Korollar V.4.13: Die Rechenregeln (i) - (iii) aus|Definition V.4.4) gelten analog
fiir Zeilenvektoren, das heift fir A = (z1,...,2,)" mit z; € K" erhalten wir:

(i) Ist 2zl € K™, dann ist

21 21 21
D|| z+2Z =D 2 +D 2 ;
L Zn L\ Zn /| L\ Zn /|
(ii) Ist A € K, so ist
F o\ F /]
D Az =\D 2 ,
L\ %n /| L\ Zn /|

(iii) Ist z; = 2z; fir 1 <i,j <n undi# j, so ist D(A) = 0.

5. Die Leibnizformel

In diesem Abschnitt sei A € K™ ™ eine Matrix.

Definition V.5.1 (Leibniz-Formel): Die Zahl

det(A) == > sgn(o) [] aioq
i=1

oESy

heilt die Determinante von A.

Beispiel V.5.2: Fur eine 2 x 2-Matrix A = (2%) ergibt die Leibniz-Formel
det(A) = ay 1029 — a1 2021 = ad — be

wegen Sy = {id, (1,2)} und sgn(id) = 1, sgn(1,2) = —1.

Beispiel V.5.3 (Regel von Sarrus): Fiir eine 3 x 3-Matrix

11 Aair2 d4ai3
A= Q21 QA22 A3
azi1 azz as3
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5. Die Leibnizformel

ist
det(A) = a11a92, a3 3 + a1,2023a31 + 41,303,202

— Q13022031 — A1,2021033 — 41,102,303 2,

da sgn(id) = sgn(1,2,3) =sgn(1,3,2) =1, sgn(1,3) = sgn(1,2) = sgn(2,3) =
—1. Man kann sich die Regel von Sarrus auch merken iiber folgendes Schemal

. a1 Q

Satz 14 (Regel von Leibniz): Die Abbildung
(K")" — K, (1, ..., vn) — det[(vy] . .. |v,)]

ist eine Determinantenform.

Beweis: Wir iiberpriifen die Eigenschaften (i) - (iv) aus|Definition V.4.4] Schrei-
be dazu A := (v1]...|v,).

(i) Seien 1 <1 < nund A" = (v1]...|v_1|v + vj|viga] - . . |v,) mit einem
Vektor v] = (by,...,b,)" € K™ Dann ist

det(4") = 3 sgn(o) _Haé,a(i)

O'ESn
= Z Sgn H Qio(i) * \Qo=1(1),1 + bafl(l))
gESy =1
o(i)#l
= ngn Hazal)+ ngn H aza(z o—1(1)
o€Sn =1 o€Sn
cr(z);él
= det(A) + det(A")
mit A” = (v1] ... [v_a|v)|viaa| - - Jon)-

IDie Skizze zum Schema stammt aus dieser |Quelle.
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(i) Sei A" = (v1] ... |vi_1| \v|vgga] - - |vn) mit A € K. Der Faktor A tritt in
det(A’) in jedem Summanden genau einmal auf, d.h. det(A") = Adet(A).

(iii) Sei vy = v; mit k # [ und setze oy := (k,l) € S,. Fir o € 5, sei
o' := 0 0 0q (wir bemerken, dass sgn(c’) = —sgn(o)), ferner setze A, := {0 €
Sy | sgn(o) = 1}. Wir erhalten eine Bijektion A,, — S,, — A, 0 — ¢’. Weiterhin
gilt

(1), fallsi ¢ {k,I},
(1), fallsi=k,
o(k), fallsi=1I.

o(i)=<0o

Da vy = v erhalten wir [[}, a; 1) = ;2 @i o-1(), eingesetzt in die Leibniz-
Formel gibt das

det(A) = Z sgn(o) H Qi o(i) T Z sgn(o) H Qi,o (i)
i=1 i=1

oC€A, 0€Sp—An

=Y sgn(o) [[aiowy + D sen(d’) [] aio
oA, i=1 o€A, i=1

= Y sgn(o) [[aiwe — D sen(o) [[ aiow = 0.
o€AR =1 0€A, =1

(iv) Esist

det(I,) = Z sgn(o) H Qi o(s)-
gES, i=1

Da a;j = 0, ist [1j~, a; o) = 0 auBer fiir o =id, det(f,) =1-a11-- Gy =1

gilt also. U

Die Determinantenform (vy, ..., v,) — det[(vi|...|v,)] ist also die eindeutig
bestimmte Determinantenform auf K™ und es gelten alle Rechenregeln aus
(Abschnitt V.4). Insbesondere haben wir die wichtige Eigenschaft, dass die De-
terminante einer Matrix ungleich 0 ist genau dann, wenn die Matrix invertierbar
ist.

Bemerkung V.5.4: det ist eine Ahnlichkeitsinvariante, denn fiir A, B € K™*"
und S € Gl,(K) mit B = SAS™! ist

det(B) = det(SAS™1) = det(S) det(A) det(S1)
= det(9) det(A) det(S)™! = det(A).
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5. Die Leibnizformel

Definition V.5.5 (Determinante eines Endomorphismus): Secien V' ein K-Vek-
torraum der Dimension n, B eine geordnete Basis und ®: V' — V eine lineare

Abbildung. Definiere dann
det(q)) = det(DB,B(@))

Die Definition der Determinante eines Endomorphismus héngt nach
nicht von der gewihlten Basis B ab.

Proposition V.5.6 (Determinante und Eigenwerte): Sei A € K.

(i) X ist Figenwert von A genau dann, wenn det(A — \I,,) = 0.

(ii) In der Situation von|Definition V.5.5 gilt: X ist Eigenwert von ® genau
dann, wenn det(® — Nidy) = 0.

Beweis: (i) Aist genau dann ein Eigenwert von A, wenn Kern(A—M\1,,) # {0}.
Wegen der Dimensionsformel ist aber Kern(A — AI,,) # {0} genau dann, wenn
A — M, ¢ Gl,(K), was genau dann gilt, wenn det(A — AI,) = 0.

(ii) Folgt aus (i). O

Definition V.5.7: In der Situation von [Definition V.5.5l

(i) CPA(X) :=det(A — X1,,) € K[X] heifit charakteristisches Polynom von
A.

(ii) CPg(X) :=det(®— X idy) € K[X] heifit charakteristisches Polynom von
.

Beispiel V.5.8: Es sei A = (}1). Dann ist
CPA(X) = det(A — X 1)

:detK(l) })-(JO( )O(deet<1_0X 1_1X>:(1—X)2,

d.h. Spec(A) = {1}.

Bemerkung V.5.9: In |Definition V.5.7 verwenden wir Matrizen iiber dem Ring
K[X]. Es gilt: A — X1, € (K[X])"*", Determinanten lassen sich in analoger
Weise tiiber Ringen definieren. Ist R ein Ring und A € R™*", dann gilt: Es ist
det(A) € R* genau dann, wenn A € Gl,,(R).

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von A.
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6. Regel von Laplace

In diesem Abschnitt sei A € K™*".

Definition V.6.1: Fiir 1 <4, < n sei 4;; € K"Y*"=1 die Matrix, die aus
A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht.

Beispiel V.6.2: Es sei

s

I
NCyJC—
— o N
W = W

Dann sind

3 1 1 3 1 3
A1,2:<23>, A2,2:<2 3>7 A3,2:<31>-

Satz 15 (Laplace): Sei k € {1,...,n}. Es gelten folgende beide Rechenregeln
fir die Determinante:

(i) ,Laplace-Entwicklung nach der k-ten Zeile“: Es ist
det(A) = > (—1)"*qy ; det(Ay;).
j=1
(ii) ,Laplace-Entwicklung nach der k-ten Spalte*: Es ist

det(A) = zn:(—l)”kai,k det(A; 1)

i=1

Beispiel V.6.3: Sei A die Matrix aus [Beispiel V.6.2| Fiir die Vorzeichen aus
den Formeln in ist folgendes Schema niitzlich:

+ - +
__l’__
+ - 4+

Entwickeln nach der zweiten Spalte ergibt

det(A):(—l)-Q'det<g §>+2-det<; §>+(—1).1.det<; i’)

= —12.

Der Beweis von erfordert etwas Vorarbeit.
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6. Regel von Laplace

Proposition V.6.4 (Determinante von Dreiecksmatrizen): Sei A eine obere
Dreiecksmatrix, d. h. A sei von der Form

dy  * - %
A 0 dy
0 --- 0 d,

Dann gilt det(A) =dy - - d,.

Die selbe Aussage gilt fiir untere Dreiecksmatrizen, die in naheliegender Weise
definiert sind. Der Beweis der Aussage [Proposition V.6.4|ist Ubungsaufgabe
auf Blatt 13.

Proposition V.6.5 (Determinante fiir Blockmatrizen): Seien1 <k <n, X €
Kk 'y ¢ Kn=k)xk - 7 ¢ [(n=R)x(n=k) " Dann ist

det ( s ) — det(X) det(2).

Beweis: Zunéichst seien X = I, und Y = 0. Dann ist

I 0
det( (f e ) = det(Z),

denn: Verwenden wir Spaltenumformungen, die Z in das Transponierte einer
Treppenform bringen, dann bringen die selben Spaltenumformumgen (I(;“ g) ins
Transponierte einer Treppenform, d. h. wir erhalten die Behauptung.

Nun zeigen wir die Behauptung fiir beliebiges X, d. h. det(§ %) = det(X) det(Z).
Wir verwenden dazu

X0\ (I o X 0
(o 2)=(62) (5 4)
d. h. das oben gezeigte liefert uns die Behauptung.
SchlieBlich kénnen wir die Aussage der Proposition zeigen. Ist det(X) = 0,
dann ist nach (Korollar IV.4.7) auch det({f 9) = 0. Ist det(X) # 0, dann ist
X € Gl,_x(K). Nach [Proposition V.6.4|ist fir die Matrix

_( L o0
= ( VX Ly )
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Kapitel V. Endomorphismen von Vektorraumen

schon det(H) = 1. Auerdem gilt fir A := (£ 9), dass HA = (§ ). Wegen
der Multiplikativitat der Determinante also

@t(f g)__&MHA)_daUﬂdaum_dauﬂ&ﬂZ)

nach dem vorher gezeigten. 0

Bemerkung V.6.6 (Laplace fiir eine Zeile): Sei A € K™*". Schreibe A also

A— 11 Qr2 - Ain
81 82 ... Sn

mit a;; € K und s; € K™ 1. Dann gilt

det(A):det<a1’1 0 0>+det<0 CLLQ 0 0)
S1 S22 -+ Sp 1 S22 83 -+ Sp
+---+det<0 o 0 ““‘)
S1 - Sp-1 Sn

a, 0 --- 0 ars 0 --- 0
—det [ “ —det [ ™
© ( S1 Al,l ) ¢ ( S92 A1,2 >

e a0 5 0)
Al,n

Sn

(—1)1+ja17j det(Am)
1

n
1=

wobei wir bei der letzten Gleichheit die Aussage aus|[Proposition V.6.5| verwendet

haben.

Beweis (von [Satz 15): (i) Schreibe A = (z1,. .., z,)". Dann gilt durch (i—1)-
maliges Vertauschen von Zeilen, dass

det(A) = (=1)""tdet(z;, 21, . ., Zie1s Zig1s - 2n)"
und die Behauptung folgt mit der vorangegangenen Bemerkung.

(ii) Transponieren in (i). O

Definition V.6.7 (Adjunkte): Definiere die Matrix A% = (3, ;) € K™*™ durch
Bi; = (—1)"det(A;;). Dann heifit A# die Adjunkte von A.
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6. Regel von Laplace

Proposition V.6.8:
(i) Es git AA* = det(A)I,. Insbesondere also: Ist A € Gl,(K), so ist

1
-1 _ #
det(A)A

(ii) FEs gilt die Cramer’sche Regel: Sei A = (s1]---]s,) € Gl,(K) und b € K™.
Dann gilt Ax = b genau dann, wenn x = (x;) mit

(L’j =
det(A)
wobei Aj = (s1|...15j-110]Sj11] - - - |sn)-

Der Beweis dieser Aussage ist Ubungsaufgabe auf dem niichsten Ubungsblatt.
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Kapitel VI.

Skalarprodukte

1. Bilinearformen

In diesem Abschnitt sei V stets ein K-Vektorraum.
Definition VI.1.1 (Multilinearform): Eine Abbildung
B: H V — K
i=1

heifit m-fache Multilinearform, falls fiir alle 1 <14 < m gilt: Fiir alle v; € V' mit
1 <j <mund 1 # j ist die Abbildung

BV — K, v B(V1, . Vi1,V Uity e e, Un)
eine lineare Abbildung.

Beispiel VI.1.2: Die Determinantenabbildung ist eine n-fache Multilinearform
auf dem Vektorraum K™.

Definition VI.1.3 (Bilinearform): In der Situation von [Definition VI.1.1}

(i) Ist m = 2, so heifit 5 Bilinearform, d.h. f: V x V — K ist eine Bilinear-
form, falls fir alle vy, vo, wy, we, v, w € V und A € K gelten:

(1) B(v1 + v2,w) = B(v1, w) + B(va, w),
(2) B(v, w1 +ws) = B(v,wr) + B(v, ws),
(3) B(Av,w) = AB(v,w) = B(v, \w).
(ii) Eine Bilinearform [ heifit symmetrisch, falls fir alle v,w € V gilt:

5(U’w> = 6(’LU,U).
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Kapitel VI. Skalarprodukte

Beispiel VI.1.4 (Einheitsform): Die Abbildung
BrK"x K" — K,  (zy)r— D ayi=2"y=y -z
i=1

ist eine symmetrische Bilinearform und heifft Finheitsform.
Bemerkung VI.1.5: (i) Fir die Matrix A € K™™ ist

Ba: K" x K" — K, (z,y) — o' Ay = y' Az
eine Bilinearform.

(ii) B4 ist symmetrisch genau dann, wenn y'Ar = y' Az fir alle z,y € K™
gilt. Wegen efAe; = a; ; ist das genau dann der Fall, wenn A = A",

(iii) Fir A = I, ist 8 die Einheitsform.
Proposition VI.1.6: Sei §: K" x K" — K eine Bilinearform. Dann ist f = 4
fir A= (a;j) mit a;; = (e;,ej), wobei E = (eq,...,e,) die Standardbasis ist.
Beweis: Seien z,y € K. Dann ist

B(Z:lx e,,Zyl Z>

2

=i

z;y; (e, e5) Z Z TiYiQi; = z' Ay, O

n
i=1 i=1j5=1

.

Korollar VI.1.7 (Gram-Matrix): Seien dim(V') =n und B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V. Dann heifit die Matriz G := (g;;) € K™ mit den
FEintragen g;; == [(b;,b;) die Gram-Matrix zur Bilinearform [ beziglich der
Basis B. Es gilt fiir alle v,w € V:

B(v,w) = Dp(v)' - G- Dp(w)

Bemerkung VI.1.8 (Gram-Matrix unter Basiswechsel): In der Situation von
IKorollar VI.1.7/sei B' = (V,...,bl,) eine weitere geordnete Basis und G’ die zu
B’ gehorige Gram-Matrix von . Dann gilt

G = D%,B, -G -Dpp.
Beweis: Fir v,w € V gilt

B(v,w) = Dp(v)"- G- Dp(w)
= (Dp,pDp/(v))" - G- Dp pDp(w) = Dpi(v)' - G+ Dpr(w) O
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2. Skalarprodukte

Beispiel VI.1.9: Essei V := C([0,1],R) = {f:[0,1] = R | f ist stetig}. Dann

ist

5:V xV —R, (f,g)r—>/0 f(x)g(x) dx

eine Bilinearform auf V.

Definition VI.1.10: Sei 5: V x V — K eine symmetrische Bilinearform.

(i) v,w € V heiflen orthogonal, falls f(v, w) = 0,

(ii) Seien weiter dim(V') =n und B = {by,...,b,} eine Basis von V. Dann
heiBt B eine Orthogonalbasis, falls fir i # j gilt: 5(b;,b;) =0

(iii) Eine Basis B wie in (ii) heit Orthonormalbasis, falls B Orthogonalbasis
ist und fir 1 <7 <n gilt: 5(b;, b;) = 1.

(iv) Zwei Untervektorrdume U;, Uy von V heiflen orthogonal, falls fur alle
uy € Uy, ug € Uy gilt: Bug,uz) =0.

Proposition VI.1.11 (Orthogonalsystem): Sei 5 wiederum eine symmetrische
Bilinearform auf V. Gilt fir vy, ... v, € V, dass B(v;,v;) = 0 firi # j und
B(vi,v;) # 0 fir 1 <i <k, dann ist {vy,...,vx} linear unabhdingig.

Beweis: Seien \y,..., A\ € K mit Z§:1 Ajv; = 0. Dann gilt fiir 1 <1 <k, dass

k n
B(0,v;) = 5(2 Ajvy, Ui) = Z AiB(vj, vi) = NjB(vi, i),
j=1 j=1

d.h. \; =0 fir 1 <i <k und {vq,...,v} ist linear unabhéngig. O

2. Skalarprodukte

Definition VI.2.1: Es sei K = R.
(i) Eine symmetrische Bilinearform [ heiflt positiv definit, falls fur alle
veV —{0} gilt, dass B(v,v) > 0.

(ii) Ein Skalarprodukt auf V ist eine symmetrische, positiv definite Bilinear-
form. Wir schreiben (v, w) := (v, w).

(iii) Ist V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und (-, -) ein Skalarprodukt
auf V', dann heifit (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum.
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Beispiel V1.2.2: (i) Die Einheitsform (z,y) — Y1, z;y; ist ein Skalarpro-
dukt auf R™ und heiBt (euklidisches) Skalarprodukt.

(ii) Die Bilinearform g auf C([0,1],R) aus [Beispiel VI.1.9|ist ein Skalarpro-
dukt.

Die Abbildung (): € — C,a + ib — a +ib := a — ib heifit kompleze Kon-
jugation. Sie ist ein Korperautomorphismus von C und erlaubt die Definition
eines Betrags auf C: Fiir z € C heifit

2| := \/Re(z)2 +Im(2)2=Vz-2
der Betrag von z.

Definition VI.2.3: Es sei K = C. Eine Abbildung 5: V x V — C heif}t eine
hermitesche Form, falls fir alle uy, us, u, v1,v2,v € V und A € C gelten:

Definition VI.2.4: Eine Matrix A € C™*" heifit hermitesch, falls A = At = A*.

Proposition VI.2.5:

(i) Sei A € C™™ hermitesch. Dann erklirt Sa(z,y) — z* Ay eine hermitesche

Form.

(ii) Ist B eine hermitesche Form auf C", dann ist § = a4 mit A = (a;;),
wobet a; ; = P(e;,e;). Es sei wieder € = {ey,...,e,} die Standardbasis
von C™.

Bemerkung VI1.2.6: Ist  eine hermitesche Form, dann gilt schon fiir alle v € V/,
dass f(v,v) € R, da f(v,v) = (v, v).

Definition VI.2.7: Es sei K = C und 8: V x V — C eine hermitesche Form.

(i) B heiBt positiv definit, falls fiir alle v € V — {0} gilt, dass (v, v) > 0.

(ii) Ein Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite hermitesche Form. Wir
notieren (v, w) := B(v,w).
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(iii) Ist V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), so
heilt V' ein unitarer Raum.

Beispiel VI.2.8: Die Abbildung
C"x C" — C, (x,y)»—>2xly
i=1

heifit Standardskalarprodukt auf C".

Im Folgenden bezeichne K entweder den Korper der reellen Zahlen R, oder
den Korper der komplexen Zahlen C.

Definition VI.2.9 (Norm, Linge, Abstand):

(i) Fir v € V heit ||[v]| := y/(v,v) die Norm oder auch die Linge von v.

(ii) Fir v,w € V heifit d(v,w) := |Jv — w]|| der Abstand von v und w. Die
Abbildung
d: V xV — Rsy, (x,y) — d(x,y)

heifit Metrik zu (-, -).
Satz 16 (Cauchy-Schwarze’sche-Ungleichung):
(i) Fir alle v,w eV gilt
(v, w)[? < (v, v){w, w)
und somit |(v,w)| < ||v||||w].

(ii) In (i) gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdingig sind.

Beweis: Fiir v = 0 ist (i) offensichtlich wahr.

Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir den Fall, dass (v, w) € R und somit
(w,v) = (v, w). Definiere dazu die Funktion f: R — R, A — |[Av + w|?. Jetzt
ist

A+ wl|]? = (Av +w, A+ w) = A (v,v) + 2X (v, w) + (w, w).

Insgesamt sehen wir: Erstens ist f eine quadratische Funktion in A und zweitens
ist f(A) > 0 fir alle A € R; d.h. f hat hochstens eine reelle Nullstelle, fur die
Diskriminante D = 4(v, w) — 4(v, v){w, w) muss also gelten D < 0; das liefert
die Behauptung.
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Sei jetzt allgemein (v, w) € C und setze a := 2% sowie v/ := a~'v (nach
[(v,w)]
Konstruktion ist || = 1). Dann ist

(v, w)[* = (v, w)]* = [a*[{/, w)[* = (v, w)]*
< (W' ") (w, w)
= (o 'v,a ') (w, w)

= a7 {v, v)(w, w) = (v, v){w, w),

wobei wir verwendet haben, dass

o) = (M) = N ) = g0,

(v, w) (v, w)

also dass wir die vorher gezeigte Aussage auf (v', w) anwenden diirfen.

»,=“: Ohne Einschrankung seien v # 0 und (v, w) € R. Falls Gleichheit gilt,
dann ist D = 0 und die Funktion f aus (i) hat genau eine Nullstelle \g. Dann
gilt

[Xov + w||* = (Agv + w, Agv + w) = 0,
und wegen der positiven Definitheit von (-, -) ist A\gv +w = 0, d.h. v und w
sind linear abhangig. ,, <" ist klar. OJ

Korollar VI.2.10 (Winkeldefinition iiber Skalarprodukt):

(i) Aus wissen wir: Fir alle v,w € V ist

(v, w)

<1

)

— lwlHflwl

d. h. es gibt genau ein « € [0, 7], sodass cos(a) = L) Wir pennen o

= lollliel
den Winkel zwischen v und w und schreiben o := £ (v, w).

(ii) v und w sind orthogonal genau dann, wenn (v,w) = 0. Dies ist genau

dann der Fall, wenn £(v,w) = 7.

Proposition VI.2.11 (Eigenschaften der Norm): Die Abbildung
[V —R, v o] ==/ {v,v)
hat die Eigenschaften

(i) Fir allev eV ist ||v]| > 0 und ||v|]| = 0 gilt genau dann, wenn v = 0,
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3. Orthogonalitét

(i) Fir alle A € K und v € V ist ||| = |A|]|v]],
(ili) Fir alle vyw € V gilt ||v + w]| < ||v]| + [|w]|.
Beweis: (i) und (ii) sind klar. Zu (iii): Es ist
v+ w|?* = (v+w,v + w)
= [[o[l* + (v, w) + (w,v) + [Jw]?
= [[o[* + 2Re((v, w)) + [|w]|*
< llvll* + 2[¢v, w)| + [Jw]®
< lol* + 2wl llwl + flwl* = (vl + [lwl)?,
wobei wir bei der vorletzten Ungleichung verwendet haben. O
Korollar VI.2.12 (Eigenschaften der Metrik): Fir die Abbildung
d:VxV—R (v,w) — d(v,w) = |lv —w||
gelten:

(i) Fir alle vyw € V ist d(v,w) > 0 und d(v,w) = 0 genau dann wenn
v =w,

(i) Fir alle vyw €V ist d(v,w) = d(w,v),
(iii) Fir alle uw,v,w € V ist d(u,v) + d(v,w) > d(u,w).

Beweis: Die Eigenschaften (i) und (ii) sind wieder klar. Zu (iii): Setze v’ := u—wv,
v i=v —w. Jetzt ist

d(u,v) + d(v,w) = d(u, w) & [[u—vl| +|lv—w| = [[u = w]
[l + 1 =l + o,

das heifit wir erhalten die Aussage, weil die Dreiecksungleichung fiir ||-|| gilt.C]

3. Orthogonalitat

In diesem Abschnitt sei (V, (-, -)) ein euklidischer oder unitarer Vektorraum.
Proposition V1.3.1 (Fourier-Formel): Ist B = {b,...,b,} eine Orthonormal-
basis von V', dann gilt fir alle v € V:

n

V= Z(U, bz>bz,

i=1

d. h. beziiglich dieser Basis ist Dg(v) = ({(v,b;))1<i<n-
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Beweis: Schreibe v = 377 ; A\;b;. Dann ist

n

(v,b;) = <Z)‘jijbi> = Ai(vj,v3) = Xi{bi, b)) = A
j=1 j=1 O

Satz 17 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung): Wir erhalten eine Orthogonal-
basis von V' wie folgt: Ist B = {vy,...,v,} eine Basis von V, dann setzen wir

rekursiv
-1

<wiavl>
wy = wy = v — W;.

Es gelten:
(i) Die Menge {wy,...,w,} ist eine Orthogonalbasis von V.

(ii) Lin(vy,...,v;) = Lin(wy,...,w;).

Korollar VI.3.2 (Existenz von Orthonormalbasen): Jeder euklidische— oder uni-
tare Vektorraum V' besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis: liefert eine Orthogonalbasis B = {by,...,b,} von V und

1 1
C=1!—""b,....,—b,
{Ilb1|| B T }

ist eine Orthonormalbasis von V. O

Beweis (von [Satz 17): Punkt (ii) folgt direkt aus der Definition der w;.

Aus (ii) folgt, dass w; # 0 fur 1 <4 < n. Wir wollen zeigen, dass (w;, w;) =0
fir 1 < i # j < 1. Wir zeigen die Aussage mit vollstindiger Induktion, der
Induktionsanfang ist klar.

Fiir den Induktionsschritt von [ — 1 nach [: Ist 1 < 7 <[ —1, so ist

(wj, wy) = <wj7vl —

<wj> Ul)

<wj7 wj) =0,

was wir zeigen wollten. O

Bemerkung VI.3.3: (i) Ist V ein C-Vektorraum und g: V x V' — C eine
Abbildung, die in (Definition VI.2.3) (i), (ii) und (iii) erfiillt, so heifit 3 eine
Sesquilinearform.
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3. Orthogonalitét

(ii) Fur eine Bilinearform oder Sesquilinearform § und eine Basis B von V
notieren wir Gg(5) fur die Gram-Matrix von § beziiglich B.

(iii) B ist eine Orthonormalbasis beziiglich § genau dann, wenn Gg(5) = 1.

(iv) B ist eine Orthogonalbasis beziiglich 5 genau dann, wenn G () eine
Diagonalmatrix ist.

(v) Ist B’ eine weitere Basis, dann gilt:

DtB7B/'G'DB7B/, fUI']K:R,

Gu(B) = =
w(F) {DtB/7B'G~DB7B/, firr K = C.

(vi) Sei B = {by,...,b,} eine Orthonormalbasis beziiglich des Standard-
Skalarprodukts von R"™ beziehungsweise C". Fir A = (by]...|b,) € R™"
beziehungsweise A = (by]...|b,) € C" gilt: A’A = I beziehungsweise A*A = I.

Bemerkung VI.3.4: (i) Seien Uy, Uy Untervektorrdume von V' mit U; L Us.
Dann gllt U1 + U2 = U1 D UQ.

(ii) Fur den Untervektorraum U von V' heifit
Ut :={veV|{uv)=0 firaleuc U}

das orthogonale Komplement von U. Es gilt V =U @ U+,

Dieses Aussagen betrachten Sie genauer auf dem vierzehnten Ubungsblatt.

Definition VI.3.5 (Orthogonale Projektion): Sei U ein Untervektorraum von
V. Die Abbildung

T V=UgaUt—U, v=u+u r—u

mit u € U,u' € U+ heiBit orthogonale Projektion. Es gilt v — 7(v) L 7(v).

Proposition V1.3.6 (Satz des Pythagoras): Seien v,w € V. Gilt v L w, dann
15t

lv+wl* = (v +w,v +w) = [Jo]|* + [Jw]]*.

Diese Aussage zeigt man durch einfaches Nachrechnen.
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Kapitel VI. Skalarprodukte

4. Orthogonale und unitare Matrizen

Ziel dieses Abschnittes soll sein, die Abbildungen zu studieren, die Skalarprodukte—
und damit Langen, Winkel und Orthogonalitat erhalten. Im Folgenden bezeichne
(V, (-, +)) einen euklidischen- beziehungsweise unitdren Vektorraum der Dimen-
sion n, ®: V — V einen Endomorphismus und A eine reelle- beziehungsweise
komplexe n x n-Matrix.

Definition VI.4.1: ® heifit orthogonal beziehungsweise unitar, falls fiir alle
v,w eV gilt:
(®(v), ®(w)) = (v, w).

Bemerkung VI.4.2: Sei ® orthogonal beziehungsweise unitar. Dann folgt:
(i) Fur alle v € V ist || ®(v)| = ||v]],
(i) Fir v,w € V gilt v L w genau dann, wenn ®(v) L ®(w).
(iii) @ ist injektiv (und da dim(V') < oo auch bijektiv).
(iv) ®~! ist ebenfalls orthogonal beziehungsweise unitr.
)

(v) Ist U: V' — V ebenfalls ein euklidischer— beziehungsweise unitérer Endo-
morphismus, dann ist ¥ o ® wiederum euklidisch beziehungsweise unitér.

Bemerkung VI.4.3: Die Abbildung K" — K",z +— Az ist euklidisch bezie-
hungsweise unitar beziiglich des Standard-Skalarprodukts genau dann, wenn
fir alle z,y € K" gilt:

'y = (Az)'(Ay) = 2" A" Ay.
Das gilt genau dann, wenn A'A = I, was genau dann gilt, wenn A*A = I.

Definition VI.4.4 (Orthogonale— bzw. unitire Matrizen):

(i) Eine Matrix A € R™™ heifit orthogonal, falls A’A = I. Das ist genau
dann der Fall, wenn A € Gl,(R) ist und A~ = A’ gilt.

(ii)) A € C™*™ heifit unitdr, falls A*A = I. Das ist genau dann der Fall, wenn
A€ GL,(C) und A~ = A* gilt.

Proposition VI.4.5 (Charakterisierung orthogonaler— bzw. unitirer Matrizen):

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) A ist orthogonal beziehungsweise unitdr,
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4. Orthogonale und unitére Matrizen

(2) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des K™
beziiglich des Standard-Skalarprodukts.

(3) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des K"
beziiglich des Standard-Skalaprodukts.

(ii) Sei B eine Orthonormalbasis von V. ® ist orthongonal bzw. unitir genau
dann, wenn Dg g(®) orthogonal bzw. unitdr ist.

(iii) Ist X ein Eigenwert von A und ist A orthogonal oder unitdr, dann ist

|Al = 1.
Beweis: (i) Es gelten die Aquivalenzen
AA =T s A A=1< A"A=1.

Die letzte Gleichung bedeutet, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis
des K" sind, wie wir uns vorher schon iiberlegt haben; die mittlere Gleichung
bedeutet, dass A orthogonal beziehungsweise unitér ist und die linke Gleichung
bedeutet, dass die Zeilenvektoren von A eine Orthonormalbasis des K" bilden.

(ii) Folgt aus (Bemerkung VI1.4.3), da Gp((-,-)) = I fir eine Orthonormal-
basis B.

(iii) Ist A ein Eigenwert von A, dann gibt es v € K" — {0}, mit Av = \v,
wir konnen also schreiben

0 7 [loll = l[Av]l = [[Av]] = [A[fjvl
was die Behauptung zeigt. 0

Bemerkung VI.4.6: Sind B, By Orthonormalbasen von V', dann gilt: Dp, p,
ist orthogonal beziehungsweise unitéar. Das folgt direkt aus (Proposition 4.5

(1))
Definition VI.4.7: (i) Wir nennen die Menge
O(n) :={A € Gl,(R) | A ist orthogonal}

die orthogonale Gruppe, in der Tat ist O(n) eine Untergruppe von Gl,(R).

(ii) Wir nennen die Menge
U(n) :={A € Gl,(C) | A ist unitar}

die unitire Gruppe, in der Tat ist U(n) eine Untergruppe von Gl,(R).
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Satz 18: Es seien K = C und ®: V — V ein unitirer Endormorphismus.
Dann hat ® eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von ®. Insbesondere ist
® diagonalisierbar.

Korollar VI.4.8: Ist A € U(n), dann gibt es S € U(n) mit

S'AS = diag(\i, . .., An).

Wir bemerken, dass fiir die Matrix S aus |K0rollar VI.4.8| St=35" gilt, da
S unitar ist.

Fir den Beweis von brauchen wir den sogenannten Fundamentalsatz
der Algebra, der hier nur zitiert, nicht aber bewiesen werden soll.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes Polynom p € C[X], dessen Grad
grofsergleich Eins ist, hat mindestens eine Nullstelle in C. Es gilt

p(X)=c|[(X —=N\)

2.

=1

mit c,\1, ..., g € C.

Lemma VI.4.9 (,,Haupt-Trick fiir [Satz 18f¢): Seien ® unitir und v ein Eigen-

vektor von ® zum Eigenwert X\ und U = (v). Dann ist U+ schon ®-invariant.

Beweis: Sei w € U+. Dann ist
(v, ®(w)) = (A" ®(v), P(w)) = A" (v,w) =0,
d.h. &(w) € U-+. O

Beweis (von [Satz 18): Wir zeigen die Aussage via Induktion nach dimV = n.
Fir n = 1 ist die Aussage klar. Fir den Induktionsschluss von n — 1 nach n
sei p(X) = CP4s(X) € C[X] das charakteristische Polynom von ®. Mit dem
Fundamentalsatz der Algebra sehen wir, dass p eine Nullstelle A € C hat. Sei
jetzt v ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Aus (Proposition 1V.4.5) wissen wir,
dass |A] = 1, also A # 0. (Lemma 4.8) liefert uns jetzt, dass wir V' zerlegen
kénnen als V' = (v)®(v)* und (v) sowie (v)1 sind ®-invariante Unterrdume. Die
Induktionsvoraussetzung angwendet auf ®|,. liefert eine Orthonormalbasis
{vg,...,v,} von (v) aus Eigenvektoren von ®. Setze v, := |[v||~'v, dann ist
{v1,...,v,} eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von ®. O]
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4. Orthogonale und unitére Matrizen

Satz 19 (Variante des Spektralsatz fiir orthogonale Endomorphismen): Seien
K=R und ®: V —V ein orthogonaler Endomorphismus. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis B von V' mit

1

DB,B((I)> = T )

wobes

s ( cos(es) — sin(ay) ) c o)

sin(ay)  cos(qy)
mit o; € [0,27] — {0, 7, 27}, Erinnerung: Es gilt sin?(a) + cos?(a)) = 1 fiir alle
a e R.

Korollar VI.4.10: ® lasst sich zerlegen in (1) id, (2) Spiegelungen und (3)
Drehungen in einer Ebene.

Beispiel VI.4.11: Es seien n = 2, A € R?*? orthogonal und
¢: R* — R?, (z,y)" — A(x,y)".

Fassen wir ¢ als Abbildung als Abbildung ¢: C* — C? auf, dann wissen
wir aus dass es eine Orthonormalbasis B = {by, by} von C? aus
Eigenvektoren zu den Eigenwerten A, A\ € C. Im Folgenden ist komplexe
Konjugation komponentenweise zu verstehen. Ist A\; € C — R, dann gilt

Aby = Aby = Ay = Ay - by,

d.h. b; ist Eigenvektor zum Eigenwert A\; = )\; ohne Einschrinkung ist also
bg = 61. Setzen wir C1 = Re(bl) = %(bl +51) und Cy = Im(bl) = %(bl — 61),
dann ist auch C' = {¢y, ¢y} eine Basis von C?. Nun kann man nachrechnen, dass

Re(\) Im(\)
Dcc(®) = < —Im(A) Re()) > '

Da aber |A|? =1 = Re()\)? + Im(\)? gibt es « € [0, 27| mit

Dec(®) = (

cosa  sin o
—sina cosa /-
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Beweis (von : Wir wollen ¢ , komplexifizieren® wie in [Beispiel VI.4.11{
Der Spektralsatz (Satz 18]) garantiert uns dann die Existenz einer Orthonor-
malbasis B = {by,...,b,} C C" aus Eigenvektoren von ¢ zu den Eigenwerten
)\1, RPN )\n

Wir konnen die Eigenwerte so sortieren, dass

Moo =1, Mgt ds=—1, und Agpr,..., A\ € C—R.

Wie in [Beispiel VI.4.11| sehen wir: Ist v Eigenvektor von ® zum Eigenwert A,
dann ist ¥ ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert \. Ohne Einschrinkung seien
Ast2 = Ast1s Astd = Agt3s - -3 An = Ap_1 SOWie b9 = byiq,..., by = b,_1. Wir
verwenden fiir U := (b y9; 1, bsy2;) den Trick aus [Beispiel VI.4.11] ferner setzen
wir

Cstai-1 = Re(bstai-1), Cotai = Im(bsiai 1)
Genau wie in Beispiel VI.4.11|{sehen wir: C' := (by, ..., bs, Cs41,Cs12,y -+ Cn_1,Cn)
ist eine Basis von C" und D¢ () ist von der gewiinschten Form. O

5. Hauptachsentransformation und Anwendungen

Im Folgenden bezeichne (-,-) das Standard-Skalarprodukt, ||-|| die zugehorige
Norm sowie & := {ey,...,e,} die Standardbasis von K" [f]

Satz 20 (Hauptachsentransformationssatz):
(i) Sei A € R™™ symmetrisch. Dann gibt es S € O(n) mit
STTAS = S'AS = diag(Ay, ..., M),

wobei \; € R.
(ii) Sei A € C™™ hermitesch. Dann gibt es S € U(n) mit

STTAS = S*AS = diag(A1, ..., \n)
mit )\Z € R/
Proposition VI.5.1: Figenwerte hermitescher Matrizen sind reell.

Beweis: Sei A € C™*" hermitesch und A € C ein Eigenwert von A zum
BEigenvektor v. Dann ist

Mv|l? = Mo, v) = W't = (Av)'o = v'A'D = 0" AT = v' Av = v' v = X||v||%

Da 0 #vist A=), also A € R. OJ
1Es ist wieder K € {R, C}.
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Lemma VI1.5.2 (Haupttrick fiir [Satz 20): Sei A € C"*" hermitesch, A ein Ei-

genwert von A zum Eigenvektor v € C". Dann gilt: (v)* ist invariant unter
v Av.

Beweis: Sei w € (v)*. Dann gilt
(v, Aw) = v' Aw = v' A'w = (Av, w) = (A, w) = Mv,w) = 0,

d.h. Aw € (v)*. O

Beweis (von [Satz 20)): Teil (i) konnen wir dank [Lemma VL.5.2 ganz genau wie
beweisen.

Fir Teil (i) fassen wir A als hermitesche Matrix in C™*™ auf, nach
sind dann aber die Eigenwerte von A reell und der Beweis fiir (ii)
funktioniert auch iiber R. U

Fazit V1.5.3 (Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit):

(i) Fiir einen beliebigen Korper K haben wir gesehen: A € K™*" ist diago-
nalisierbar genau dann, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren gibt. Es
gibt genau dann eine Basis aus Eigenvektoren, wenn

> dimEig(4,\) = n.
AESpec(A)

(ii) Ist B = {wy,...,w,} eine Basis aus Eigenvektoren und B = (w1]| ... |w,),
dann hat B~'AB Diagonalgestalt.

(iii) Symmetrische und hermitesche Matrizen sind diagonalisierbar nach [Satz 20
mit einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

(iv) Ist A € U(n), dann ist A diagonalisierbar mit einer Orthonormalbasis

aus Eigenvektoren (Satz 18E|

Notation VI.5.4: Esseien K ein beliebiger Korper, W ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum, ®: W — W ein Endomorphismus und A € Spec(®). Dann
heiflen

(1) pg(P, ) == dim Eig(®, \) heifit geometrische Vielfachheit.

2Es gibt unterschiedliche Konventionen fiir hermitesche Formen, was die Komponente
betrifft, aus der Skalare komplex konjugiert , gezogen* werden, entsprechend fiir das
Standard-Skalarprodukt auf C™. In der Physik ist die Konvention gebréuchlich, die Skalare
aus der ersten Komponente komplex konjugiert zu ziehen.
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(ii) pa(®,A) := (Exponent von (X — A) im charakteristischen Polynom
CPo(X)) heiBt algebraische Vielfachheit.

Der Endomorphismus @ ist diagonalisierbar genau dann, wenn fiir alle A €
Spec(A) gilt: g (P, N) = p1a (P, N).

Definition VI.5.5: (i) Eine symmetrische Matrix G € R™" heifit positiv
definit, falls fir alle x € R™ — {0} gilt: 2'Gx > 0. Das heifit G ist positiv
definit genau dann, wenn [ ein Skalarprodukt ist.

(ii) Eine hermitesche Matrix G € C™*™ heiit positiv definit, falls fir alle
x € C" — {0} gilt: 2'GT > 0. Das heiBit G ist positiv definit genau dann,
wenn (g ein Skalarprodukt ist.

Korollar V1I.5.6 (aus [Satz 20): Eine symmetrische beziehungsweise hermite-
sche Matriz G ist positiv definit genau dann, wenn Spec(G) C [0, 00).

Beweis: Ist eine Konsequenz aus|Satz 20 (Bemerkung VI1.3.3) und (Bemerkung
VLAG). 0

;) eine symmetrische beziehungs-

Satz 21 (Minoren-Kriterium): Seien G = (g;
<k <n setze

weise hermitesche n X n-Matriz und fir 1
Gk =

Dann gilt: G ist positiv definit genau dann, wenn fir 1 < k <n gilt det G} > 0.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch vollstandige Induktion nach der
GroBe von G. Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschluss
von n — 1 nach n sei 8 = g, d.h. f(z,y) = 2'Gy.

Beachte: B = B(c;,...epy Und Gi = Gey,..e0) (Br)-

,="1 G ist positiv definit genau dann, wenn [ positiv definit ist. Ist £
positiv definit, so auch §; und nach der Induktionsvoraussetzung wissen wir,
dass fir 1 < k < n —1 gilt det(Gy) > 0. Das Orthogonalisierungsverfahren
(Satz 17)) sichert uns die Existenz einer Orthonormalbasis B fiir § und damit
ist Gg(B) = I,,. Dann gilt:

G =Ge(B) = Dy eGp(P)Dp.e.
Setze S := Dp ¢. Dann ist

det(G) = det(S)1det(S) = det(S)det(S) = |det(S)|> > 0.
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,<="“: Nach Induktionsvoraussetzung ist GG,,_; positiv definit und damit auch
Br_1. Nach |Satz 17 gibt es eine Orthonormalbasis (e, ..., e, 1), diese heifle

{v1,...,vp_1}. Setze
n—1

Uy = en — > Blug, en)us,

=1

nach ist dann S(vy,, v;) = 0; setze B := {vy,...,v,}. Bezlglich dieser
Basis ist G' := Gp(f) = diag(1,...,1,¢) mit c € C. Jetzt finden wir

0 < det(G) = det(S" - G’ - S) = |det(S)[* - det(G') = |det(S)/|?c,
also muss ¢ > 0 gelten und [ ist positiv definit. O

Satz 22 (Trigheitssatz von Sylvester): Sei 5 eine symmetrische beziehungs-

weise unitare Form auf einem eukldischen beziehungsweise unitdren Vektorraum
(V. {(-,-)). Dann gelten:

(i) Es gibt eine Basis B mit
Gp(B) = diag(1,...,1,-1,...,—-1,0,...,0),

wobei k-mal 1, I-mal —1 und m-mal 0 auf der Diagonalen vorkommen.

(ii) Die Zahlen k, 1, m sind Invarianten von 3, d. h. sie sind gleich fir alle
solchen Basen B. Das Tripel (k,l,m) heifit Signatur von (.

Beweis: (i) liefert die Existenz einer Orthonormalbasis B = (vy, ..., v,)
mit Gp(B) = diag(A1, ..., \,) mit A\; € R. Definiere

Ut

- {|/\|‘5vi, falls \; # 0,

Vi, sonst.

Die Basis {71, ...,7,} (nach Umsortieren) leistet das Gewiinschte.
(ii) Es ist Rang(Gg(5)) = k + . Setze

Wy :={ve K"|B(v,0) >0} und Wy:={ve K"|p(v,v)<0}.

Wir wissen, dass k& < dim W;, [ < dim W, und dass Wy N W, = {0}. Damit
erhalten wir

k+ 1 < dim(W;) 4+ dim(Wsy) = dim(W; + Ws) < k + 1,

insgesamt also dim(W;) = k, dim(Ws) = (. O
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Definition VI.5.7 (Quadratische Form):

(i) Eine quadratische Form in n Variablen ist eine Funktion
q: R" — R", vt A+ te

mit A € R"*", b€ R" und ¢ € R, d. h.

q(z) = Z a; ;T + Z bix; + c.
ij=1 i=1

(ii)) Die Menge @ = Q(A,b,c) = {z € R" | ¢(x) = 0} heifit Quadrik zu
(A, b, c).

Korollar VI.5.8 (aus [Satz 20): Sei @ € R" eine Quadrik zu (A,0,c¢). Dann
existiert S € O(n), so dass fir ®: R — R™, x — Sz gilt:

P 1Q) = {ale+--~+arxf:{ é }

mit 0 <r <nunda,...,a €R.
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Lineare Algebra 11

135






Kapitel VII.

Jordansche Normalform

1. Motivation

Die Leitfrage fiir die Lineare Algebra I war ,Welche Struktur hat die Losungs-
menge IL eines linearen Gleichungssystems Ax = b7* Diese Frage haben wir in
der Linearen Algebra I auch beantwortet und festgestellt, dass . = x5 + Ly,
wobei I, der Kern der linearen Abbildung z — Ax ist.

Strukturelle Werkzeuge, die wir unterwegs verwendet haben, sind

(1)
(2)

Ist ®: K™ — K" eine lineare Abbildung, so gibt es A € K™ mit
O(x) = Az fir alle x € K™,

Sind V', W endlichdimensionale Vektorrdume der Dimension m bzw. n,
soist V=2 K" und W = K™. Fir eine lineare Abbildung ®: V — W
haben wir gesehen, dass es eine eindeutig bestimmte Matrix A € K"™*™
gibt, die das Diagramm

V—o W
DBJ JDC
ey A

kommutativ macht. Wir erhalten die Isomorphismen Dpg, D¢ durch
Wahl von geordneten Basen in V' bzw. W. Die Matrix A hatten wir
mit D¢ p(P) bezeichnet. Insgesamt haben wir damit auBerdem gezeigt:
Homg (V, W) = K™=™,

Ab jetzt betrachten wir den Spezialfall V =W mit dimV = n.

Ist ®: V — V linear und B eine geordnete Basis, so bezeichnen wir

DB((I)) = A.
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o Haben wir unterschiedliche Basen geordnete B, C', dann ist
Do (®) = De p(id)Dp(®) Do p(id) .

o Wann gibt es eine ,sehr schone Normalform fiir &7 Wir haben bezeichnet:
— Spec(®) = {A1,..., \¢}, die Menge der Eigenwerte von &,
— Eig(®, ) = Kern(® — Aid), der Eigenraum von ¢ zum Eigenwert .

Satz: Es gilt >, dim Eig(®, \;) = dim V genau dann, wenn ® diagonalisierbar
15t.

In diesem Fall gibt es eine Basis B von V' mit

aq 0
Dgp(®) = diag(ay, . ..,a,) =
0 an,

Wir wollen jetzt eine ,schone” Normalform fiir jede lineare Abbildung
®: V — V finden. Das geht aber nur fiir spezielle Koérper, zum Beispiel K = C.

Satz 23: Sei V' ein C-Vektorraum von Dimension n und ® € End¢(V). Dann
gibt es eine geordnete Basis B von V. mit

M
1
1 N
DB(CI)) - - Jq:.
Ak
1 A
1 A
Hierber sind alle nicht angegebenen Eintrdge 0 und Ay, ..., \x die Eigenwerte

von ® (nicht zwangsliufig paarweise verschieden). Die Matriz Jg ist eindeutig
bis auf Vertauschen der Kdstchen und heifft Jordan-Normalform.

2. Der Satz von Cayley-Hamilton

In diesem Abschnitt sind stets K ein Korper, V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum, und (e, ..., e,) die Standardbasis von K™.
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Bemerkung: Man kann Matrizen in Polynome einsetzen: Ist f = azX? +
ag1 X+ 4+ g X+ ap XY € K[X], dann ist

f(A) = agA + ag AT+ b a A + aol,

wobei A € K™ ™ und I,, die n x n-Einheitsmatrix ist. Dabei gilt Af(A) = f(A)A.

Auf die gleiche Weise kénnen wir Endomorphismen von V' in Polynome
einsetzen:

f(®@) = ag®? + ag_1 @ 4 - £ a1 P + agidy

fir ® € End(V). Hierbei bezeichnet ®F, k € Ny, die k-fache Komposition von
® mit sich selbst; also ®° = idy, ®! = ® und &% = ® o P+ ! fiir k£ > 2.

Beispiel VIL.2.1 (,kleiner Zaubertrick*“): Wir betrachten die Matrix

S O = O

o = O O

_— o O O
[\

(1) Bestimmung des charakteristischen Polynoms x4(X) = CP4(X):

det(A — XI4)
-X 0 0 —1
1 =X 0 2
=detl g 1 x
0 0 1 -2-X
1 =X 0 -X 0 0
=(=1)(=1)det [0 1 —=X|+2det| 0 1 —-X
0 0 1 0 0 1
-X 0 0 -X 0 0
+(=1)()det [ 1 —-X 0]+ (-2—X)det| 1 —-X 0
0 0 1 0 1 =X

=1-2X —1X?>+2X%+ X4

(2) Einsetzen von A in CP4: CP4(A) = I, — 2A — A% + 243 + A?
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Es sind
00 —1 2 0o -1 2 5
2 [0 0 -3 3 |0 -5 12
A" = 1 0 1 01|’ A= 0 1 0 0
01 -2 5 1 -2 5 =10
-1 2 =5 10
i -5 12 =25
A= 1 0 0 2
-2 5 =10 20
Damit berechnen wir
1 0 00 0O 0 02
01 00 -2 0 0 -4
CPal =10 01 0lT|0 2 0 —o
00 01 0o 0 -2 4
0 O 1 =2 0o -2 4 —-10
" 0O 0 -2 5 n 0 4 —-10 24
-1 0 -1 0 0 2 0 0
0o -1 2 5 2 —4 10 -20

11 0o o 2
2 5 —10 20
0000
oo o0 o0
=10 00 0
000 0

(3) Eine verallgemeinerbare Begriindung fiir (2): Wir beobachten, dass
(A) Aey = €9, Aey = e3 = A%ey, Aeg = eq = Adey,
(B) Aey = —ape; — ajes — azes — agey,
(C) CPA(X) =ag+ a1 X + a; X? + a3 X3 + X4, also

CPA(A) == a0[4 -+ alA -+ (I2A2 + &3A3 + A4,
(D)
CPA(A)el = (CLO[4 + CLlA -+ CL2A2 -+ CL3A3 —+ A4>61

= qpe1 + a1es + agses + aseyq + A64 = 0.
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton
(E) CP4s(A)ey = CP4(A)Ae; = ACP4(A)e; = 0, und analog sieht man
CPA(A)es = 0 sowie CP4(A)es = 0.
Proposition VII.2.2: Sei

A — c. . 6 KTLXTL’

1 —0p—1
wobei ausgelassene Fintrage gleich Null sind. Dann gelten:

(i) CPA(X) = (=D)"(ag+ a1 X + -+ + a, 1 X" 1 + X",
(ii) CPA(A) = 0.

Beweis: Verfahre wie in [Beispiel VII.2.1}

o Berechne das charakteristische Polynom von A per Laplace-Entwicklung
nach der letzten Spalte,

o Es gelten:
(A) Aey = ey, A%c1 =e3, ..., A" le; = ey,
(B) A™e; = Ae,, = —apge; — ajeg — « -+ — ay_16y,
(C) CPA(A) = (=1)"(apl, + a1 A+ -+ + a, A" 1 + A"),
(D) Daraus folgt

CPA(A)el = (—1)”(&061 + a1€9 + -+ Ap—1€En + Anﬁ’l) = 0,
(E) CPA(A)ep = CP4(A)AFLey = AF1CP4(A)e; =0 fiir 2 < k <,
Aus (D) und (E) folgt: CP4(A) = 0. O
Proposition VII.2.3: Seien ® € End(V) und v € V.. Waihle n minimal, sodass
{v,P(v),...,®"(v)} linear abhdingig ist, also
P"(v) = —agv — a; P (V) — -+ — a1 D" (V).
Dann gelten:

(i) U= (v,®(v),..., 0" 1 (v)) ist (beziiglich Inklusion) minimaler ®-invari-
anter Untervektorraum, der v enthdlt,

141



Kapitel VII. Jordansche Normalform

(ii) B = (v, ®(v), ®*(v),...,®"1(v)) bildet eine geordnete Basis von U,
(iii) Die Einschrankung von ® auf U hat beziglich U die folgende Darstel-
lungsmatriz:

1 —ay
Dp p(®ly) =

1 —Qn—1
Beweis:  (ii) Folgt aus der Definition von n und U.
(i) U ist ®-invariant, denn fiir u € U gilt u = cou+c;P(v)+- - -+c, 19" (v).
Jetzt ist
®(u) = co®(v) + 1 P*(v) + - - + 1 D" (v);
und da ®(v), ..., 0" (v) € U sowie ®"(v) = —agv—a1®(v)—- - - —a, 1"} (v),
ist ®(u) € U.
U ist minimal, denn ist W ein weiterer ®-invarianter Untervektorraum mit
v € W, dann gilt ®(v) € W, also ®*(v) € W, ..., also ®"~!(v) € W und damit
UCWw.
(iii) Wir setzen b; := & 1(v) fir 1 < i < n. Dann ist ®(b;) = by fiir
1 <i<n,also
®(bn) = @"(v)

= —agv — a1 P(V) — - — a1 D" (V) = —agvg — - — Ap_1bp_y. O

Satz 24 (Cayley-Hamilton):
(i) Seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® € End(V'). Dann
gilt CP@(CI)) == OEnd(V)-
(ii) Fiir A ¢ KN*N st CPA(A) = 0pnxn.
Beweis: (i) Wir schreiben f := CPg € K[X] und ¢ := f(®) € End(V). Wir
wollen zeigen, dass ¢ die Nullabbildung ist, indem wir zeigen ¥ (v) = 0y fiir
alleve V.

(1) Suchen einer ,schénen® Basis: Sei ein beliebiges v € V' vorgegeben und n
gewahlt wie in[Proposition VIL.2.3| d.h. U := (v, ®(v), ..., ®"(v)) ist minima-
ler ®-invarianter Untervektorraum mit v € U. Sei B’ := (v, ®(v), ..., ®"1(v)).
Ergidnze B’ zu einer Basis B von V'; nach |Proposition VII.2.3|ist dann

A= Dy (®) = (’3 2)
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

mit Blockmatrizen A’ := Dps p/(®|y) € K™ x € KW= 0 ¢ KWN-n)xn
und C € KWN=mx(N=n),
(2) Berechnung von f = CPg = CPy:

F(X) = det(A = X1,,) = det(A' — XIn) det(C — XI(n-n)),

nach [Proposition VIL.2.3|ist f(A’) = 0, und deshalb (bitte versuchen Sie, diesen
Schritt nachzuvollziehen)

=% 10) = (6 o)

wir haben also gezeigt, dass f(®)|y = 0 und insbesondere gilt fir unser v:
f(@)(v) =0=1(v) =0.
(ii) Folgt aus (i), wenn wir ®: v — Av € End(V') wéhlen. O

»Alternativer Beweis*: Wir wollen zeigen, dass CP4(A) = 0 fiir A € KV*V,
Es gilt CP4(X) = det(A — XIy), also ist CP4(A) = det(A — A) = det(0) = 0.

Das ist offensichtlich Unsinn. Das kann man schon daran sehen, dass in der
letzten Gleichheit links eine Matrix, und rechts eine Zahl steht. Das Problem
ist: A — X1y lebt in K[X]M*N ausgeschrieben mit A = (a;;):

11 — X ay2 e Q1 N-1 a1, N
Q21 A22 — X ... Q2 N—1 Q2 N
A - X[N - . . )
anN,1 an 2 ... AN N-1 QNN — X

dort konnen wir keine Matrix einsetzen.

Definition VIL.2.4: A € K™ heifit nilpotent, falls es k € N gibt mit A* = 0.
Beispiel VIL.2.5: Sei A= (99). Dann ist A # 0, aber A? = 0.
Proposition VII.2.6: FEs sei A € K"*".

(i) Ist A nilpotent, dann gilt Spec(A) C {0},
(i) Ist K = C, dann gilt: A ist nilpotent genau dann, wenn Spec(A) = {0}.

Beweis: (i) Sei A nilpotent mit A* = 0. Sei weiter A € K ein Eigenwert von
A, d.h. es gibt v € K™ — {0} mit Av = Av. Fiir dieses v gilt

0=A" = A= A1y =... =\,
d.h. \¥ =0, also A = 0.
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(i) ,=*: Folgt aus (i), weil das charakteristische Polynom CP4(X) € C[X]
nach dem Fundamentalsatz der Algebra eine Nullstelle in C hat.

»<=": Wegen des Fundamentalsatz der Algebra (induktiv) zerfallt das cha-
rakteristische Polynom in Linearfaktoren, also

CPAX) = (X —=A) - (X = \y)

mit geeigneten \q,..., A\, € K. Nach Voraussetzung ist A\ =--- =\, =0, also
CP4(X) = X" Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist 0 = CP4(A) = A", A
ist also nilpotent. O

Beispiel VIL.2.7: Gegeben sei die Matrix
— 0 —1 2%2
A=) e

Das charakteristische Polynom von A ist CP4(X) = det( * %) = X?+1 und
dieses hat keine Nullstellen iiber R, d.h. Spec(A4) = @.

3. Der Polynomring K| X]

Das Ziel dieses Abschnitts wird es sein, ein Polynom f von minimalem Grad
zu finden, sodass f(A) = 0 fiir eine Matrix A. Ein solches f nennt man Mini-
malpolynom. Minimalpolynome werden in der Theorie der Jordan-Normalform
eine wichtige Rolle spielen.

In diesem Abschnitt bezeichne K stets einen Korper.

Erinnerung VII.3.1: Der Polynomring
K[X] = {ZaiXi :n € Ny, a; € K}
i=0

ist ein kommutativer Ring mit Addition und Multiplikation von Polynomen.

Welche Art von Objekten kann man in Polynome einsetzen? Wir brauchen
Addition, Potenzen (also Multiplikation, da Potenzen alleine nicht geniigen)
und Multiplikation mit Skalaren (aus einem Kérper K'). Mengen, in denen man
so ,rechnen* kann, nennt man K-Algebren.

Definition VII.3.2 (K-Algebra):
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3. Der Polynomring K[X]

(i) Eine K-Algebra ist eine Menge A mit 3 Abbildungen
+:AXxA—A e AXA—A - KxA—A,

sodass gelten:
(A) (A, +,e) ist ein Ring[]
(B) (A, +,") ist ein K-Vektorraum,
(C) e ist K-bilinear, d.h. fir alle x,y,2 € A und X € K gilt

(x+y)ez=xez+yez ze(yt+z)=zey+uxecz,
A(zey)=(N-z)ey=z0(\-y).

Bemerkung: Die ersten beiden Gleichungen von links folgen aus (A).

(ii) Ist die Verkniipfung e aus (i) eine kommutative Verkniipfung, so nennt
man (A, +,e) eine kommutative Algebra und hat der Ring (A, +, e) ein
Einselement (d.h. es gibt 1 € A mit lea = ae1 fiir alle a € A), so heift
A eine Algebra mit 1.

(iii) Seien Ay, Ay zwei K-Algebren und ®: A; — A, eine Abbildung. Dann
heifit ® ein K-Algebren-Homomorphismus, wenn gelten:

o @ ist Ringhomomorphismus fiir die Ringe (A;, +, ), (As, +, @),
o @ ist lineare Abbildung fiir die K-Vektorrdume (Aq,+, ), (A, +, ).

Beispiel VII.3.3 (K-Algebren): Das Folgende sind K-Algebren:

(i) Der Polynomring K[X] mit Addition und Multiplikation von Polynomen
und skalarer Multiplikation,

(ii) K™ mit Addition und Multiplikation von Matrizen und skalarer Mul-
tiplikation,

(iii) Endg (V) fiir einen K-Vektorraum V' mit Addition und Verkniipfung
von Abbildungen sowie skalarer Multiplikation,

(iv) K selbst (zum Beispiel als Spezialfall von (ii) wegen K = K1),

Definition VII.3.4 (Einsetzungshomomorphismus): Ist (A, +, e) eine K-Algebra
mit 1, so kann man die Elemente von A in Polynome aus K[X] einsetzen.

Im Gegensatz zur Definition von Ring aus Lineare Algebra I wollen wir explizit Ringe
ohne Eins zulassen und nennen Ringe, die eine Eins haben, Ringe mit Eins.
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Genauer: Fir f =37 ;X" € K[X] und a € A definieren wir

wobei @ := 1, a' = a und a* = a e ¥~ fiir K > 2, k € N. Wir erhalten so
fur jedes a € A einen K-Algebren-Homomorphismus ¢,: K[X]| — A, f — f(a).
Dieser heifit der Einsetzungshomomorphsimus zu a.

Definition VIL.3.5 (Grad): Sei f =30 ;X' € K[X].

(i) Wir nennen
n, falls ¢,, # 0,
deg(f) = ’
—oo, falls f = Og(x).
den Grad von f; —oo ist hier ein Symbol das nicht zu INy gehort.
(ii) Fur k € Ny definieren wir max{k, —oo} := k, max{—o00, —o0} := —o0,
k+ (—00) := —00 =: (—00) + k, und —00 + —00 := —00, —00 < k.

(iii) Ist f nicht das Nullpolynom ist ¢, # 0, so heifit ¢, der Leitkoeffizient von
f. f heiit normiert, falls ¢, = 1.

Bemerkung VII.3.6: Seien f,g € K[X]. Dann gelten:

(i) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)},
(i) deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Beweis: Man zeigt die Aussagen mithilfe der Definition. Fiir (ii) betrachte man
den Leitkoeffizienten von f - g.

Fiir kommutative Ringe mit 1 kann man analog den Polynomring R[X]| mit
Koeffizienten aus R definieren. In (ii) gilt dann im Allgemeinen aber nur noch
5 < O

Proposition VII.3.7 (Polynom-Division mit Rest): Seien f,g € K[X]| mit g #
0. Dann gibt es h,r € K[X] mit deg(r) < deg(g) und f =g-h+r.

Beweis: Ist f das Nullpolynom, so stimmt die Behauptung wenn A und r das
Nullpolynom sind. Man zeigt die Behauptung per Induktion nach n = deg(f),

da diese Tatsache aus der Schule bekannt ist, wird der Beweis hier ausgespart.[]

Wir wollen uns jetzt der Frage annehmen, welche Polynome A annullieren.
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3. Der Polynomring K[X]

Definition VII.3.8 (Verschwindungsideal): Esseien A € K™*" und ® € End(V).
Dann heift
I(A) == {f € K[X]| f(A) = 0}

das Verschwindungsideal von A.

Bemerkung VII.3.9 (Eigenschaften des ,,Verschwindungsideals®): (i) Das Null-
polynom ist in /(A).

(ii) Das charakteristische Polynom CP4(X) ist in I(A) (Satz von Cayley-
Hamilton).

(iii) Sind f1, fo € I(A), dann ist auch f; + fo € I(A).
(iv) Sind f € I(A) und h € K[X], dann ist h- f € I(A).

Definition VII.3.10 (Ideal): Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Eine Teilmen-
ge I C R heifit Ideal, falls gelten:

(i) Sind a,b € I, dann ist auch a +b € I,
(ii) Sind @ € I und r € R, dann ist auch r - a € 1.

Proposition VII.3.11 (Konstruktion von Idealen): Seien R ein kommutativer
Ring mit 1 und aq,...,a, € R. Dann gilt:

I={r-ai+-+rp-ay|r,...,m € R}

ist ein Ideal von R. Wir schreiben I = Raq + - - - + Ra,,.

Beweis: Wir haben die Eigenschaften aus [Definition VII.3.10| nachzupriifen.

(i) Fir ry,...,r und v}, ... 7 € R gilt:

(ri-ar+-+rp-a,)+ (a1 +---+r,-a,)
=(ri+r)-a+--+y+7r) a, €1

(ii) Seien r € R und ra; + - -+ + rpa, € I. Dann gilt
r.(rl.al_i_..._'_rn.an):(r.rl).al_i_..._i_(/r'.rn).anEI,
dar-r,e Rfirl1 <i¢<n. OJ

Insbesondere ist fiir ein a € R die Menge Ra := {r-a | r € R} ein Ideal in
R.
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Definition VII.3.12 (Hauptideal): Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

(i) Ein Ideal I C R heifit Hauptideal, falls es m € I gibt mit
I'={r-m|reR}=Rm.
(ii) R heiBt Hauptidealring, falls jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.

Satz 25: Der Polynomring K|[X| ist ein Hauptidealring, d. h. fir jedes Ideal I
in K[X] gibt esein fel mitI={h-f|heK[X]}.

Beweis: Sei [ ein Ideal von K[X]. Wir wollen zeigen, dass es dann f, € I gibt
mit [ ={h- fo | h € K[X]}.

Ist I = (0), dann leistet das Nullpolynom das gewtinschte, d.h. fy = 0 in
diesem Fall.

Andernfalls wahlen wir fy € I so, dass deg(fy) minimal ist. Auf jeden Fall
ist K[X]fo={h-fo|h € K[X]} enthalten in I, da I ein Ideal ist. Es bleibt
zu zeigen, dass K[X]fy D I; sei dazu f € I. Nach [Proposition VII.3.7| gibt es
h,r € K[X], sodass f = h- fo+r und deg(r) < deg(fo). Esistr = f—h-fy € I,
wegen der Minimalitat des Grades von fy muss r also das Nullpolynom sein
und f = h- f. O

Proposition VII.3.13 (Eindeutigkeit des Erzeugers): Fir ein gegebenes Ideal
I ist das fo in bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmd.

Beweis: Fiir I = (0) stimmt die Aussage. Seien nun I # (0) und fy, go € I —{0}
mit [ = K[X]fo = K[X]go. Dann gibt es h, b’ € K[X] mit g0 = h - fp und
f() =n. 9o, d.h. fo =h-h- f() und deg(fo) = deg(h) + deg(h’) + deg(fo) Es
muss also gelten deg(h) + deg(h’) = 0, also auch deg(h) = deg(h’) = 0 und wir
haben alles gezeigt. O

Im Folgenden werden wir feststellen, dass wir viele Tatsachen beziiglich
Teilbarkeit, die wir von den ganzen Zahlen gewohnt sind, genau so fiir den
Polynomring vorfinden.

Bemerkung VIIL.3.14: (i) Wir kénnen die Einheitengruppe von K[X| mit-
hilfe von [Bemerkung VII.3.6| charakterisieren:

KIX|"={fe K[X]|Esgbtge K[X]mit f-g=g-f=1}
= {f € K[X] | deg(f) = 0}.

(ii) Wir konnen K mit K[X]* U {0} identifizieren via a — a - X°.
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3. Der Polynomring K[X]

(iii) Sind f,¢g € K[X] mit f-g = 0, dann gilt f = 0 oder g = 0 (siehe
IBemerkung VI1I.3.6)).

Definition VII.3.15: Seien f,g € K[X].

(i) f heiBt Teiler von g, falls es h € K[X] gibt mit g = h - f. Wir schreiben
in diesem Fall f | g.

(ii) f und g heilen teilerfremd, falls fiir alle h € K[X] mit h | f und h | g
schon gilt, dass h € K[X]*.

(iii) Sei nun f ¢ K[X]*. Dann heifit f irreduzibel, falls fiir alle hy, hy € K[X]
mit f = hy - hy gilt, dass hy € K[X]* oder hy € K[X]*.

Eigenschaft (iii) heiBt f hat keine ,echten* Teiler.

Proposition VII.3.16 (Lemma von Bezout): Seien f,g € K[X]. f und g sind
teilerfremd genau dann, wenn es hy, hy € K[X] gibt mit 1 =hy - f + hy - gJ

Beweis: ,<“: Sei h € K[X] mit h | f und h | g, d.h. es gilt f = h- f und
g=nh-gmit f,§ € K[X]. Dann ist

l=h -h-f+hy-h-g=hhi-f+hs-3q),

d.h. 0 = deg(1) = deg(h) + deg(hy - f + hy - §), also deg(h) = 0 und damit
h e K[ X]*.

,=8ei [ :={hy-f+hy-g|hi,hy € K[X]|}. Nach|Proposition VII.3.11|ist
I ein Ideal, nach ist I sogar ein Hauptideal, d. h. es gibt m € K[X] mit
I'=K[X]-m={h-m|he K[X]}. Da f,g € I teilt m insbesondere f und g,
also ist m € K[X]*, da f und g teilerfremd sind. Es ist also deg(m) = 0 und
m = a- X" mit einem a € K[X] — {0}. AuBlerdem gilt 1X° =a"! - (aX") € I,
da I ein Ideal ist. O

Proposition VII.3.17 (Linearfaktoren von Polynomen): Sei f € K[X].

(i) Firae€ K gilt f(a) =0 genau dann, wenn f von (X — a) geteilt wird.

(i) Falls f = (X—ay)---(X—a,) mitay,...,a, € K, dann gilt: Ist h € K[X]
ein normiertes Polynom, das f teilt, dann ist h von der Gestalt

h:(X_a’h)"'(X_aik)

mitl < <ig < -+ <1y <n.

*Hierbei identifizieren wir 1 mit 1X°? wie in [Bemerkung VII.3.14] beschrieben.
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Beweis: (i) ,<“: Ist f=g¢- (X —a) mit g € K[X], dann ist

fla) = g(a)(a —a) = g(a) - 0= 0.
»=Ist f(a) = 0, dann ergibt Polynomdivision durch (X — a):
f=h-X—a)+r
mit i, 7 € K[X] und deg(r) <0, d.h. r = ¢X°. Wegen 0 = f(a) = 0 + ¢ muss
¢ =0 sein, also r = 0 und (X — a) teilt f.

(ii) Wir zeigen die Behauptung per vollstandiger Induktion auf den Grad
von f. Fir n = deg(f) =0 gilt f =1, also deg(h) = 0 nach [Bemerkung VII.3.6|
und da A normiert ist auch A = 1.

Sei die Aussage fiir n € IN gezeigt. Schreibe f = g-h mit g € K[X]. Dann
gilt: Ist

0= f(a1) = g(a1) - h(a
dann ist g(a;) = 0 oder h(a;) = 0. Gilt g(a;) =0,
g = (X —ay) - g mit einem g € K[X], also

(X —ar)- (X —ag)--- (X —an) = (X —a1)-g-h

1)7
dann wissen wir aus (i), dass

und damit
(X —a1) - [(X —ag)--- (X —an) —g-h] =0
Nach [Bemerkung VII.3.14| ist also g - h = (X — ag) -+ (X — a,) und die
Induktionsvoraussetzung liefert die Behauptung.
Ist h(a;) = 0, dann ist h = (X — a;) - h mit h € K[X] und mit denselben
Schritten wie zuvor finden wir dass (X — a) - -- (X — a,) von h geteilt wird
und die Induktionsvoraussetzung liefert die Behauptung. 0

Korollar VII.3.18 (aus [Proposition VII.3.17): Seien f,g € K[X] mit f =
(X —a)", wobei a € K und n € Ng und g(a) # 0. Dann sind f und g
teilerfremd.

Beweis: Sei h ein gemeinsamer Teiler von f und g. Wegen |Proposition VII.3.17|
ist h von der Form h = (X —a)™ mit 0 < m < n. Da g von h geteilt wird,
muss h(a) # 0 gelten, da g(a) # 0, alsom =0, d.h. h = (X —a)’ = 1. O

Definition VII.3.19 (Nullstellenmenge): Sei f € K[X]. Wir nennen
Nst(f) :={a € K| f(a) =0}

die Nullstellenmenge von f.

Bemerkung VII.3.20: Sind f, g € K[X] sodass g von f geteilt wird, dann ist
Nst(f) € Nst(g).
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4. Das Minimalpolynom

In diesem Abschnitt seien V' ein K-Vektorraum der Dimension n, A € K™*"
und ® € End(V).

Bemerkung VII.4.1 (Existenz von Minimalpolynom):

(i) Es gibt ein eindeutiges normiertes Polynom m, € K[X] mit
I(A) = K[X]-ma=A{f-ma| f € K[X]}
Insbesondere gilt: Das Minimalpolynom m 4 teil das charakteristische Polynom

CP,4 und ma(A) = 0 (vergleiche [Satz 25| und [Proposition VII.3.13)).

(ii) Analog gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom me € K[X|
I(®) = K[X] - mg. Insbesondere wird CPg von mg geteilt und mg(®) = 0.

(iii) Ist A= Dg(®), dann ist my = mg.

Definition VII.4.2 (Minimalpolynom): Das Polynom m, (bzw. mg) aus
merkung VII.4.1| heifit Minimalpolynom von A (bzw. ®).

Proposition VII.4.3 (Minimalpolynom und Spektrum): Die Nullstellenmen-
ge von ma (bzw. me ) ist das Spektrum von A (bzw. von ®), also

Spec(A) ={\ € K | ma(\) =0} = Nst(ma),
Spec(®) = {X € K | ma(\)} = Nst(mag).

Beweis: ,0“: Ist A € Nst(my,), dann gilt nach [Bemerkung VII.3.20|schon, dass
A € Nst(CP,4) = Spec(A). Genauso fiir .

»,C“ Ist A\ ein Eigenwert von A, dann ist m4(A) ein Eigenwert von m4(A)
(wie in den Ubungsgruppen besprochen), also ist m4(\) ein Eigenwert der
Nullmatrix 0, d. h. es ist m4(A\) = 0 und damit A € Nst(my). O

Beispiel VII.4.4: Seien V = K™ und ®: A — A’. Dann gilt ®* = id, also
®? —id = 0. Fiir f = X? — 1 gilt damit f(®) = 0 und da es kein Polynom
kleineren Grades gibt, das die Nullabbildung wird, sobald man ® darin einsetzt,
ist f = mg. Beachte, dass deg(CPg) = dim V = n?, aber deg(mg) = 2.

Erinnerung VIIL.4.5: Fir A € K™*" bezeichnen

(i) a: K" — K",z — Ax die zugehorige lineare Abbildung,
(ii) Bild(A) := Bild(®4) = {Az | x € K™} das Bild von A,
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(ili) Kern(A) := Kern(®4) = {x € K" | Az = 0} den Kern von A.

Lemma VII.4.6 (Zerlegungslemma - Matrixversion): Seien g1, 9> € K[X]. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Sind g1 und g9 teilerfremd, dann sind
Bild(g1(A)) + Bild(g2(A4)) = K", Kern(g:(A4)) N Kern(ga(A4)) = {0},
(i) Ist (g1 - g2)(A) = 0, dann ist Bild(g;(A)) C Kern(go(A)),
(iii) Sind f = g1 - g2 € I(A) und g1, g2 teilerfremd, dann gelten
K" = Kern(g1(A)) ® Kern(g2(A)),
Kern(g1(A)) = Bild(g>(A4)), Kern(gs(A)) = Bild(g,(4)),

(iv) Die Raume U, := Kern(g;(A)) und Uy := Kern(ga2(A)) sind A-invariant
(d. h. es gilt AU; CU; firl <i<2).

Beweis: (i) Sind g1, g» teilerfremd, dann gibt es nach dem Lemma von Bézout
zwei Polynome hy, hy € K[X], sodass 1 = hy - g1 + ha - go, es ist also

I = hi(A) - g1(A) + ha(A) - g2(A),
d.h. fur alle x € K™ ist x = I,x = hi(A) - g1(A)z + ho(A) - go(A)z, was wir

zeigen wollten.

(ii) Fir z € K™ gilt
92("4)(91(14)1') = (gl(A> : 92(A))x = (91 : 92)(A)£L‘ = O0gnxnx = 0.

(iii) Nach (i) ist K™ = Bild(g1(A)) + Bild(g2(A)), nach (ii) gilt fir ¢ # 7,
i,j € {1,2}, dass Bild(g;(A)) C Kern(g;(A)) und schlieBlich wissen wir aus (i),
dass Kern(g1(A)) N Kern(g2(A)) = {0}, d.h.

K™ = Bild(g;(A)) + Bild(g2(A)) € Kern(g;(A)) & Kern(go(A)) C K™,

was wir zeigen mussten.

(iv) Ist v € Kern(g;(A)), dann ist g;(A) - Av =A-g;(A)v=A0=0¢€ U,. O

Korollar VII.4.7 (Zerlegungslemma - Endomorphismenversion): Sei f = ¢; -
g2 € K[X] mit f € I(®), d.h. f(®) =0, wobei g1,9> € K[X] teilerfremd seien.
Dann gilt

V = Kern(g1(®)) ® Kern(g2(®P)).

Hierbei sind Kern(g; (®)) und Kern(gz(®)) zwei ®-invariante Unterrdume.
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Korollar VII.4.8 (Zerlegungslemma fiir charakteristische Polynome): Zerfallt
CP¢ € K[X] in Linearfaktoren, d. h. ist CPg = [Ti_, (X — \;)% mit Ezponenten
e1,...,e. € N und paarweise verschiedenen Ay, ..., N\, € K, dann gilt:

V = Kern (((I) -\ id)ei))
i=1
ist eine Zerleqgung von V' in eine direkte Summe von ®-invarianten Unterraumen.
Bemerkung VII.4.9 (Reduktion auf den nilpotenten Fall): Scien
H :=Kern((® — X -id)°)

mit A € K, e € N und ¢ := \-id. Dann ist 9|y nilpotent und ®|5 = ¥|g+ A-id.

5. Nilpotente Endomorphismen

In diesem Abschnitt seien stets V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der
Dimension n, ® € End(V) und A € K™*".

Bemerkung VIIL.5.1 (Minimal- und charakteristisches Polynom, Spektrum):

Sei @ nilpotent, d.h. es gibt k¥ € N mit ® = 0. Nach (Proposition 1.3.17)
ist das Minimalpolynom mg ein Teiler von CPg(X) = X* d.h. mg = X¢
mit d < k. Nach (Proposition 1.4.3) sind weiter Spec({0}) und CPg(X) = X"
(insbesondere gilt in Proposition 1.2.6 (i) ,,=*).

Proposition VII.5.2 (Existenz eines ®-zyklischen Unterraums): Es bezeichne
d den Grad des Minimalpolynoms von ®. Ist ® nilpotent, so hat V einen d-
dimensionalen ®-zyklischen Untervektorraum von U, d. h. es gibt ug € V' mit

(l) U = <U0, @(uo), (I)Q(Uo), ey q)d_l(UO)>,

(ii) U ist ®-invariant,

(iii) U ist d-dimensional.
Beweis: Wihle ug € V mit @ !(ug) # 0 (das geht, weil @4 2 Opyq(1)) und
setze U := (ug, ®(ug), P?(ug), . .., P (ug)). Da ®4(ug) = 0 ist U tatsichlich
®-invariant. Auflerdem gilt offensichtlich dimU < d. Andererseits gilt fiir
f = CPg,, dass f(X) = X4V und nach dem Satz von Cayley-Hamilton

ist f(®|y) = 0. Wegen &4 (ug) # 0 gilt aber (®[}') # 0 und deshalb muss
dim U > d gelten. O
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Bemerkung VIL.5.3: In der Situation von [Proposition VII.5.2|ist

B = (u07 (I)(U()>, ceey q)d_l(UO))

eine geordnete Basis von U und es ist

0 -+ - 0
1 - :
DB<(I)|U> = ) ) ) = Jd.
0 1 0
Beispiel VII.5.4: Fir J, sind
0000 0000 0000 0000
J2—1000 1 000 J00O0O J3_OOOO
1710100 01 00] |[100O0f 4710 0 00
0010 0010 01 00 1000
und J§ = 0.

Proposition VIL.5.5: Sei J; wie in|Bemerkung VIL.5.5, d. h. Jg =31 o Eii 1.
Dann gilt (J3)¢ =%, 1 Eii.. Insbesondere ist

. d—e, fallse<d,
Rang((J4)°) = {0 falls e > d

Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch vollstandige Induktion. Fiir e = 1
stimmt die Behauptung. Die Aussage gelte jetzt fiir e € IN. Dann gilt

d d d d d
(Jg)eH! :( ) Ei,z-_e)(gEj,j_l) =Y SN BB =Y Eiesn),
Z

i=e+1 i=e+1 j=2 i=e+2

denn E;; .- E; ;-1 # 0 genau dann, wenn i — e = j > 2. 0

Proposition VII.5.6 (®-invariantes Komplement): Sei ® ein nilpotenter En-
domorphismus. Der ®-zyklische Unterraum U aus |[Proposition VII.5.2 besitzt
ein ®-invariantes Komplement W, d. h. es gibt einen Unterraum W C V' mit

V=U®dW und (W) CW.
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Beweis: Wie zuvor bezeichne d = deg(mg), d.h. ®¢ = 0. Sei
M = {W | W ist Untervektorraum von V, ®(W) C W und U N W = {0}}.

Es ist M # &, denn {0} € M. Wahle in O ein Element W mit maximaler
Dimension. Wir wollen uns jetzt davon iiberzeugen, dass V = U & W. Ange-
nommen, es galte U@ W C V,d.h. es gibe v € V — U & W. Hétten wir so ein
0, dann kénnten wir v € V konstruieren, das v ¢ U @ W und ®(v) e U & W
leistete und fiir dieses v gilte dann ®4(9) =0 € U @ W. Wire e der kleinste
Exponent mit ®¢(7) € U & W, dann leistete v := ®*~1(9) das gewiinschte.

Fiir dieses v konnten wir dann schreiben ®(v) = ® (@) + w mit @ € U und
w € W. Wegen ®(v) € U@ W fanden wir eine Darstellung

d(v) = z;) a; P (ug) +w

mit ag, . ..,aq-1 € K und w € W. Anwendung von ®¢~! auf ®(v) gibe dann
0 = ag®**(ug) + *(w)

mit 41 (uy) € U und ¥~ (w). Wegen UNW = {0} und &4~ (ug) # 0 miisste
dann gelten, dass ag = 0 und in unserer vorherigen Darstellung hétten wir
= a; 0 (up).

Setzten wir jetzt W := (v — @), dann wire W auch ein ®-invarianter Unter-
raum (da ®(W) C W und (v — @) = ®(v) — ¢(a) = w € W) und auBerdem
gilte W C W,dennveV -UdWunda e U, d.h.v—a ¢ W. Schlieflich
géilte auch WNU = {0}: Fiir & € WNU hétten wir & = w' + (v — @) € U mit
w' € Wund ¢ € K. Fur diese Darstellung miisste aber ¢ # 0 gelten (andernfalls
kénnten wir ja schreiben v = ¢ (@ + ctt — w) € U & W, was nicht sein kann),
also hitten wir © = w’ € UNW, d.h. @ = 0. Die Existenz von W stiinde aber

im Widerspruch der Maximalitat der Dimension von W. 0

Korollar VIL.5.7 (Zerlegung in ®-invariante Unterrdume): Ist ® nilpotent, so
ist V' direkte Summe von ®-zyklischen Unterrdumen.

Beweis: Das konnen wir per Induktion unter Verwendung von
zeigen. O

Korollar VII.5.8 (Jordan-Normalform fiir nilpotente Endomorphismen): /st
® nilpotent, so gibt es eine geordnete Basis B von V' mit

Tan
Jd,
Dp(®) =

T,
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wobei dy > dy > -+ > d, > 1. Die Jy, heiffen Jordan-Késtchen.

Beweis: Folgt aus [Korollar VIL.5.7] und [Bemerkung VIIL.5.3] 0

Proposition VIL.5.9: Fir die Matriv Dp(®) =: A in|Korollar VIL.5.8 gelten:

(i) dy+ -+ dp = n,
(i) Fir die Anzahl my von Jordan-Kistchen der Grifie k gilt:

my, = Rang(A"™') — 2 Rang(A*) + Rang(A*™).
(iii) Das grofite Jordan-Kdistchen hat die Grofie d = deg(mg).

Beweis: (i) ist klar und (iii) folgt aus (ii).

Zu (ii): Wegen [Proposition VIL.5.5| wissen wir, dass fiir das Jordan-Késtchen
Jp der Grofle p gilt: Jo = 0 fiir p < e und Rang(A4°¢) = X751 (p — €) - my,.
Insbesondere gilt fir 1 < k < n:

Rang(A*™) = my, 4 2mpy1 + 3mypo + dmygs + ...+ (n— k — 1)my,,

Rang(AF) = Mpy1 + 2Myyo + 3Myys + ... + (n— k)my,
Rang(A*™) = Mpta + 2Mpys + ...+ (n— (k+ 1))m,,
und das gibt die Behauptung, denn i —2(i — 1) 4+ (i — 2) = 0. O

Korollar VII.5.10 (Jordan-Normalform fiir nilpotente Matrizen): Ist A eine
nilpotente Matriz, dann gibt es B € Gl,,(K) mit

Ju,
BAB™! =
T,

wobei dy,...,dy € N, dy > dy > --- > dy > 1. Es gelten die Aussagen fir
die d;’s aus [Proposition VIL.5.9; die J; sind Jordan-Kdstchen wie in[Bemer]

definiert.

6. Jordan’sche Normalform

Fiir diesen Abschnitt seien V' ein K-Vektorraum der Dimension n, ® € End(V)
und A € K™,
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Wir erinnern uns, dass ® diagonalisierbar ist genau dann, wenn

V= € Eig(®\).

AESpec(P)

Die Eigenraume Eig(®, \) sind ®-invariante Unterrdume von V.
Ist ® nicht diagonalisierbar, hat Eig(®, A) fiir A € Spec(®) im Allgemeinen
kein ®-invariantes Komplement.

Beispiel VII.6.1: Wir betrachten die lineare Abbildung ¢: K? — K3 x +— Ax
mit

0 00
A=11 0 0
010
Es sind CPg(X) = (—1)3X? und Eig(®,0) = (e3). Fiir ein z = (21, 2o, 73)

)
gilt Az = (0,21, 79)", A%z = (0,0,2;)" € Eig(®,0), also hat Eig(®,0) kein

d-invariantes Komplement.

Wir suchen jetzt die kleinsten ®-invarianten Unterrdume H) mit den Eigen-
schaften

. Eig(®,\) C H),
e H, ist $-invariant,

o H) hat ein P-invariantes Komplement.

Bemerkung VIIL.6.2: Sei U C V ein Untervektorraum. U ist ®-invariant genau
dann, wenn U fiir ein A € K invariant unter (® — A\id) ist. Das gilt genau dann,
wenn U fiir alle A € K invariant unter (® — \id) ist.

Beweis: Fir ,=“: Ist v € U, dann ist (& — Aid)v = ®(v) — v € U fur alle
A € K. Die andere Richtung zeigt man analog. (l

Proposition VIL.6.3: Sei V =U @& W eine Zerlegung von V in ®-invariante
Untervektorriume mit Eig(®, \) C U. Dann ist Kern((® — Nid)¥) C U fiir alle
ke IN.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung via Induktion nach k. Fiur k£ = 1 gilt
Eig(®,\) = Kern(® — Aid) C U nach Voraussetzung,.

Sei die Aussage fiir ein k € IN gezeigt. Wir wollen zeigen, dass dann gilt:
Kern((® — Aid)**1) C U. Fiir v € Kern((® — A id)**1) ist (& — Nid)*v = 0,
d.h. (® — Nid)*v € Kern((® — \id)) = Eig(®,\) C U.
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Schreiben wir jetzt v = v+ w mit v € U, w € W, dann ist
U W 3 (®—Xid)*(u) + (& — Xid)*(w) = (& — Xid)*(u +w) € U,

es muss also, da U & W eine direkte Summe ist, gelten, dass (® — \id)*w = 0.
Es ist also w € Kern(® — \id)* C U nach Induktionsvoraussetzung, damit ist
w=0und v eU. O

Definition VII.6.4: Wir nennen
H(®,)) == [ J Kern((® — Aid)")
k=0

den Hauptraum von ® zum Eigenwert \.
Bemerkung VIIL.6.5: (i) Es ist

Eig(®, \) = Kern(® — \id) C Kern((® — A id)?) € Kern((® — Xid)*) C ...
weshalb die Hauptraume tatsédchlich Vektorrdume sind.

(ii) Die Unterrdume H(®, \) sind ®-invariant, denn fiir eine natiirliche Zahl
k gilt v € Kern((® — \id)*) genau dann, wenn (® — \id)*v = 0. Es ist
((® — Xid)* 0 @) (v) = (P o (® — Nid)*)(v),

d.h. 0 = ®(0) = ®(v) € Kern((® — Xid)*).
Proposition VII.6.6 (Eigenschafte der Hauptraume):

(i) Die Hauptraume H(®,\), A € Spec(A), haben ®-invariante Komplemen-
te.
(il) H(®,\) = Kern((® — A\id)¢), wobei e die algebraische Vielfachheit von
A € Spec(A) ist,
(iii) dim(H (P, \)) =e.

Beweis: (i) Esgibt g € K[X]| mit CPg(X) = (X —X)¢g, wobei g(A) # 0. Wir
setzen H := Kern((® — \id)¢) und W := Kern(g(®)). Nach [Korollar VII.4.7|
wissen wir, dass V = H @& W eine Zerlegung von V' in ®-invariante Unterraume
von V ist. Mit (ii) ergibt das die Behauptung aus (i).

(ii) Es ist g(®)|lw = 0 und g(A\) # 0, d.h. A ¢ Spec(®|y). Damit ist
(® — Xid)"|w injektiv fiir alle n € IN. Es ist also fir alle & € IN schon

Kern((® — \id)“**) = H.

Das macht unseren Beweis fur (i) vollstandig.
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(iii) Esist V = H @ W eine direkte Summe von ®-invarianten Unterrdumen,
wir konnen also schreiben

CPg(X) = CPg, (X) - CPgy, (X). (VIL1)

Nach [Korollar VII.4.7/ist CPg, (X) = (X — A)™ fiir ein n € IN. Wegen g(\) # 0
ist e # n, wegen |GL. (VIL1)|ist aber auch e > n, also ist e = n. Damit ist
dim(H) = deg(CPg|, (X)) =e. O

Korollar VII.6.7: Der Hauptraum H(®, \) ist der kleinste ®-invariante Unter-
raum von V', der Eig(®, \) enthdlt, und ein ®-invariantes Komplement hat.

Beweis: Direkte Konsequenz aus|Proposition VII.6.3 und [Proposition VII.6.6/[]

Proposition VII.6.8 (Direktheit der Summe der Hauptraume): Seien \i,..., A\,
Eigenwerte von ®. Dann ist

k k

STH(®, ) = @ H(®, ).

=1 i=1

Beweis: Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach k. Fir £ = 0 und
k = 1 ist die Aussage klar. Sei die Aussage jetzt gezeigt fiir die natiirliche
Zahl k — 1 und v; € H; mit Zle v; = 0. Wir haben zu zeigen, dass v; = 0 fiir
1 <i<k—1.Seie>0mit (& — A\id)°v; = 0. Dann ist

0= > (0~ Nid)(n) = ;@ — Aid)*(w),

nach [Bemerkung VII.6.2|gilt (& — A\ id)°v; € H; und nach der Induktionsvoraus-
setzung gilt damit (& — A\, id)*(v;) =0fir 1 <i<k—1. Firein 1 <i<k—-1
gibt es fiir v; € H; ein f; > 0 mit (® — );id)/i(v;) = 0. Die Polynome (X — \;,)®
und (X — \;)7 sind teilerfremd, d. h. wir finden g, h € K[X] mit

g(X = X\)+Rh(X —\) =id.
Fur v; ist
v; = id(v;) = g(®) (D — A, id)(v;) + h(®)(® — ;) i(v;) = 0,

also v; = 0 fiir 1 < ¢ < k — 1. Dann ist aber auch v, = 0 und die Summe
kH(®, ) ist direkt. -
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Proposition VII.6.9: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1> V= ®A€Spec(<1>) H(CI), A);

(ii) CPo(X) = [Thespec(a) (X — A)HmH @A),
(i) CPo(X) zerfallt in Linearfaktoren.
)

(iv) Das Minimalpolynom me zerfdllt in Linearfaktoren.

Beweis: (i) = (ii)“: In Beweis von |Proposition VII.6.6| haben wir gesehen,
dass CPgy|y,, , (X) = (X — \)dmH(@N) Da die Hauptraume eine direkte Summe
bilden und ®-invariante Unterraume von V' sind, wissen wir, dass

CPo= ][ CPg|, 5 = 11 (X — N\)dmHE@A),
AESpec(P) AESpec(P)

(i) = (iii)“: Klar.

,(iii) = (iv)“: Klar, da mg ein Teiler des charakteristischen Polynoms ist.

»(iv) = (i)“: Es bezeichne im Folgenden N, := Nst(mge(X)). Wir zeigen die
Behauptung per Induktion nach der Anzahl k& der Nullstellen von mg.

Fir £ = 0 muss mg € K[X]* gelten und dann ist V' = {0}. Fir k = 1 ist
me = (X —A)° mit e >0 und H(P,\) =V.

Sei die Aussage jetzt gezeigt fiir die natiirliche Zahl k£ — 1. Wir schreiben

me — H(X — )\i)ei.

i=1

Wie im Beweis von |[Proposition VII.6.6[ gibt es einen ®-invarianten Unterraum
W von V mit V.= H(®,\) @& W und es ist mo|w(A) # 0. Zudem gilt

Mo = Ma|y " M| 4 5

Da ma|w(A) # 0 hat me|, weniger als k& Nullstellen, d.h. wir konnen die
Induktionsvoraussetzung auf mge|, anwenden und sehen, dass W eine direkte
Summe von Hauptrdumen ist. Damit ist also auch V' eine direkte Summe von
Hauptraumen. 0

Beispiel VIL.6.10: Es seien K =R, ®: K? —» K?, . +— Az mit A= (97'). Es

ist A2 = (' %). Esist mg(X) = X2+ 1, dieses Polynom hat keine reellen
Nullstellen, d. h. Spec(A) = @ und H(®, \) = {0} fir A € K.
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Definition VII.6.11 (Jordankistchen): Fir A € K, d € N sei

1 .
Jd(A) = )\[d—f—Jd(O) =10

PR |

0O -+ 0 1 A

Die Matrix Jy(\) heifit Jordankdstchen der Linge d zum Eigenwert .

Bemerkung VII.6.12: Sei ® € End(V) mit CPs(X) = [Ihespec(a) (X — A).
Nach [Proposition VIL.6.9/ist V' = @,egpec(a) H (P, A); nach [Proposition VII.6.6|
ist H(®, \) = Kern((® — Aid)*) fiir A € Spec(®).

Sei A € Spec(®). Es ist ¥y := (® — Aid)|g (s, nilpotent, d. h. ¥ wird durch
eine nilpotente Abbildungsmatrix beschrieben.

Nach [Korollar VII.5.8/und [Korollar VII.5.10 kénnen wir die Abbildungsmatrix
in Jordan-Normalform bringen (durch Basiswechsel), d.h. es gibt eine Basis B,
sodass

M., + A = Dp(®|g@y) = Dp(¥y + \id),
wobei A wie in [Korollar VIL5.10l
Satz 26 (Jordan’sche Normalform): Seien V' ein K-Vektorraum der Dimensi-
onn und ¢ € EndV. Ferner sei Spec(¢) = {\1,..., \e} und es gelte

CPy(X) = ﬁ(X — A

=1

Dann ezistiert eine Basis B von V und fir alle \; € Spec(¢) existieren k; und
dy; > dg; >--->di; >11in N, sodass

D,

Dpp(¢) =
D,

Fir 1 <4 </ ist hierbes

Wir nennen mg(\) die Anzahl der Jordankdstchen der Linge d zum FEigenwert

A
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Kapitel VII. Jordansche Normalform

Beweis: Die nétigen Ergebnisse haben wir in den Abschnitten 5 und 6 zusam-
mengetragen (vergleiche insbesondere [Bemerkung VII1.6.12]). OJ

Proposition VIL.6.13 (Kenngrolen): Wir verwenden die Notation aus[Satz 26
Fiir A € Spec(¢) gilt:

(i) Es ist # Spec(¢) = € die Anzahl der Jordanblicke D;. Die Basisvektoren
in B zu D; bilden eine Basis B; von H(¢,\;) mit Dp, B, (0|u(s.x)) = Di-
(ii) Die Linge eines Jordanblocks D; ist gerade dim H (¢p, N;) = f1a(N).

(iii) Die Anzahl der Jordankdstchen im Jordanblock D; ist gerade dim Eig (o, \;),
die geometrische Vielfachheit j1y(\) des Eigenwerts ;.

(iv) Die Linge des lingsten Jordankdstchens im Jordanblock D; ist der Ezpo-
nent von X\; im Minimalpolynom.

(v) Fir alled € N gilt:

mg(\) = Rang((¢— A id)?™!) — 2 Rang((¢ — Aid)?) +Rang((¢ — Xid)*™).

Beweis: (i) Dies haben wir gezeigt in [Proposition VII.6.9|

(ii) Das haben wir in [Proposition VII.6.6| eingesehen.

(iii) Wir wissen

dim Eig(¢, A) = dim Eig(¢ — Aid, 0)
= dim Kern(¢ — A id) = # Jordankéastchen.

(iv) ¢—Aidist nilpotent auf H (¢, ). Die Lange des langsten Jordankéstchens
ist gerade die Dimension des groBiten zyklischen Unterraums von H (¢, A).
Das ist aber gerade der sogenannte Nilpotenzindex von ¢ — Aid |g(4.5), d. h.
min{d € IN | A? = 0}. Das ist genau der Exponent von A im Minimalpolynom
von ¢.

(v) ¢ — Aid ist nilpotent, d. h. wir sind in der Situation, [Proposition VII.5.9|
verwenden zu konnen. O

Proposition VII.6.14: Die Jordan’sche Normalform ist eindeutig bis auf Rei-
henfolge der Jordanbldcke.

Beweis: Die Kenngrofien aus [Proposition VII.6.13|sind eindeutig. O
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6. Jordan’sche Normalform

Korollar VII.6.15 (Jordan’sche Normalform fiir Matrizen): Sei A € K"*" mit
Spec(A) = {Ai,..., A} und CP4(X) = [T, (X — X\)*®). Dann gibt es
B € Gl,(K), sodass J(A) := BAB™' Jordan’sche Normalform (wie in [Satz 26
beschrieben) hat.

Beweis: Folgt aus mit ¢: K" — K™ v — Av. O

Beispiel VII.6.16: Sei

0O -6 0 3 3
1 0 -2 01
A=10 -4 0 2 2
2 -1 -4 1 2
0 -2 0 11

Wir wollen im Folgenden die Jordan’sche Normalform von A bestimmen.

(1) Berechnung von CP 4: Es ist

X 6 0 =3 -3
-1 X 2 0 —1
CPAa(X)=det| 0 4 X -2 -2 | = XX —1)%
-2 1 4 X-1 =2
0 2 0 -1 X-1

(2) Bestimmung von Spec(A), p1, und pi,: Offensichtlich ist Spec(A) = {0, 1},
ferner sind p,(0) = 3, sowie u,(1) = 2. Weiter ist Rang(A) = 3, also ist
dim Kern(A) = dim Eig(¢, 0) = 2, also 114(0) = 2 # 3 = p,(0).

Bringt man A—1I5 in Treppenform, so kann man Rang(A—1I5) = 4 ablesen, was
dim Kern(A — I;) = dim Eig(A, 1) = 1 bedeutet, also p,(1) =1 # 2 = p,(1).

Da die geometrischen— und algebraischen Vielfachheiten nicht iibereinstim-
men, ist A nicht diagonalisierbar.

(3) Finde die Jordan’sche Normalform: Aus |[Proposition VII.6.13|lesen wir
ab

000/00O0
10 0[00
JA) =00 0[0 0
00010
000[11

und p4(X) = X?(X — 1)% ist das Minimalpolynom von A.
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Kapitel VII. Jordansche Normalform

Proposition VII.6.17 (Jordan-Zerlegung): Sei A € K™ mit Jordan’scher
Normalform J(A). Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung A = D + N mit:

(i) D ist diagonalisierbar,
(ii) N st nilpotent,
(i) DA = AD, NA = AN.

Diese Zerlequng heifst Jordan-Zerlequng (oder auch Jordan-Chevalley-Zerlequng
oder Dunford-Zerlegung).

Beweis: Setze A’ := J(A), dann ist A" = D' + N’, wobei D’ eine Diagonalma-
trix und N’ eine Matrix mit Einsen auf der Nebendiagonale ist. Man kann
nachrechnen, dass gilt D’A’ = A’D’', N'A’ = A’N’. Nach [Korollar VII.6.15| gibt
es S € Gl,(K) mit SA’S™! =: A. Setze D := SD'S™', N := SN'S™%; D ist
diagonalisierbar und N* = (SN’S~1)* = SN’*S~1 = 0 fiir ausreichend grofies
k (da N’ nilpotent ist), d.h. IV ist nilpotent. Ferner ist

A=S(D'+N)S'=8D'S'+SN'S' =D+ N,

womit wir (i) und (ii) gezeigt haben.
Fir (iii): Es ist

DA=SD'ST'SAS™  =SD'A'S™ = SAD'S™H = SA'ST'SD'S™! = AD,

genau so fir NA = AN. Es bleibt zu zeigen, dass die Zerlegung eindeutig ist.
Sei dazu A = D + N eine weitere Jordan-Zerlegung. Wegen (iii) gilt fir alle
ke Nund M\, a € K:

DA—- X =(A-XDFD, N(A-oal)*=(A—al)FN.

AuBerdem ist der Hauptraum H (A, \) fiir alle A € Spec(A) invariant unter D,
denn v € H(A,\) genau dann wenn es k € IN gibt mit (A — A\)*v =0, d. h. in

diesem Fall ist
(A= X)*D(v) = D(A— X)*v = D0 = 0,

und Dv € H(A,\).
SchlieBlich gilt fiir alle A € Spec(A), dass D|g(ax) = D|m(a,n), denn:

V=HAN® & HAN)
A#N eSpec(A)
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6. Jordan’sche Normalform

ist eine D-invariante Zerlegung von V' als direkte Summe, also ist ﬁ| H(AN)
diagonalisierbar. Ist v € H(A, \) ein Eigenvektor von D zum Eigenwert a,
dann ist Av = (D + N)v = av + Nv, d.h. (A — al)v = Nv. Wegen unserer
vorherigen Uberlegung haben wir fiir alle k& € IN, dass (A — al)*v = Nv. Da N
nilpotent ist, gibt es k € IN, sodass N*v = 0, also (A — al)*v = 0, es ist also
v € H(A,a). Aber jetzt muss o = A gelten, da die Summe der Hauptraume
direkt ist und v # 0.

Insgesamt haben wir also gesehen, dass D = D und damit auch N = N. O
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Kapitel VIII.

Euklidische und unitare
Vektorraume

Erinnerung: « Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler
R-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt,

e Fin unitidrer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler C-Vektorraum zu-
sammen mit einem Skalarprodukt.

1. Singularwertzerlegung

In diesem Abschnitt seien V' = R™ mit dem Standardskalarprodukt (x,y) = z'y
oder V = C" mit dem Standardskalarprodukt (z,y) = z'y.

Erinnerung VIII.1.1 (Orthogonale bzw. unitire Matrizen):

(i) A € R™" heiit orthogonal genau dann, wenn eine (und somit alle) der
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) Die lineare Abbildung = — Az erhélt das Standardskalarprodukt,
d.h. fur alle z,y € R" gilt (Ax, Ay) = (z,y).
(2) Esist A’A = I, insbesondere ist A invertierbar mit A~! = A’.

(3) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des R™
beziiglich des Standardskalarprodukts.

(4) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des R"
beziiglich des Standardskalarprodukts.

(i) A € C™™ heifit unitir genau dann, wenn eine (und somit alle) der
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) Die lineare Abbildung = — Az erhalt das Standardskalarprodukt,
d. h. firr alle z,y € C" gilt (Az, Ay) = (x,y).
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Kapitel VIII. Euklidische und unitére Vektorraume

(2) Esist A*A = I, insbesondere ist A invertierbar mit A=1 = A*.

(3) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des C"
beziiglich des Standardskalarprodukts.

(4) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des C™
beziiglich des Standardskalarprodukts.

Hierbei ist A* = A"
(iii) Wir nennen

O(n) := {A € R"™" | A orthogonal}, U(n):={A € C"" | A unitar}

die orthogonale bzw. unitédre Gruppe. Beide sind Untergruppen beziiglich
Matrizenmultiplikation von Gl,,(R) bzw. Gl,(C).

Erinnerung VIII.1.2 (Diagonalisierbarkeit mit Basiswechsel aus O(n), U(n)):
Die hier zusammengestellten Aussagen finden sich im ,Lineare Algebra I“-
Mitschrieb aus dem Wintersemester 2018/2019 in den Sétzen 18 und 20.

(i) Ist A € U(n), dann gibt es S € U(n) mit
S*AS = S7TAS = diag(M1, ..., An).
(ii) Ist A € R™"™ symmetrisch, dann gibt es S € O(n) mit
STAS = STTAS = diag(A, ..., An).
(iii) Ist A € C™" hermitesch, dann gibt es S € U(n) mit
S*AS = STTAS = diag(\, . . ., M),
wobei Aq,..., \, € R.

Im Folgenden wollen wir Matrizen bis auf Aquivalenz untersuchen, d.h. wir
wollen unterschiedliche Basiswechsel im Definitionsbereich und im Bildbereich
zulassen.

Satz 27 (Singuldrwertzerlegung): Sei A € R™*" eine beliebige Matrix.
(i) Istm < n, dann gilt: Es gibt Uy € O(m), Uy € O(n) und i1, . .., ptn, € R>g

mit
pp 0 - 0 0 -+ 0
AU, = | 0 H2 T | = eRrm™n. (VIIL1)
Do T 0 S
0 0 ptn O 0
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1. Singuldrwertzerlegung

Die Zahlen py, ..., u, sind eindeutig durch die Matriz A bestimmt und
heifen die Singuldrwerte von A. Die Quadrate 3, ..., u?, sind die Eigen-
werte der symmetrischen Matriv AA € R™*™.,

(ii) Ist n < m, dann erhalten wir eine analoge Aussage zu (i) mit

g 0 -+ 0
0 pe :
SERTURRT"

UlAUQ =10 --- 0 fhn =Y e R"™". (VIIIQ)
0 o o 0
0 - i 0

Die Zahlen 3, ..., u2 sind die Eigenwerte von A'A € R™*".

Lemma VIII.1.3: Sei A € R™*™,

(i) A'A ist symmetrisch und ist X € Spec(A'A), dann ist X > 0.
(i) FEsist Kern(A'A) = Kern(A) und also insbesondere Rang(A*A) = Rang(A).

Beweis: (i) Die Symmetrie von A*A ist klar. Ist A ein Eigenwert von A'A
zum Eigenvektor v, dann gilt

| Av|]* = (Av, Av) = v' A'Av = (v, A Av) = (v, \v) = Mo, v) = \||v]?,

d.h. A > 0.

(i) Esist v € Kern(A*A) genau dann, wenn A*Av = 0, aber A Av = 0 genau
dann, wenn (Av, Av) = (v, A'Av) = 0, es ist also Av = 0 also ist v € Kern(A).
Die Argumentation kann man umdrehen, also ist Kern(A'A) = Kern(A4). O

Beweis (von [Satz 27): Wir zeigen den zweiten Teil des Satzes und erhalten
dann den ersten Teil durch Transponieren. Wir wollen verwenden, dass A'A
symmetrisch ist, d.h. es gibt S € O(n) mit S*(A*A)S = diag(\,...,\,) mit
A; > 0fiir 1 <4 < n, vergleiche[Lemma VIII.1.3| Durch Umsortieren der Spalten

von S* konnen wir erreichen, dass \q, ... ;Ap > 0und \; = 0 fiir p <4 < n mit
einem p € {1,...,n}. Nach [Lemma VIII.1.3|ist p = Rang(A'A) = Rang(A).
Seien eq,...,e, die Standardbasisvektoren von R"™ und v; = Se; € R" die

Spalten von S. Die v;, 1 < ¢ < n sind die Eigenvektoren von A*A zum Eigenwert
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Kapitel VIII. Euklidische und unitére Vektorraume

A und {vy, ..., v,} bildet eine Orthonormalbasis von R™ beziiglich (-, -). Es ist
also

<AU7;, AUj>]Rm = eﬁSt(AtA)Sej = €§diag()\1, ce ,)\n)ej = (51‘7]')\1‘.
Insbesondere ist Av; # 0 fir 1 < i < p und Av; = 0 fir p < ¢ < n. Wir
definieren p; = )\,}/2 fir 1 <i <nund w; = 1/p;Av; € R™ fir 1 < ¢ < p.
Dann gilt:

1
(wi, w;) = (Av;, Avj) = 6,5,
iy Wj i i J i,
{w1,...,w,} ist also ein Orthonormalsystem im R™. Wir ergdnzen dieses zu
einer Orthonormalbasis {wy, ..., Wy, Wpi1, ..., Wy} des R™. Es gilt insbesonde-

re: Av; = pyw; fir 1 <4 < n. Setze Uy = (wq] ... |wy,) € O(m) und U; = Ut
und Us := (v1]...|v,) € O(n). Dann gilt fir 1 <i <n:

U1 AUse; = U, Av; = wiUyw; = e,

d.h. U; AU, hat die behauptete Form.

Es bleibt zu zeigen, dass ¥ eindeutig ist: Ist Uy AUs von der behaupteten
Gestalt, dann ist diag(p?, ..., p2) = ULAUIU, AUy = UL(AT AUy, 12, ... 12
sind also die Eigenwerte von A*A und damit eindeutig bestimmt. 0

Bemerkung VIIIL.1.4: Die Singularwertzerlegung geht analog tiber C mit Ma-
trizen Uy € U(m), Uy € U(n) und pq, . .., iy, € Rxo.

Beispiel VIII.1.5: Seien

10
100

2:< ) >t=10 3
030 0 0

Dann sind X% = [, und % = diag(1, 1, 0).

Proposition VIII.1.6 (Pseudoinverse): Sei A € R™*™ mit Singuldrwertzerle-
gung A = U1 XU, wie in[Satz 27 Sei weiter AT := UISTU! mit

1 . .
0, sonst.

Dann gelten:
(i) AYA=U (Y 9)Uf € R™™,
(i) AAT = U;(% 8)UQ e R™",
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2. Normale Matrizen

(i) AATA= A und ATAAT = AT,
(iv) AAY und AT A sind symmetrisch.
FEine Matriz A™, die die Eigenschaften (iii) und (iv) erfillt, heifft Pseudoinverse.

Beweis: (i) Es sind AAT = U1 XU,ULS UL = Uy XX UT und wegen

EE+ — < IP Opxm—P )
0m—p><p Om—pXm—p

ist Uy SXUL = Uy (2 2)U wie gewiinscht.
(ii) Analog.

(iii) Wir rechnen nach
AA+A - UlegUéz—i_UfUlEUg - U122+EU2 - UlEUQ - A,

analog zeigt man ATAAT = AT,
(iv) Es ist

(AAD) = (WEET0Y)" = Uy(B2X7)'U7 = Uy (BE7)U; = AAT,

analog fiir AT A. O

Bemerkung VIII.1.7: A* wie in[Proposition VIII.1.6|wird auch Moore-Pensroe-
Pseudoinverse genannt. Erfiillt AT nur die Bedingung aus (iii) nennt man sie
oft schon Pseudoinverse. Diese spielen eine groie Rolle in der Numerik, da man
damit spezielle Losungen von Linearen Gleichungssystemen berechnet, siehe
Ubungsblatt 4, Aufgabe 3.

2. Normale Matrizen

Definition VIII.2.1 (Normale Matrizen): Sei A € C"*". A heifit normal, falls
AA* = A*A.

Satz 28 (Spektralsatz fiir normale Matrizen): Fir A € C"*" gilt: A ist nor-
mal genau dann, wenn es S € U(n) und Zahlen Ay, ..., \, € C gibt mit

SAS™' = diag(A1, ..., \n).

Vor dem Beweis sammeln wir ein paar vorbereitende Aussagen.
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Notation VIIL.2.2: Seien K ein Korper, A € K™*" sowie U C K". Dann
schreiben wir AU := {Az | z € U} fur das Bild von U unter A.

Proposition VIII.2.3 (Invariante Unterrdume fiir kommutierende Matrizen):

(i) Seien K ein Korper, A,B € K™ mit AB = BA und \ € Spec(A).
Dann gilt: BEig(A,\) C Eig(A, \), d. h. Eig(A, \) ist B-invariant.

(ii) Seien nun A,B € C™" mit AB = BA und X\ € Spec(A). Dann gilt:
B* Eig(A, \)* C Eig(A,\)*, d. h. Eig(A, \)* ist B*-invariant.
Beweis: (i) Sei x € Eig(A, \). Wir wollen sehen, dass Bz € Eig(A, A). Das
konnen wir aber sofort nachrechnen: ABxz = BAx = BAx = \Bz.
(i) Sei z € Eig(A, A\)*+. Wir wollen sehen, dass fiir alle y € Eig(A, \) gilt:
(B*x,y) = 0. Es ist
(B*z,y) = 2"(B*)'y = 2'By = (x, By) = 0,

da Eig(A, \) ja nach (i) B-invariant ist. Damit gilt B*z € Eig(A, \)*. O

Proposition VIII.2.4 (Von A, A* erzeugte C-Algebra): Sei A € C"™" nor-
mal. Wir definieren

A= C[A, A7 - {ZZb”A’ (A" cmk € No, by, € @}.
=0 j=0
(i) A ist eine C-Unteralgebra von C™*",
(i) A ist eine kommutative Algebra,

(iii) QA ist unter Adjunktion abgeschlossen, d.h. ist M € A, dann auch M*.

Beweis: (i) Wir sehen ein, dass 2 ein C-Vektorraum ist. Explizit wollen
wir nachrechnen, dass 2 unter Matrizenmultiplikation abgeschlossen ist. Seien
M, =3¥", Z?:o bijjA"(A*)j und My = :«”:/0 Zl;/:o b;’SA’"(A*)S. Dann ist, da A

normal ist,

m k m' kK m k m K
M1M2 ZZZZbljbisAz A* jAr A* Zzzzbljb;sAH—r A*)J-‘rs
i=0 j=07r=0 s=0 =0 j=0r=0 s=0

also MMy € 2.
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2. Normale Matrizen

(ii) Der obigen Rechnung fir M;M, koénnen wir MyM, = MM, direkt

ansehen, d. h. 2 ist kommutativ.

(iii) Sei M ="k _(b;;AY(A*)7 € 2. Dann ist

k

M =35 b, AN (AT e .
i=0 j=0 O

Satz 29 (Simultane Orthonormalbasen): Ist A C C™*" eine C-Unteralgebra,
die kommutativ— und unter Adjunktion abgeschlossen ist, so gibt es eine Ortho-
normalbasis B = {by,...,b,} von C" von simultanen Eigenvektoren, d. h. fiir
alle A € A sind by, ..., b, Figenvektoren von A.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch vollsténdig Induktion nach n.

Fir n = 1 ist die Aussage trival. Wir konnen B = {1} wéhlen, dann hat jede
Matrix in C'*! Diagonalgestalt beziiglich dieser Basis.

Fiir den Induktionssschritt n» — 1 nach n miissen wir Féalle unterscheiden:

(i) Ist A = CI,, = {diag(c,...,c) | c € C} oder A = {0}, ist die Behauptung
klar.

(ii) Ist A eine andere Algebra als die Algebren in (i), dann kénnen wir
Ap € A mit Ay ¢ CI,, wihlen. Sei A ein Eigenwert von Ay (diesen gibt es, da C
algebraisch abgeschlossen ist).

Fir V) := Eig(Ap, A) gilt: 0 < dim V), < n. Nach [Proposition VIII.2.3| wissen
wir fiir alle A € A: AV, C V, und A*Vi+ C Vi-. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es eine simultane Orthonormalbasis B; von V) und eine simultane Ortho-
normalbasis By von V- unter 2, := {Aly, | A € A} und Ay := {Alye | AeAj

B1 U By ist jetzt eine Orthonormalbasis von C" = V, & V/\L, B = B; U B,
leistet das Gewtinschte. U

Beweis (fiir [Satz 28)): ,=“: Die nétige Arbeit haben wir in|Proposition VIII.2.4|

und geleistet.
,<=“ Es gelte SAS* = diag(Ay, ..., A,) mit S € U(n). Dann ist

SAA*S* = SAS*(SAS*)* = diag(| A1), - . ., [Aa]?) = (SAS*)*SAS* = SA*AS*,

also AA* = SS*AA*SS* = SS*A*AS*S = A*A. U
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3. Die adjungierte Abbildung

Fiir zwei Vektoren z,y € C" und eine Matrix A € C™" haben wir bereits
gesehen, dass

(Az,y) = (Az)'y = 2' A"y = 2" Ay = (z, Ay).

Im Folgenden wollen wir uns tiberlegen, was ,,Sternen“ mit linearen Abbildungen
tut.

In diesem Abschnitt seien IK der Koérper der reellen— oder komplexen Zahlen,
V und W zwei K-Vektorraume mit Skalarprodukten (-, )y beziehungsweise

<.7 '>W-
Lemma VIIL.3.1: Sind vy, vo € V, sodass fir alle v € V gilt: (v;,v)y =
(vg,v)y. Dann folgt vy = vy.
Beweis: Nach Voraussetzung ist (v; — v, v1)y = (v1 — vg, U2)y, also

(Ul — V2,U1 — U2>V =0,
d.h. V1 = V3. [
Proposition VIIL.3.2: Sei ®: V — W eine lineare Abbildung. Fiir jedes w € W

gibt es hochstens einen Vektor ®*(w) € V' mit der folgenden Eigenschaft: Fiir
alle v € 'V gilt

(@), whw = (v, ®™(w))w-

Beweis: Gébe es ein zweites Element ®*(w) mit den beschriebenen Eigenschaf-
ten, dann gélte fiir alle v € V:

(0, 2" (w))v = ((v), w) = (v, ®*(w)),

also ®*(w) = ®*(w) nach [Lemma VIIL3.1| O

Definition VIIL.3.3: Falls in [Proposition VIII.3.2 fiir jedes w € W ein solches
O*(w) existiert, dann heifit die Abbildung ®*: W — V, w — ®*(w) die
adjungierte Abbildung zu P.

Proposition VIIL.3.4 (Linearitit der Adjungierten): Fulls die adjungierte Ab-
bildung ®* existiert, so ist sie linear.
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3. Die adjungierte Abbildung

Beweis: Fir alle wy,wy € W und «a € K sowie fiir alle v € V' gilt

(v, D" (qwy + we))y = (P(v), awy + wa)w
P (v), wi)w + (P(v), w2)w
v, @ (w1))v + (v, " (w))v = (v, A " (w1) + ©*(w2)),

nach [Lemma VIIL.3.1|ist also ®*(aw; + we) = a®*(w;) + P*(w,). O

Ab jetzt schreiben wir kurz (-, -) statt (-,-)y beziehungsweise (-, )y .
Definition VIIIL.3.5: Sei nun ®: V — V eine lineare Abbildung.

(i) ® heiBt selbstadjungiert, falls ®* = ,

(ii) @ heiit normal, falls ®* o & = & o d*.
® heifit orthogonal beziehungsweise. unitdr, falls fir alle Vektoren vy, v, € V
gilt: (®(v), P(w)) = (vq,ve). Orthgonale beziehungsweise unitiare Abbildungen

sind (als Isometrien) injektiv; ist V' endlichdimensional, so sind orthogonale
beziehungsweise unitdre Abbildungen damit bijektiv.

Bemerkung VIIL.3.6: Sei ®: V' — V eine lineare Abbildung.

(i) Ist ® selbstadjungiert, dann ist ® normal.

(ii) Ist @ orthogonal beziehungsweise unitéar und V' endlichdimensional, so ist
®* = &1 denn fiir alle v,w € V gilt

(®(v),w) = (D(v), ®(P™ ! (w))) = (v, 2" (w)).
Damit ist insbesondere ® normal.

Im Folgenden wollen wir uns davon tiberzeugen, dass es ®* gibt, wenn V'
und W endlichdimensional sind und dass A* und ®* zusammen passen. Fiir die
Darstellungsmatrizen miissen wir dazu aber immer Orthonormalbasen fixieren.

Erinnerung VIIIL.3.7: Seien V ein n-dimensionaler— und W ein m-dimensionaler
IK-Vektorraum mit geordneten Basen B = (by,...,b,) bzw. C' = (c1,...,¢n).
Die Koordinatenabbildung Dg: V — K" ist die Umkehrabbildung der Abbil-
dung K* — V., (z1,...,2,) — >, x;b;, entsprechend De: W — K™. Fiir
®: V' — W kommutiert das Diagramm, wenn A = D¢ p(®) und genau dadurch
wird A definiert:

K* —— K™
r—Ax

175
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Es bezeichne (-, )¢ das Standardskalarprodukt auf IK".

Bemerkung VIII.3.8: Sei B eine Basis von V. Fiir alle v,w € V gilt genau
dann (v,w) = (Dg(v), Dp(w))s, wenn B eine Orthonormalbasis ist.

Proposition VIIL.3.9: Es seien V und W zwei endlichdimensionale IK- Vektorriume
und ®: V — W eine lineare Abbildunyg.
(i) Die Adjungierte ®*: W — V existiert,
(ii) Sind B = (by,...,by) und C = (c1,...,c,) Orthonormalbasen von V
beziehungsweise W, dann gilt:
Dp,c(®*) = (De.s(®))"
Beweis: Sei A = D¢ g(®). Wir betrachten die Situation

|V NN VA N V4

|
DB\L D¢ lDB )
~

m n m
r—Ax r—A*T

wir setzen also W: W — V, w — D' (A*De(w)). Firv € V und w € W ist
dann (unter Verwendung von [Bemerkung VIII.3.8))
(v, ¥(w)) = (v, D5' (A" De(w)))
= (Dp(v), A"Dc(w))s
= (ADp(v), Do(w))s = (De(®(v)), Do(w)) = (B(v), w),

d.h. ¥ ist die Adjungierte von ®. Nach Definition von ¥ kommutiert das
folgende Diagramm:

w Y.y

Do e

K™ —— K"
r—A*z

also genau A* = Dp «(d*). O

Korollar VIIL.3.10: Sind V ein n-dimensionaler K- Vektorraum, ® € End(V)
und B eine Orthonormalbasis von V', dann gelten:

(i) @ is selbstadjungiert genaw dann, wenn Dp p(®) hermitesch ist,
(ii) @ ist normal genau dann, wenn Dp g(P®) normal ist,

(iii) @ ist orthogonal bzw. unitir genau dann, wenn Dp p(®) orthogonal bzw.
unitar ist.
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Multilineare Algebra

1. Dualraum

In diesem Abschnitt seien stets K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum.
Definition IX.1.1 (Linearformen und Dualraum):

(i) Eine Linearform auf V ist eine lineare Abbildung von V nach K.

(ii) Der Vektorraum V* := Homg(V, K) = Hom(V, K) heifit Dualraum von
V.

Der Daulraum V* ist also der K-Vektorraum der Linearformen auf V.

Erinnerung IX.1.2: Sind f,¢g € V* und a € K, dann sind die Funktionen f +g¢
und af fiir alle v € V' definiert durch

(f +9)(0) = flv) +g(),  (af)(v):=af(v).

Beispiel IX.1.3: Setze V = P, = {p € R[X] | deg(p) < 2}. V hat zum Beispiel
{1, X, X?} als Basis, insbesondere ist dim V' = 3, und es sind zum Beispiel
pr=1+2X +3X2 und p, = X — X? Elemente von V.

Der Dualraum von V ist V* = {f: P, — R | f lineare Abbildung}; zum
Beispiel

1
f: P, — R, pr—>/p(X)dX
0
ist ein Element von V*. Es sind
1
f(p1) :/ 1+2X +3X%dX = [X + X2+ X*|} = 3,
0

1 1 T
f(pQ):/ X_XQdX: |:2X2—X3:| = —,
0 0
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Bemerkung IX.1.4: (i) Nach dem Fortsetzungssatz fiir lineare Abbildungen
(siehe Korollar TV.4.1 aus Lineare Algebra I) gilt fiir eine gegebene Basis B von
V, dass V* = Abb(B, K).

(ii) Falls V' endlichdimensional ist mit dim V' = n, so gilt dim V* = n und
V =2 V*. Die Isomorphie V' = V* muss fiir unendlichdimensionale Vektorraume
nicht gelten.

Proposition IX.1.5: Sei nun V' endlichdimensional mit Basis B = {by,...,b,}.
Firi e {1,...,n} definieren wir

Dann bildet {b3, ... b} eine Basis von V*.

Beweis: (1) Wir zeigen zunéchst, dass {b7,...,b}} ein Erzeugendensystem
fir V* ist. Sei f € V*. Definieren wir «; := f(b;), so gilt f = >0, a;bf, denn
sowohl f als auch > ; a;b; sind lineare Abbildungen, und sie stimmen auf der
Basis B iiberein.

(2) Nun zeigen wir, dass {bj,...,b}} linear unabhéngig ist. Seien dazu
ay,...,a, € K mit Y0 o;bf = 0. Fir j € {1,...,n} gilt 0 =>", a;bf(b;) =
o, was wir zeigen wollten. 0

Definition IX.1.6: Die Basis B* := {b},...,b:} aus [Proposition IX.1.5| heifit
duale Basis von V' zu B.

Beispiel IX.1.7: In [Beispiel IX.1.3| wihle B = {by = 1,0, = X,by = X?}.
Dann erhalten wir die duale Basis B* = {b}, b}, b3} mit bj(a + bX + cX?) = q,
bi(a+bX + cX?) = bumd bi(a + bX + cX?) = c.

Fir f wie in |Beispiel IX.1.3| erhalten wir

1 1 1 1 1
f(1)=/0 1dX =1, f(X):/O dezﬁ, f(XQ):/O XQdng,

also f = by + 3b} + 5b5.

Korollar IX.1.8: In der Situation von |Proposition [X.1.5 gilt: Wir erhalten
einen Isomorphismus h = hg: V. — V* als lineare Fortsetzung von b; — b} .

Proposition IX.1.9 (Duale Abbildung): Seien V und W beliebige K - Vektorraume
und ®:V — W eine lineare Abbildung. Dann erhalten wir folgende lineare
Abbildung:

o W* — V7, fr—— fod.
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Beweis: Nachrechnen der Linearitit wird Ubungsaufgabe auf dem fiinften
Ubungsblatt.

Achtung: ®* hat eine doppelte Bedeutung als duale Abbildung und als
adjungierte Abbildung. Hier ist die duale Abbildung gemeint. O

Definition IX.1.10: In der Situation von [Proposition [X.1.9 heiffit ®* die duale
Abbildung zu ®.

Bemerkung IX.1.11 (Koeffizienten von dualem Vektor): Seien V ein K-Vek-
torraum mit Basis {b1,...,b,} und f € V*. Wir suchen die Koeffizienten
e K, 1<i<n,in f=>",ab. Esgilt f =>", b genau dann, wenn
a; = f(b;) fiir 1 <14 < n (vergleiche Beweis von [Proposition IX.1.5)).

Beispiel IX.1.12 (Polynome): (i) Es sei Py := {p(X) € K[X] | deg(p) < d}.
Fiir die Basis By = {bg = X% bgy = X4 by = 1} ist die duale Basis die
Menge B = {b}, ..., b5} mit

d
b: R[X] —>IR,, ZaiXil—>CLi.

=0

Fir V := Pyund W := Py sei &: V — W, p(X) — p/(X). Die duale
Abbildung ist dann ®*: W* — V*, f+— f o ® mit ( o d)(p(X)) = f(P'(X)).
Ist zum Beispiel f die Abbildung definiert durch ¢(X fol q(X)dX, dann ist
Q*(f) € V* mit

3 1
:ZaiXiH/ P'(X)dX =p(1) — p(0) = az + as + ay;
= 0

es ist also ®*(f) = b} + b5 + b} (hierbei ist B = {by, b1, be, b3} die Basis von Py
von oben).

(i) Sei weiter C = {cy = 1,¢; = X,y = X?} die entsprechende Basis von
P,. Die Bilder von der b; unter ® sind

(I)(bo) = 0, (I)(bl) =1= Co, @(bg) =2x = 261, (I)(bg) = 3X2 = 302,
die Darstellungsmatrix A = D¢ g(®) € R**3 ist also

)

01
0
0

S NN O

Do p(®) = (

o O
w O
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(iii) Es bezeichnen B* = {bf, b, b5, b5} und C* = {cf, ¢}, 5} die entsprechen-
den dualen Basen und ®*: W* = Py — V* = P§, f+ ®*(f) = f o ® die duale
Abbildung. Fiir ein Polynom p = 37 ;a; X* finden wir

3
p= ZaiXi N 3a3 X% 4 245X + a;
i=0

3Q3X2 + QQQX + a; >i> 3a3f(X2) + 2a2f(X) + ai,
d.h. ®*(f) = 3f(X?)b; + 2f(X)bs + f(1)b}; insbesondere sind
®*(co) = by, D(cy) =205,  D(cy) = 3,

also ist

B = DB*,C* <¢*) = = At € ]R,3><4.

o O = O
SN OO
w o OO

Beispiel IX.1.13 (Dualraum von K™): Ist V' = K", dann ist
V* = Hom(K", K) = K"

Wir fixieren den Isomorphismus K'*" — Hom(K", K), A — (z — Az) und
identifizieren auf diese Weise (K™)* mit K™,

Zur Standardbasis F,, = {e1,...,e,} von K™ ist die duale Basis von (K™)*
die Menge E* = {et,... el }. Ist &: K™ — K™ x+ Az mit A € K™*" dann
erhalten wir fiir die duale Abbildung:

P KM (K™)* — (K™)* = K", (Q1y .oy ) — (1, ) A

Insbesondere gilt

(Qy.e ) Km0, ixn (o, .. ) A
e
[e%1 (3}

< : > K™ Km At ( : >
o r—Alx an

das heifit wir haben ausgerechnet, dass Dg: g (®*) = A"

Proposition IX.1.14 (Abbildungsmatrix fiir die duale Abbildung): Seien V'
und W endlichdimensionale K -Vektorraume mit Basen B = {by,..., by} be-
ziehungsweise C' = {c1,...,cm} und A = D¢ p(®). Dann gilt fir die duale
Abbildung ®*: W* — V*, dass Dp« o, (9*) = A"
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1. Dualraum

Beweis: Seien f € W* und o; = f(¢;), 1 < i < n. Betrachte die beiden
folgenden kommutativen Diagramme:

1% 2 w K
|2 i Jo
K" — > K e &
also (f o ®)(v) = (ay, a,) - A- Dp(v) und
f W 2 v fod

| e e
ai (fo®)(b1)
O ()
Qn (fo@)(bm)

Das erste kommutative Diagramm gibt uns

((f o ®@)(br)] .. |(f 0 ®)(bm)) = (a1, - an) - AT,

(fo@)(b) o
: =At| :
(f o ®)(bm) Qi
was wir zeigen wollten. ]

Definition I1X.1.15 (Bidualraum): Es heifit V** := (V*)* = Hom(V*, K) der

Bidualraum von V.

Beispiel 1X.1.16 (Einsetzungshomomorphismus): Zu v € V erhalten wir einen
Einsetzungshomomorphismus

AWw): V' — K, fr— fv).

Die Abbildung ist linear (nachrechnen). Mit diesen Einsetzungshomomorphis-
men konnen wir eine lineare Abbildung

AV — V™, v— A(v)
erkldren.

Proposition IX.1.17 (V als Unterraum von V**): Sei V' endlichdimensional.
Der Homomorphismus A: V- — V** v +— A(v) aus|Beispiel 1X.1.16 ist injektiv
und damait bijektiv, da dim V** =dimV* =dim V.
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Beweis: Sei w € V mit w # 0. Wir wollen zeigen, dass dann auch A(w) # Oy-.
Wir schreiben V' = (w) @ U (das ist moglich wegen des Basiserganzungssatzes).
Jedes Element v € V' lasst sich eindeutig schreiben als v = Aw + v mit A € K
und v € U.

Die Abbildung Il,: V — K, v = Aw + u + A ist linear, d.h. I, € V*.
Auflerdem ist A(w)(I1,) = I, (w) = 1, d.h. A(w) # Oy=. O

Bemerkung IX.1.18: Die Abbildung A ist auch fiir unendlichdimensionale Vek-
torrdume injektiv. Dies folgt aus der Existenz von Basen und der Giiltigkeit
des Basisergénzungssatzes flir unendlichdimensionale Vektorrdume, womit wir

uns am Ende der Vorlesung genauer beschéftigen werden. Im Allgemeinen ist
A jedoch nicht bijektiv.

2. Multilineare Abbildungen

In diesem Abschnitt sei stets K ein Korper.

Definition IX.2.1 (Multilineare Abbildung): Seien Vi,...,V,, und W Vektor-
rdaume iiber K. Eine Abbildung

M:VixVox---xV, — W

heifit n-fach multilineare Abbildung, wenn fiir jedes ¢ € {1,...,n} und jede
Wahl von Vektoren v; € V; (mit 1 < j < n, j # i) die Abbildung

Vi — W, v M(v1, .. U1, U, Vg1, e vy Up)

eine lineare Abbildung ist.

Einfach multilineare Abbildungen heiflen lineare Abbildungen, zweifach mul-
tilineare Abbildungen heiflen bilineare Abbildungen und ist speziell W = K, so
sprechen wir von Multilinearformen.

Beispiel IX.2.2: (i) Die Determinante
det: K" x -+ x K" — K, (V1 ..., 0n) — det(vq] ... |vp)

ist eine n-fache Multilinearform.

(ii) Die skalare Multiplikation K x V' — V', (A\,v) +— Av ist eine bilineare
Abbildung.
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(iii) Fir zwei K-Vektorraume V' und W ist die Abbildung
Hom(V, W) x V — W, (®,v) — P(v)

ist eine bilineare Abbildung.

(iv) Fur natiirliche Zahlen p,q,r,s ist die Matrizenmultiplikation
KPX 5 K97 5 K™% KP%s (A B,C)—s A-B-C

eine dreifach multilineare Abbildung,.

(v) Fir einen beliebigen Ring R, z.B. R = K[X], ist die Multiplikation
Rx R— R, (f,g) — f-g bilinear.

Proposition IX.2.3 (Multilinearformen sind durch Basen bestimmt): In der
Situation von [Definition IX.2.1| seien By,..., B, Basen von Vi,...,V,. Die
Menge aller multilinearen Abbildungen von Vi X --+ x V,, nach W bilden einen
Vektorraum m = m(Vy x - - - X V,,, W), der isomorph ist zu Abb(By X -+ x B, W)
ist. Sind alle beteiligten Vektorraume endlichdimensional, dann auch m mit

dimm=dimV;---dimV,, - dim W.

Beweis: Die multilinearen Abbildungen M von V; x --- x V,, nach W sind
eindeutig durch die Bilder M(by,...,b,) mit by € By,...,b, € B, bestimmt.
Genauer: Wir erhalten eine Abbildung

®:m —> Abb(By X -+ X By, W), M+ ((by,...,bw) — M(by, ... bu)).

® ist linear. Weiterhin ist ® injektiv; ist ndmlich ®(M;) = P(M;) mit
Multilinearformen M;, My € m, und schreiben wir jeden Vektor im Tupel
(v1,...,v,) mit vy € V3,... 0, € V, als v; = >beB, )\f,jbj, dann ist

Ml(’l)l,...,vn) = Ml( Z )\;jbj,vg,...,vn>

bj €B;

= Z )\ile(bj,’UQ, Ce ,Un)

bjEBl

= 3 XN N Mi(by, by,

bjy€B1 b €Bn

= Z Z /\ll)jl"')\Z].nM2(bj1v'”vbjn)

bjy€B1  bj, €Bn

= Ms(vy,...,0,).
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SchlieBlich ist ® surjektiv: Fir ein f € Abb(B; x --- x B,, W) gibt die

Zuordnung
( S o (b)brses )\bn(bn)bn> s T Ao (b) - F(by, . b)
b1eB; bnE€Bn, i=1

eine multilineare Abbildung.

Sind V4, ..., V, endlichdimensional, so enthédlt M := By x --- x B, genau
dim Vi - - - dim V,-viele Elemente, also haben wir die Behauptung iiber die Di-
mension auch gezeigt. O

Notation IX.2.4: Im Folgenden schreiben wir [n| := {1,...,n} und
pr;: K" — K, (z1,...,2,)" — 25
fiir die sogenannte i-te Projektionsabbildung.

Beispiel 1X.2.5 (n-fache Multilinearformen auf K™): Es ist mg([]7; K™, K)
der Vektorraum der n-fachen Multilinearformen auf K". Zum Beispiel ist
det € mg ([T1-; K", K); nach [Proposition IX.2.3|ist

dimmK(ﬁ K”,K) — ™ = # Abb([n], [n]).

i=1

Fiir jedes k € Abb([n], [n]) definieren wir die Multilinearform

MkiKnX"'XKn—>K, (Ul,...,vn)r—>Hprk(i)(vi).

i=1
Diese sind linear unabhéngig, und da die Anzahl der Elemente gleich der
Dimension von mg ([T, K", K) ist, ist { My | k € Abb([k], [k])} eine Basis von
mK( ?:1 Kn7K)

Die Leibnizformel fiir die Determinante in unserer Notation ist

n

det(vy,...,v,) = Z sign(o) H Plo(s) (vs),

oESy =1

d.h. det = 3 Apb((n),fn)) kMr mit ¢, = sign(o), falls k = o bijektiv ist, und 0
sonst.

Definition IX.2.6 (Eigenschaften multilinearen Abbildungen): Seien V und W
zwei K-Vektorrdume. Eine multilineare Abbildung M : [[7"; V — W heifit
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(i) symmetrisch, falls fir alle o € S, und vy, ..., v, € V gilt
M (Vo(1y, - - > Va(ny) = M(v1, ..., 0p).
(ii) schiefsymmetrisch, falls fur alle o € S,, und vy, ...,v, € V gilt
M (Vo1y, - - - Uo(ny) = sign(o) M (ve, ..., v,).
(iii) alternierend, falls fir alle vy,...,v, € V mit v; = v; fiir i # j gilt
M(vy,...,v,) =0.
Beispiel IX.2.7: (i) Reelle Skalarprodukte 3: V' x V' — R sind bilinear und

symmetrisch.

(ii) Die Determinante det: [T, K™ — K ist multilinear, schiefsymmetrisch
und alternierend.

(iii) Das Kreuzprodukt x: R? x R® — R? mit

a by asbs — asby
as |, | bo — | agby — a1bs
as b3 a1by — azby

ist bilinear, schiefsymmetrisch und alternierend.

(iv) Es bezeichnet Fy := Z /27 den Korper mit zwei Elementen. Die Abbil-
dung
SIFQXFQHFQ, (a,b)l—>ab

ist bilinear, symmetrisch und schiefsymmetrisch (da —1 =1 (mod 2)), aller-
dings nicht alternierend.

Proposition IX.2.8 (Schiefsymmetrisch vs alternierend): Seien V und W zwei
K -Vektorrdume und M : [[;_, V — W eine multilineare Abbildung.

(i) Ist M alternierend, so ist M schiefsymmetrisch.
(ii) Ist char(K) # 2, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis: Es seien vy,...,v, € Vund 1 <i<j <n.

(i) Es sei M alternierend. Dann ist

0= M(Ul, e, Vim1, 0 + Vi, Vig1y---,Vj-1,0; + Vjy Ujg1y - - ,Un)
= M(vi,..., 01,0 Vi1, - - . yUj—1, Vi, Ujt1, - - ,Un)
+ M(Ul, ceey U1, U5, Vg1, - - - V-1, Uiy Ujga, - v e 7Un)
+ M(Ul, e Vi1,V U441y - - - ,'Uj,l,’l)j,’UjJrl7 Ce ,’Un)
+ M(Ul, ey U1, U5, Vg1, - - - V=1, U5, Ujg1,y - v - ,Un),
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d. h.
_M(Ulv B 7Un) = M(Ula <oy Vi1, U5, Vg1 -+ -5 Uj—1, Uiy Ujgty - - 7Un)7

die Aussage gilt also fiir Transpositionen. Da Transpositionen die S,, erzeugen
und sign ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt die Aussage fiir alle Permuta-
tionen.

(ii) Sei M schiefsymmetrisch. Dann ist
M(Ul, e Uim1, U5, Uity o005 V-1, U, Ujig g, - - 7Un)
= —M(v1,...,Vit1, Vi, Vg1, Vi1, Vi, Vjigd, - - - 5 Un)

denn die Vertauschung des i-ten und j-ten Arguments bringt den Vorfaktor —1
mit sich. Wir haben also

0= QM(UD s Vi1, Vi Vi1 -+ -5 V=1, Uy Ui, - - - 7Un)a

konnen wir durch 2 teilen, dann ist M auch alternierend. O

3. Tensorprodukt

In diesem Abschnitt seien K ein Korper, sowie V7, V5 und W Vektorrdume tber

K.

Bemerkung 1X.3.1 (,,Erster Auftritt von 7¢): Es seien V} = K", V5 = K™
und 7' = K™ sowie

T:VixVy—T, (v1,v2) — V108,
Dann gelten:

(i) 7 ist bilinear,

(ii) Sind {ey,...,e,} und {e},..., el } die Standardbasen von K™ beziehungs-
weise K™, dann gilt 7(e;, €}) = E”H

Beispiel IX.3.2: Fiir V; = R? und V5 = R? ist T = R**? und zum Beispiel sind
3 9 6 15 0 1 0 0
71,<5>:25, 71,<O>:10
2 4 10 0 0 0

'Hier meint E; ; die Elementarmatrix die als (4, j)-ten Eintrag 1 und sonst nur 0-Eintréige
hat.
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3. Tensorprodukt

Proposition IX.3.3 (Universelle Eigenschaft von 7): Die Abbildung 7: Vi x
Vo — T hat folgende Eigenschaft: Ist W ein K -Vektorraum und B: VixVy — W
eine bilineare Abbildung, dann gilt: Es gibt genau ein ®: T — W, sodass

(i) ® st linear,

(i) Por =4
gelten.
Beweis: Es bezeichnen wieder {eq, ..., e,} und {€,..., e/ } die Standardbasen

von K" beziehungsweise K. Wir definieren ®: T" — W als die eindeutige
lineare Abbildung mit ®(E; ;) = B(e;, e ]) Nach Konstruktion gilt dann $or = g,
denn fir alle v =37 | a;e; und vy = ]:1 B]e] ist

(Soe)($0e))

Zio‘zﬁy m)

Z ;i 3;%(

14=

ia“ﬁﬂ Blei e J (Z%Q,Zﬂj ]> = B(v1,v2).

(I)( (Ul,Ug =&

/N

)

7 N

~.
—_

I
M:

i
I

I
M=

<.

1

—_

7

Die Abbildung @ leistet also das Gewiinschte. Da gelten muss
O(E; ;) = @(T(ei,e;) = ﬁ(ei,e;),
muss ¢ so gewahlt werden und ist damit eindeutig bestimmt. U

Beispiel IX.3.4: Es seien V; = R? = V5 und T = R**3. Weiter sei 7 wie in
[Bemerkung [X.3.1, Wahlen wir

B:R*x R’ — R, (v1,v2) = (v1,v2) = vjvy,
so erhalten wir wegen der universellen Eigenschaft das Diagramm

R3 X RS T R3><3

XJ‘I’

R
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Beachte, dass ®(F;;) = B(e;,e;) = d;;; fir eine Matrix A = (a;;) € R**3
erhalten wir also

3 n
CI)(A) = (I)< Z ai7jE,~7j> = Zam = Spur(A)
ij=1 i=1
Definition IX.3.5 (Tensorprodukt): Ist 7" ein K-Vektorraum und 7: Vy x V, —
T eine bilineare Abbildung mit der Eigenschaft ,Fiir jede bilineare Abbildung
B: VixVy — W in einen K-Vektorraum W gibt es genau eine lineare Abbildung
O: T — W mit o7 = g dann heilit (T, 7) Tensorprodukt von Vi und V;
tber K.
VixVy, ——T

Sl

w

Notation IX.3.6: In der Situation von [Definition [X.3.5| schreiben wir fur den
Vektorraum im Tensorprodukt V) ®x Vo := T und fir v; € Vi, vy € V5 schrieben
wir v; ® vy 1= 7(v1, Va).

Erinnerung IX.3.7: Ist V' ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von
V', dann gilt fir den Quotientenraum V/U: Fir jede lineare Abbildung ®: V' —
W mit Kern(®) D U gibt es genau eine lineare Abbildung ®: V/U — W mit
® o = ®, wobei wir mit 7: V — V/U die kanonische Projektion bezeichnen.
Wir sind also in der Situation

Vv -2 W

N s

V/U
Erinnerung IX.3.8: Es sei M eine Menge.

(i) Fur f € Abb(M, K) heiit Tr(f) := {m € M | f(m) # 0} der Tréger von
f

(ii) Wir definieren Abbg(M, K) :={f: M — K | # Tr(f) < oo}; Abby(M, K)
ist ein Untervektorraum von Abb(M, K).

(iii) Fiir m € M definieren wir die Abbildung
1, m=uz,
fm:M—>K’ fm(‘r) ::{
0, sonst.

Die Menge { f,, | m € M} bildet eine Basis von Abby(M, K).
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3. Tensorprodukt

Beispiel IX.3.9: Ist M = R? = R x R, so erhalten wir eine Abbildung
71: R x R — Abby(R x R, R), m = (x,y) — [ = flay)

Beachte, dass 71 keine bilineare Abbildung ist (zum Beispiel ist 71(0, 0) nicht
der Nullvektor).

Satz 30: Es seien Vi und Vy beliebige K -Vektorraume. Dann existiert ein Ten-
sorprodukt von Vi und Va iber K.

Beweis: Schritt 1 (Ein zu grofler Kandidat fiir das Tensorprodukt): Es seien
F := Abby(V} x Vs, K) und

Tl:‘/le‘/Q—>F, (U17v2)'—>f(1)17v2)

mit f(,, v,) Wie in [Erinnerung [X.3.8

Gut an dieser Wahl ist, dass die Menge {f,0) | (v1,v2) € Vi x Va} eine
Basis von F' bildet, d.h. fiir jede Abbildung 5oV} x Vo — W gibt es eine
eindeutige lineare Abbildung mit ®5: 7 = 3. Schlecht an unsere Wahl ist, dass
71 keine bilineare Abbildung ist.

Schritt 2 (Verbesserung des Kandidaten): Wir wiinschen uns, dass fir alle
vy, v] € Vi, vg, 05 € Vo und aq, ap € K gilt:

/ / !/ / !/ /
T(a1vy + V), vy + v5) = aqanT(vr,va) + ar (v, vy) + aaT (V] va) + T (vy, V).
Sei R der Untervektorraum von F' der erzeugt wird von

{f(a1v1+vﬁ,a2v2+vé) - a1a2f(v1,v2) - alf(vla Ué) - a2f(vi,v2) - f(vg,vé)}

Jetzt setzen wir T':= F'/R, nennen wieder 7: F' — T = F/R die kanonische
Projektion und definieren 7 := 7o 711, d. h.

7: Vi x Vo — T =F/R, (v1,2) = [for,00)] = forv) + R.

Schritt 3 (Zeige, dass 7 bilinear ist): Seien vy,v] € Vi, v, vy € V5 und
a1, a9 € K. Dann ist

T(qv1 4 vy, Qa2 + V) = [flaym +0],azva+v))]
= [041a2f(v1,v2) + Oélf(vl,vé) + OéZf(Ui,vg) + f(v’l,vé)]

- a1a27—(v17 U2> + 0617'(1}1, Ué) + OQT('UL U2) + T(Ui7 Ué)?

d. h. 7 ist tatsachlich bilinear.
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Kapitel IX. Multilineare Algebra

Schritt 4 (Zeige, dass (7, 7) ein Tensorprodukt ist): Sei 3: V) x Vo — W
eine bilineare Abbildung, wir sind also in der Situation

Vix Vo —— F = Abby(Vy x V3, K) —— T := F/R
\,‘I’B/

Wie in Schritt 1 definieren wir ®5 durch ®@g(f(v, v)) = B(v1,v2). Damit gilt
bereits 3 o 7 = 3. Weiter ist

‘I’ﬁ(f(alvﬁvg,awﬁv;)) = B(oqvy + vy, s + v3)
= arapf(v1,v2) + a1 fB(v1,vy) + aafi(vy, va) + B(vy, v))
= 102Ps( fro,,00) + 1 Ps(frv1.0)
+ 2P (f(vy,00)) + Lol fiwy0p)
= ®p(102 f(v),00) T w1 0p) T Q2f (W) 02) + Fror )

d. h. die Erzeuger von R liegen im Kern von ®g, also R C Kern(®g). Nach dem
Homomorphiesatz gibt es demnach eine lineare Abbildung ®5: T — W mit
&5 0m = ®sz und schlieBlich gilt

Psor=Pgomory =Dgor =f. (IX.1)

@5 muss auf diese Art und Weise konstruiert werden, damit [Gl. (IX.1)| gelten
kann, also ist ®5 eindeutig und (7', 7) ist ein Tensorprodukt. 0

Proposition IX.3.10 (Eindeutigkeit des Tensorprodukts): Das Tensorprodukt
ist bis auf Isomorphie eindeutig, genauver gilt: Sind (T, 7) und (T",7") Tensor-
produkte von Vi und Vy tiber K, dann gibt es einen Isomorphismus ®: T — T’
mit ® o = 7'. Wir sind also in der Situation

Vi x Va

Jq)
T’\ T/

Beweis: Da (7, 7) und (7", 7") Tensorprodukte sind, haben wir die kommutati-
ven Diagramme
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3. Tensorprodukt

T / T’
Vi x Vs Ja!cp Vi x Vy Lamf
T T

r/\ ' \
bor =171 Vor' =71
Wir haben also (Vo ®) o7 =Wor7' =7, d. h. wegen der universellen Abbil-
dungseigenschaft des Tensorproduktes haben wir das kommutative Diagramm

/ idp
‘/1 X ‘/2 ‘IJOCD{>

und wegen der Eindeutigkeit der linearen Abbildungen ® und ¥ folgern wir
idr = ¥ o &, analog gehen wir fiir & o ¥ vor und erhalten ® o ¥ = idr. U

Proposition IX.3.11 (Konkretisierung mit Basen): FEs seien Vi und V, zwei
K -Vektorraume mit Basen {by, ..., b,} respektive {ci,...,cn}. Dann ist die
Menge

D:={b®c|1<i<n1<j<m}

eine Basis von'T =V Qk Vs.

Beweis: Sind wieder F':= Abby(V; x V4, K) und

1, falls (z,y) = (v1,v2),

T1- ‘/IX‘/?—>F7 (U17U2>'—>f(1}1,1)2): (‘r7y>H {
0, sonst,

dann ist {fu,w) = 71((v1,v2)) | v1 € Vi,vp € Va} eine Basis von F, d.h. die
Menge {7((v1,v2)) = v1 @ vg | v1 € Vi, v9 € Vo} erzeugt T.
Sind v = >, 7b; und vy = 2?21 sjcj, dann ist

n m

U1 &® Vg = T(Z?”ibi, ZSjCj) = eriSjT(biucj) = ZZTZ'Sij' &® Cj,
i=1 j=1

i=1j=1 i=1j=1

also wird T" schon von D erzeugt.

Fir die lineare Unabhangigkeit von D sei > i 37" 1 ;b; ® ¢; = 0 mit
Koeffizienten 7; ; € K. Wegen der universellen Abbildungseigenschaft gilt fiir
jede Bilinearform §: V; x V5, — K dann schon

ZZTUB bi,c;) =0,

=1 j=1
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Kapitel IX. Multilineare Algebra

da es genau ein lineares ®: V; @ Vo — K mit § = 7 o ® gibt, insbesondere

also
n m

(I)(Zn: iri,jT(bh Cj)> =0=> "1 ,;B(bic;).

i=1j=1 i=1j=1

Die Abbildung

1, falls (k,0) = (4, ),

Bi,jile‘/QHKy (bk,Cg)lﬁ{
0, sonst,

ist bilinear, d. h. es gibt genau ein lineares ®: V) @ Vo — K mit 8;; = Por
und

D> rkiBig(br,ce) =1i; =0= ‘P(Z > origh ® Cj)7
k=1/¢=1 i=1j=1
d.h.or;=0firl1 <i<n,1<j<m, was wir zeigen wollten. O

Korollar IX.3.12: Seien Vi, Vs zwei endlichdimensionale K - Vektorriume. Dann
qilt
dim(V; ®g V2) = dim (1) - dim(V5).

Bemerkung 1X.3.13: Sind ® € End(V}), ¥ € End(V5) und ist h: Vi x Vo — W
bilinear, dann ist

ho® xU: V) x Vo — W, (v1,v9) —> h(®(v1), ¥(vg))

bilinear. Angewendet auf W = V; ® V5 erhalten wir eine lineare Abbildung
V@d: ViV, - Ve Vs

Vix Vo ——— Vi @k Va

dx To(P,V) g
I

Vix Vo —— V1 ®k Vs

wobei J leistet, dass J o7 = 70 ® x ¥; wir schreiben ® @ ¥ = J. Als
Ubungsaufgabe sei dem Leser iiberlassen zu zeigen, dass

((I) & ‘1/)(7)1 & Ug) = (I)(U1> X \];[(UQ).
Sind wieder {by,...,b,} eine Basis von Vi, {c1,..., ¢, } eine Basis von V5,

D={b®c|1<i<n,1<j<m},
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4. Tensorprodukte von Algebren und Moduln

und bezeichnen (Sy;)k; = Dpp(®) und (ye,)e; = Deo,o(V) die Darstellungs-
matrizen von ® respektive ¥ beziiglich der Basen B respektive C| so gilt

no om

J(b; ® ¢cj) = @(b;) ® Y(cj) = <Z Bribe @ 712,j6£> =3 Brivei(be ® co),
i=1 J=1

=1 j=1
d.h.
Bi1Dec(V) - BiaDec(¥)
Dp.p(J) = : :
BniDec(¥) - BunDec(¥)
Die Matrix Dp p(J) heiBt Kroneckerprodukt von Dp 5(®) und De (V).

4. Tensorprodukte von Algebren und Moduln

In diesem Abschnitt seien stets K ein Korper, R ein Ring mit 1, A eine
K-Algebra und V ein K-Vektorraum.

Im Folgenden wollen wir das Konzept des Vektorraums verallgemeinern und
Multiplikation mit Skalaren aus Ringen statt Korpern zulassen, z.B. Z - Q,
7 -7\V2], K~ - K" K[X]- K™™".

Definition IX.4.1: Ein (Links-)Modul iiber R ist eine abelsche Gruppe M

zusammen mit einer (4ufleren) Verkniipfung -: R x M — M, sodass fiir alle
m,n € M und r,s € R gelten:

(i)
(iif)

Bemerkung IX.4.2: Fiir einen R-Modul M, r € R und das neutrale Element

r-s)-m=r-(s-m).

Beweis: Es ist wegen (ii) aus [Definition IX.4.1|

TOM:T(OM+OM):TOM+TOM,

Beispiel 1X.4.3: (i) Ist R ein Korper, dann ist M ein R-Modul genau dann,
wenn M ein R-Vektorraum ist.
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(ii) Ist n € N, dann ist []}; R = R™ ein R-Modul mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation.

(i) M =7/27 = {0,1} ist ein Z-Modul mit der Skalarmultiplikation

= — 0, falls?2
Z/QZXZ/QZ%Z/QZ’ n.o:zo’ n1: {a alls |n,
1, sonst.

(iv) Ist (M, +) eine beliebige abelsche Gruppe, so ist M ein Z-Modul mit
der Skalarmultiplikation

Zle m, falls £ € Ny,

Sk (=m), falls —k e N.

Definition IX.4.4: Fine Abbildung ¢: M — M’ zwischen R-Moduln heifit
R-Modulhomomorphismus oder R-linear, falls p: (M,+) — (M’', +) ein Grup-
penhomomorphismus ist und fiir alle x € M und r € R gilt p(rz) = ro(zx).

Bemerkung IX.4.5: Seien M, M’ zwei R-Moduln und es bezeichne
Hompg(M, M') :={¢: M — M'| o ist R-linear}.

Dann ist Hompg(M, M) selbst ein R-Modul mit den (punktweisen) Verkniip-
fungen

(1 +¢2)(2) = p1(z) + 2(2),  (re1)(z) :=rei(z)
fir 1, po € Homg(M, M'), r € Rund x € M.

Definition IX.4.6: Es sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge U C M ist ein
Untermodul von M, falls gelten:

(i) (U,+) ist eine Untergruppe von (M, +),
(ii) Fir aller € Rund w € U ist ru € U.
Das heifit: U ist R-Modul in eigenem Recht. Wir schreiben U < M.

Beispiel 1X.4.7: (i) Esseien M =Z, R="7, k € N und U := kZ. Dann ist
U ein Untermodul von M.

(ii) Seien M und M’ zwei R-Moduln und ¢ € Hompg(M, M'). Dann sind die
Mengen

kerp:={me M |p(m)=0} C M, Bildp := {p(m) |me M} C M’

Untermoduln der jeweiligen Moduln.
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4. Tensorprodukte von Algebren und Moduln

Beweis: (i) Davon haben wir uns bereits in der Linearen Algebra I iiberzeugt.

(ii) Nach der Linearen Algebra I sind ker ¢ C M und Bild ¢ C M’ Untergrup-
pen. Sind m € ker p und r € R, so gilt p(rm) = rp(m) =0, d.h. rm € ker ¢,
und sind € R und m € Bild ¢, dann gilt r¢o(m) = ¢(rm) € Bild ¢. O

Proposition 1X.4.8: Seien M ein R-Modul, U C M ein Untermodul und es
bezeichne

M/U :=={m+U|me M} ={[m] [ me M}
mit [m]=m+U:={m+u|ue M}
(i) M/JU ist selbst ein R-Modul mit den Verknipfungen
(m1+U)+ (me+U) :=(my +my) + U, r-(m+4+U):=r-m+U)
fiir my, mg, m € M, r € R und heifst Quotientenmodul.

(ii) Die Abbildung m: M — M/U, m +— m + U ist R-linear.

(iii) Der Quotientenmodul M /U erfillt die folgende universelle Abbildungsei-
genschaft: Fir jeden Modulhomomorphismus ¢: M — N mit ker ¢ C U
gibt es genau einen Modulhomomorphismus ®: M/U — N mit dom = ¢,
d. h. das folgende Diagramm ist kommutativ:

M —— M/U

e

N

Beweis: Fiir (i) weisen wir die Wohldefiniertheit nach: Fiir Elemente uy, us € U,
my,mg € M und r € R gelten

m1+u1+m2+uQ:(ml—i—mg)—f-(ul—i—uQ)E(m1+m2)+U,

re(mi4+u)=r-my+r-u €r-m+U.

Der Rest des Beweises funktioniert vollig analog zu [Erinnerung [X.3.7] O

Es sei erwahnt, dass wir fiir die Wohldefiniertheit von der Kommutativitit von
U und M Gebrauch gemacht haben; fiir Gruppen miissen wir uns auf spezielle
Untergruppen (sogenannte Normalteiler) einschrinken, um den Quotienten
eine Gruppenstruktur geben zu kénnen.
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Beispiel 1X.4.9: Es seien M = Z, U = 10Z und N = Z/5Z.. Ferner sei
¢: 17— 71./]5Z, 2 — Z.

Es ist ker ¢ = 57 O 107, d.h. es gibt einen eindeutigen R-Modulhomomorphis-
mus ®: Z/10Z — 7./57, mit ® o 7 = ¢:

7 —" 7.)10Z

NN

7.)5Z.

Proposition IX.4.10: Die Begriffe ,bilinear* (vergleiche|Definition 1X.2.1]) und
, Tensorprodukt® (vergleiche |Definition 1X.5.5) definieren wir fir R-Moduln
genau wie fir K-Vektorraume. Sind M und N zwei R-Moduln, dann gibt es ein
Tensorprodukt (T'= M @r N, 7: M x N — M ®g N), d. h. fir jede bilineare
Abbildung h: M x N — W gibt es eine lineare Abbildung ®: M ®r N — W

mit ® o1 = h; das folgende Diagramm ist also kommutativ:

MxN —/—— M®rN

x J“’

w
Beweis: Der Beweis fiir geht auch in dieser Situation durch. O

Beispiel 1X.4.11: (i) Sei h: Z/27 x 7./37Z — W eine bilineare Abbildung.
Dann ist

h(a,b) = h(1-a,b) = h(3-a@,b) = h(a,3-b) = h(a,0) = 0,

d.h. h = 0. Damit ist Z/27 ®z 7/37 = {0}.

(ii) Sei M ein R-Modul. Dann ist M ®g R = M. Genauer: M zusammen
mit der Abbildung

T: M x R— M, (m,r) —> rm
ist ein Tensorprodukt. Um das einzusehen halten wir zunéchst fest, dass 7

bilinear ist, und ist h: M x R — W bilinear, dann tut ¢: M — W, m + h(m, 1)
das Gewtinschte.
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Bemerkung I1X.4.12: Sind M, N zwei R-Moduln, dann gilt: M ®r N wird
erzeugt von {m ®@n | m € M,n € N} (wobei m ® n := 7(m,n)), d.h. fir
r € M ®r N gibt es ay,...,ar € R, my,...,mpy € M und nq,...,n; € N,
sodass

T = Zai(mi ® n;).

=1

Beweis: Im Beweis von haben wir das Tensorprodukt konstruiert als
M ®@gr N := Abbg(M x N, R)/U mit dem geeigneten Untermodul U und

T-MXN— M®gN, (man)*—>[f(m,n)]

wobei f(.) (%, Y) = Om,20n,y- Die finn) erzeugen Abby(M x N, R), also erzeugen
die Restklassen [f(;,, )] = m ® n den Quotientenmodul. O

Definition IX.4.13: Eine R-Algebra A ist eine Menge mit Verkniipfungen
+:AxA— A, o: AxA— A, T RxA— A
sodass gelten:
(i) (A,+,0) ist ein Ring,
(ii) (A, +,-) ist ein R-Modul,
(iii) o ist R-bilinear.
Manchmal nennt man so eine R-Algebra auch eine assoziative R-Algebra.

Proposition IX.4.14: Seien (A,+,-,0) und (B,+,-,0) zwei R-Algebren und
A ®pr B das Tensorprodukt von beiden aufgefasst als R-Moduln. Dann wird
A®gr B zur R-Algebra mit der Multiplikation

o: A®RBXA®RB — A@RB, (ZaZ@)bz, ZaQ@bS) — Z Z a,aé@bzb;
i=1 j=1 i=1j=1

Beweis: (1) ,,0% ist wohldefiniert: A ®p B ist Quotient von Abby(A x B, R)
und die zugehorige Aquivalenzrelation ist

(ra; + ag) ® (sby + by) = rs(a; @ by) +r(a; ® by) + s(ag @ by) + (az ® by).
Seien a € A und b € B. Dann ist
((ras + az) ® (sby + b2)) 0 (a @ b)
= (ra; + az)a ® (sby + ba)b
=raija ® bsb; + aay ® bsb; + ara; ® bby + aas & bby
= (rsa; @ by +ra; ® by + sas ® by + as ® by) o (a,b)
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(2) ,0 ist assoziativ und es gilt Distributivitit: Ubung. O

Definition IX.4.15 (R-Algebrenhomomorphismus): Seien A; und As zwei R-
Algebren. Eine Abbildung ¢: A; — A heifit R-Algebrenhomomorphismus, falls
fir alle a,b, € A; und r € R gelten

pla+b)=wp(a) +e0),  plab)=wp(a)pd),  ¢(ra)=re(a).

Sind A; und A, jeweils R-Algebren mit Eins, dann heifit ¢ ein Homomorphismus
von R-Algebren mit Fins, falls zusitzlich gilt: p(14,) = 14,.

5. Freie Moduln

Im ganzen Abschnitt sei R ein kommutativer Ring mit 1. Wir wollen in diesem
Abschnitt der Frage nachgehen, welche Moduln Basen haben.

Definition IX.5.1: Sei M ein R-Modul.
(i) Fir X C M ist
(X) :=({U | U C M Untermodul mit X C U}
ein R-Modul und heifit das Erzeugnis von X, genauer: (X) ist der kleinste
Untermodul von M, der X enthélt.
(i) Fir X C M ist (X) ={>X",rx; |[neN,r, € R,x; € X}.
(iii) Eine Teilmenge B C M heifit linear unabhdingig, falls fir alle b; € B,
r; € R gilt:
ani:O:ﬁ:---zrn:O.
i=1
(iv) Eine Teilmenge B C M heifit Basis, falls sich jedes m € M auf eindeutige
Weise als Linearkombination m = > ;r;b; mit r, € R und b; € B
schreiben. Das ist genau dann der Fall, wenn B linear unabhangig ist und
(B) = M.

Samtliche Aussagen zeigt man wie fiir Vektorraume.

Beispiel IX.5.2: Seien n € N und M = Z/nZ aufgefasst als Z-Modul. Die
Teilmenge {1} C Z/nZ ist linear abhangig, denn n -1 = 0, aber n # 0z.
Insbesondere hat M keine Basis.
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Definition IX.5.3: Ein R-Modul M heifit frei, falls M eine Basis besitzt.

Beispiel IX.5.4: (i) R" ist ein freier R-Modul mit Basis {ej,...,e,} mit
e; = (0ij)1<j<n-
(ii) Sei {0} € I € R ein Ideal in R. Dann ist R/I nicht frei (als R-Modul).
(iii) Sei S eine beliebige Menge. Dann ist Abby (S, R) ein freier R-Modul.

Beweis: (i) Folgt aus (iii), da R™ = Abb(S, R) mit S = {1,...,n}.
(ii) Seien @ € R und s € I — {0}. Dann ist s[a] = [sa] = [0], da sa € I.
Damit ist {[a]} nicht linear unabhéngig, es kann also keine Basis geben.

(iii) Wahle B := {fs | s € S} mit fs(x) = d5,. Dann ist B ein Erzeugen-
densystem, denn fiir f € Abby(S, R) mit S" = Tr(f) = {s € S| f(s) # 0}

1st
f=2 f(s)fs
ses’!

B ist ferner linear unabhéngig, sind namlich ry,...,7, € R und sy,...,s, € S
mit .

Zrifsi = 07

i=1
dann gilt fir j € {1,...,n}: 0 =", rifs(s;) =mr;,alsor; =--- =7, =0.0

Proposition IX.5.5: Ist M ein freier R-Modul mit Basis B, dann gilt: Fur
jede Abbildung f: B — M’ in einen R-Modul M’ gibt es genau einen R-
Modulhomomorphismus ®: M — M' mit ®|p = f.

Beweis: Man zeigt dieses Aussage ganz genau wie fiir Vektorrdume. U

Bemerkung IX.5.6 (,,Nicht-Beispiel“ fiir Basen): Sei M ein freier R-Modul
mit Basis B = {by, ..., b,}. Eine Teilmenge {c1, ..., ¢, } von M mit n Elementen
die linear unabhangig sind, muss keine Basis sein.

Ist zum Beispiel M der Z-Modul Z, dann ist M frei mit Basis {1}. Die
Menge {2} ist auch linear unabhéngig in M, aber ({2}) = 2Z C Z.

Bemerkung IX.5.7: Wir brauchen [Beispiel IX.5.4] und [Proposition IX.5.5/im
Beweis von [Proposition 1X.4.10]

Proposition IX.5.8 (Assoziatitvitit des Tensorprodukts): Es seien My, M,
und Ms drei R-Moduln.
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(i) Fir jede multilineare Abbildung h: My x My x My — N gibt es genau eine
lineare Abbildung ®: My ®g (My ®g M3) — N, sodass fir alle my € My,
mg € My, ms € My gilt:

®(my @ (me ® ms)) = h(mi, ma, ms).

(ii) Fir jede multilineare Abbildung h: My x My x M3 — N gibt es genau eine
lineare Abbildung V: (My ® g My) @ g M3 — N, sodass fiir alle my € My,
meo € Mg, ms € M3 gllt

\If((m1 ® m2) ® m3) = h(ml, mo, mg).

(iii) Es gibt einen eindeutigen Isomorphismus ®: My ®p (M @r Ms) —
(Ml ®R Mg) ®R M3 mait

D(my ® (mg ® m3)) = ©((m1 ® my) ® m3)
fir alle my € My, mg € My, m3 € Mj.

Bemerkung IX.5.9: Seien X, Y, Z drei R-Moduln und S = {y; | i € I} ein
Erzeugendensystem fiir Y. Sei h: X x Y — Z eine Abbildung mit folgenden
Eigenschaften:

(i) h ist linear in der zweiten Komponente,

(ii) Fir alle y € S gilt hy,: X — Z, v — h(z,y) ist linear.
Dann ist A auch linear in der ersten Komponente, also bilinear.
Beweis: Ist y € Y beliebig, so gibt es y1,...,yx € S und ry,...,r, € R mit
Yy = Z?:l r;y;. Fir alle z, 2 € X und r € R gilt dann

k
hy(xz +rz',y) = hy, <x +ra, Z rjyj)

=1

Il
M?r‘

rih(x +ra', y;)

<.
Il
-

Il
M?r

rih(x,y;) +rrh(a’, y;) = hy(z,y) + rhy(2’,y). O

<.
I
-

Beweis (von [Proposition IX.5.8): Wir schreiben im Folgenden kurz ,®@“ statt
77®R“-
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5. Freie Moduln

(i) Als Fahrplan fiir den Beweis haben wir das folgende Diagramm:

M1XM2XM3 —_— M1XM2®M3 —_— M1® M2®M3)
[ bilinear
m %

Wegen der universellen Abbildungseigenschaft von My ® Mj erhalten wir fiir
jedes my € M eine lineare Abbildung ®,,,: My ® M3 — N mit

O, (Mo @ mg) = h(my, ma, m3).

Damit kénnen wir 3: My x (My ® M3) — N durch (mq,x) — ®,,, (x) defi-
nieren. [ ist linear in der zweiten Komponente, da ®,,, eine lineare Abbildung
ist. 3 ist auBlerdem linear in der ersten Komponente nach [Bemerkung [X.5.9]
denn fiir jeden Tensor ms ® mg und fir alle my, m} € M; und r € R gilt

B(my + rm/y,my @ mz) = Dy, prm (M2 @ M3)
= h(my + rmf, ma, m3)
= h(my, ma, m3) + rh(m}, ms, ms)
= P, (Mo ® m3) + r®,,, (Mo ® my3)
= B(my, my @ m3) + rB(my, ms @ mgz).

Wegen der universellen Abbildungseigenschaft von M; ® (My ® Ms) erhalten

wir eine lineare Abbildung ®: M; ® (My® M3) — N mit ®(m; @z) = S(my, x).
Insbesondere gilt fiir alle m; € My, ms € My und m3 € Mj

(ID(ml X (m2 & m3)) = B(ml, mo @ mg) = h(ml,mg,mg). (IX2>

Da die m; ® (mg ® ms) den R-Modul M; ® (Ms ® M3) erzeugen, ist ¢ durch
Gl. (IX.2)| bereits eindeutig bestimmt.

(ii) Zeigt man analog zu (i).

(iii) Wir betrachten das Diagramm

M1XM2XM3L>M1®<M2®M3)

e )

(M; ® My) @ M;
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Kapitel IX. Multilineare Algebra

mit den multilinearen Abbildungen

hli M, XMQXM3—>M1®(M2®M3)
(ml,mg,mg) —rm & (m2 ®m3),
hQI M x M, XMg — (M1®M2)®M3

(my, ma, m3) — (M1 ® mg) @ ms.
Wegen (i) und (ii) erhalten wir lineare Abbildungen
o M1 ®(M2®M3) — (Ml ®M2)®M3
und W: (M1®M2>®M3—>M1®(M2®M3)

mit hy = ® o hy und h; = W o hy, es sind also W o ® o hy = ¥ o hy. Aber id
statt U o ® tut das genau so; wegen der Eindeutigkeit und (i) erhalten wir also
Vo d =id. Analog gilt ® o ¥ =id, d.h. ® und V¥ sind Isomorphismen. U

6. Tensor-, symmetrische- und auflere Potenzen

Fiir diesen Abschnitt seien R ein kommutativer Ring mit 1, n € N und M, N
seien R-Moduln.

Das Tensorprodukt , klassifiziert bilineare Abbildungen. Wir wollen in die-
sem Abschnitt versuchen, eine dhnliche universelle Abbildungseigenschaft fiir
symmetrische— und alternierende Abbildungen zu erarbeiten:

MM — M®--- QM

x J“’

N
Definition IX.6.1: Wir bezeichnen
(i) Multy;(N) :=mpg(M x --- x M,N),
(ii) Symfp,(N) := {h € Mult}y;(N) | h ist symmetrisch},
(iii) Alth,(N) := {h € Mult};(N) | h ist alternierend}.

Bemerkung IX.6.2: Die Mengen Mult},(N), Sym’y,;(N) und Alt’y, (V) sind auf
die gewohnte Weise (d.h. mit den punktweisen Verkniipfungen) R-Moduln.

(hl —+ hz)(l’l, Ce ,.Tn) = hl(l'l, ce ,LEn) -+ hg(il}l, Ce ,l’n),
(AR (1, ..oy xy) = AR(T1, ..., T).
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6. Tensor-, symmetrische- und duflere Potenzen

Beweis: Multilinearitat, Symmetrie und Alterniertheit bleiben unter Summen-
bildung und Multiplikation mit Skalaren erhalten. U

Satz 31 (Tensor-, symmetrische- und duflere Potenz): FEs sei n eine positive
ganze Zahl.

(i) Es gibt einen R-Modul T"(M) und ein multilineares t: M™ — T™(M),
sodass es fir alle R-Moduln N und h € Multy;(N) genau eine lineare
Abbildung ®: T"(M) — N mit ® ot = h gibt.

(ii) Es gibt einen R-Modul S™(M) und ein multilineares s: M™ — S™(M),
sodass es fir alle R-Moduln N und h € Sym?},(N) genau eine lineare
Abbildung ®: S"(M) — N mit & ot = h gibt.

(iii) Es gibt einen R-Modul \"(M) und ein multilineares a: M™ — N*(M),
sodass es fir alle R-Moduln N und h € Alt};(N) genau eine lineare
Abbildung ®: N"(M) — N mit ®oa = h gibt.

Definition IX.6.3: In der Situation von heilen 7™ (M) die n-te Tensor-
potenz von M, S™(M) die n-te symmetrische Potenz von M und A"(M) die
n-te duflere Potenz von M.

Beweis (von [Satz 31): (i) Wir definieren 7™ (M) rekursiv wie folgt: Wir set-
zen T°(M) := R, T'(M) := M und T" := M ®p T""'(M). Aus

on IX.5.8 wissen wir 7"(M) = QI M.
Die Abbildung

t: M™—T"(M) =R M, (myq, ..

=1

S My) My Q- @My,

ist multilinear und wir haben das Diagramm

M" —— M x T Y (M) —— T*(M) = M @ T" (M)

B8 blllnear
multilinear linear

Wie im Beweis von [Proposition [X.5.8 erhalten wir mit der Induktionsvoraus-
setzung und [Bemerkung [X.5.9| erhalten wir eine bilineare Abbildung

B: M x T (M) — N, B(my,me @ -+ @my,) = h(my,...,my,).

Wegen der universellen Abbildungseigenschaft von M @ T™ (M) erhalten wir
eine lineare Abbildung ®: 7"(M) — N mit ®(m; ®---®@m,) = h(my,...,my,).
Diese ist wieder eindeutig, da sie auf Erzeugern vorgegeben ist.
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Kapitel IX. Multilineare Algebra

(ii) Fiur diese Aussage wollen wir verwenden, dass T"(M) = 7, M.

Die Abbildung ¢t: M™ — T"(M), (mq,...,my,) — m ® --- @ m,, ist zwar
multilinear, aber nicht symmetrisch. Dazu miisste namlich fir alle o € S,
gelten, dass

my & -+ @My = Mgy1) Q-+ & Mg(n)-
Diesen Mangel der Abbildung ¢ wollen wir (wie iiblich) durch Quotientenbildung
beheben: Wir definieren

U, := <{m1®---®mn—ma(1)®--~®mg(n) |m1,...,mn€M,0€Sn}>

und setzen S™(M) = T™(M)/U,. Wie iiblich bezeichne 7: T™(M) — S"(M)
die kanonische Projektion. In dieser Situation haben eine multilineare Abbildung
s: M™ — S™(M), namlich s := 7 o t. Dieses s ist sogar symmetrisch. Es bleibt
zu zeigen, dass wir auch hier eine universelle Abbildungseigenschaft haben.
Sei dazu h: M™ — N multilinear und symmetrisch. Wir wollen uns davon

iiberzeugen, dass wir dann tatsédchlich das folgende kommutative Diagramm
haben:
M" —t— (M) —"— S*(M) = T"(M)/U,

Wegen (i) erhalten wir eine lineare Abbildung ®: 7"(M) — N mit dot = h
und fiir o € 5, gilt

(i)(mg(l), e ,mg(n)) = h(mg(l), N ,mg(n)) = h(ml, e ,mn) = Cf(ml, Ce ,mn),

d.h. U; C Kern &. Wegen des Homomorphiesatzes erhalten wir deshalb eine
lineare Abbildung ®: S™(M) — N mit P om = &, d. h. es ist

Pos=Porot=>dot=h.

Zusammengefasst: Das Diagramm ist kommutativ, da das linke Dreieck in
diesem Diagramm wegen der universellen Abbildungseigenschaft von 7™ kom-
mutativ ist und das rechte Dreieck wegen des Homomorphiesatzes.

(iii) Wir gehen analog zu (ii) vor und wollen den Mangel von ¢t wieder durch
Quotientenbildung beheben. Dazu definieren wir den Untermodul

Up:={mi® --@my, | my,...,m, € M,m; =m; fir 1 <i4,j <nmiti#j})
und A" (M) :=T™(M)/U,. Die alternierende multilineare Abbildung

a:M”—>/n\(M), (M, ...,mp) —> M1 @ -+ @ my)

leistet dann das Gewlnschte. O
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6. Tensor-, symmetrische- und duflere Potenzen

Bemerkung IX.6.4 (Trivialfdlle):
(i) Firn =0ist R=T°(M) = S°(M) = A\°(M),
(ii) Firn=1ist M =T (M) = SY(M) = N'(M).
Bemerkung IX.6.5 (Eindeutigkeit): Ahnlich wie beim Tensorprodukt kann

jeweils aus der universellen Abbildungseigenschaft gefolgert werden, dass 7™ (M),
S™(M) und A"(M) eindeutig bis auf Isomorphie sind.

Notation IX.6.6: Seien my,...,m, € M.In der Situation von[Satz 31|schreiben
wir

(i) m @ @my, :=t(my,...,my,),
(i) my @ - @ my = s(my,...,my,),
(iii) my A Amy, = a(ma, ..., my).

Bemerkung IX.6.7 (Erzeuger und Rechenregeln): (i) 7" (M) wird erzeugt
von {m; ®---®@my, | my,...,m, € M} (vergleiche |Bemerkung 1X.4.12)), also
wird S™(M) erzeugt von {m; ® --- ®m, | my,...,m, € M} und A" (M) wird
erzeugt von {my A --- Am, | my,...,m, € M}.

(ii) Fir mq,...,m, € M, m, € M und r € R gelten die Rechenregeln

mp @ - @m_1 @ m; + rm; @m,,
=M@ @My_ @M @My @ -+ @My,
+rmy @ - Q@mi_1 @M, Q@Miy) @ -+ Q@ My,

analog fiir ,,®“ und ,A%; fiir o € S,, gelten
MmO OMy = M) O - OMg(ny, MIA-- Ay = 5gN(T) M) A+ - AMg(n),
und gilt m; = m; mit 7 # 7, so ist my A--- Am, = 0.

Proposition IX.6.8 (r-tes dufleres Produkt eines freien Moduls von Rang r):
Sei M ein freier R-Modul mit Basis {by,...,b.}. Dann ist {by \--- A b.} eine
Basis von \"(M).

Lemma IX.6.9 (Determinante revised): Sei M ein R-Modul und n € IN. Die
Abbildung

h: M™ — T"(M), (ma,...,mp) — > sgn(o)(Mea) ® -+ @ My(n))

O’ESn

ist eine alternierende multilineare Abbildung.
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Kapitel IX. Multilineare Algebra

Beweis: Die Multilinearitat ist klar, da das Tensorprodukt multilinear ist. Fiir
die Alterniertheit seien 7,5 € {1,...,n} mit ¢ # j und my,...,m, € M mit
m; = m;. Fir ein 0 € S, setzen wir ¢ := (i,j) o 0. Fir dieses & gelten
(k) = (i,j) oo(k) = o(k), falls k ¢ {oc7'(:),07(j)}, 6(c7'(i)) = j und
(071(j)) = i; fur alle k € {1,...,n} gilt also my) = mar). Damit ist

Qe

h(ml, - ,mn) = Z SgD(U)(ma(l) X mg(n))
O’GSn

= D Me) @ @Mo(my + Y (=1)1me1) @ -+ @ M) = 0,

O’GAn O'GAn

was wir zeigen wollten. 0

Beweis (Proposition IX.6.8): Nach [Bemerkung 1X.6.7|ist {by,...,b,} ein Er-
zeugendensystem fiir A\"(M). Bleibt die lineare Unabhdngigkeit zu zeigen, d. h.
fiir alle r € R muss gelten: Ist r # 0, so ist rby A --- A b, # 0.

In der in [Lemma IX.6.9 beschriebenen Situation haben wir das Diagramm

M" —2— A"(M)

X V3!<1>

(M)

wobei wir wegen der universellen Abbildungseigenschaft die R-lineare Abbildung
O: N'(M) — T"(M) mit h = ® o a erhalten. Es ist

@(Tbl FANKIEIRIVAN b?") = Z SgD(U)bau) JANERAN ba(n) 7é 07

O’GSn

da {byq) ® -+ @ byn) | 0 € S} Teilmenge einer Basis und damit linear
unabhéngig ist (siehe [Proposition 1X.6.11)). O

Beispiel IX.6.10 (Zweite Potenzen fiir R3): Es sei M = R3 mit der Standard-
basis {ej, €2, €3}. Dann gelten:

(i) {e1®e1,e1 ®@eg,e1 ez, e0 @ eq,e3 @ eg,e9 @ e3,e3 @ e1,e3 @ ea,e3 @ ez}
ist Basis von T?(M),

(i) {e1 ®er,e1 @eg,e1 O ez, e @ eg, 60 O e3,63 O ez} ist Basis von S?(M),

(iii) {e1 Aea,e1 Aes, ea A ez} ist Basis von A*(M).
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6. Tensor-, symmetrische- und duflere Potenzen

Beweis: Wegen [Proposition IX.3.11]ist (i) klar.

Zu (iii): Aus [Bemerkung IX.6.7 wissen wir, dass {e; A ea, €1 A es, ea A ez} ein
Erzeugendensystem fiir A?(M) ist. Nun zur linearen Unabhéngigkeit: Seien
a,b,c € R mit ae; A es + bey A e + cea A es = 0. Dann gelten

0 = (ae; Neg+bey Aes+cea Aeg) Aey

=ae; Nesg Nep+beg Nes ANey +ceas Nes Aep =04+ 04 cep Aes A es,
0 = (ae; N eg+bey Aes+ ceg Aes) A e

=ae; Neg Neg+bey Neg Nes +ceas Neg Aeg =0+ —bey Aes Aes + 0,
0 = (ae; N eg+ bey Aez+ cea Aes) Aes

=ae; Ney Nes+beg Neg Nesg+ceas Nesg ANes =ae; ANeg Nez+ 0+ 0,

also sind a = b = ¢ = 0, was wir zeigen wollten.
Aussage (ii) zeigen wir spéter. O

Proposition IX.6.11: Sei M ein freier R-Modul mit Basis {by,...,b.}. Dann
gelten:
(i) T™(M) hat die Basis {b;; @ ---®b;, | i; € {1,...,r},1 <j<n},
(ii) S™(M) hat die Basis {b{* ©®--- @b | vy + -+ v, =n},
(iii) A™(M) hat die Basis {bj, N--- ANb;, |1 <y <ig <+ <ipq <in <7}
Beweis: (i) Folgt aus Proposition II1.3.11 (die dort verwendeten Argumente
gehen auch fiir Moduln durch).

(i) Ist n > r, soist A"(M) = {0}, d. h. die Behauptung ist wahr. Ist n = r,
so stimmt die Behauptung nach Proposition I11.6.8.
Sei nun n < r und seien 7, ;) € Rfir 1 <4y <--- <, <7 mit

1<y < <ig <r
Wir wollen fiir jeden n-Tupel 5 = (j1,...,j,) mit 1 < j3 < - < j, <7
zeigen, dass r; = 0. Wihle dazu o; € S, sodass (1) = j1,...,0;(n) = j, und

oj(n+1),...,0;(r) die Werte in {1,...,7} — {ji1,...,jn} sind.
Jetzt ist

bjy A+ Abj, Abgsany A+ Abgyy = (=1) by A= A b, (IX.3)
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Kapitel IX. Multilineare Algebra

mit einem Exponent £ € IN und es ist bj; A~ Ab;, Abyini1y A+ ANbgyry =0,

falls (i1,...,in) # (j1,-- -, jn). Einsetzen in gibt

~~~~~~

Ly

Proposition IX.6.12: Sei V' ein K -Vektorraum der Dimension d. Dann gelten:

(i) T™(M) ist ein K-Vektorraum der Dimension d",
(ii) S™(M) ist ein K -Vektorraum der Dimension (dJrZ*l),

(iii) A"™(M) ist ein K-Vektorraum der Dimension (Z)

Beweis: (i) Das haben wir bereits in Proposition I11.6.11 gezeigt.

(ii) Wir zéhlen, wie viele Moglichkeiten wir haben, n Elemente aus einer
d-elementigen Menge mit Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge zu
ziehen.

(iii) Wir zahlen, wie viele Moglichkeiten wir haben, n Elemente aus einer
d-elementigen Menge ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge
zu ziehen. 0J

Proposition 1X.6.13: Seien M, My zwei R-Moduln und ¢: My — M, eine
R-lineare Abbildung. Dann gibt es eindeutige R-lineare Abbildungen

()= T"(My) — T"(Ma),

S"(e): S"(My) — S"(Mz),  Alp): AN(M1) — A(Mz)
sodass fir alle vy, ...,v, € My gelten:

1) TM(@) (11 ® - @ v,) = (V1) ®@ -+ @ p(vn),
(i) S™(@) (1 © - O vy) = (V1) © -+ © (vn),
(i) A™(p)(vr A== Awvn) = @(v1) A A p(vy).
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7. AuBere Potenzen und Determinante

Beweis: Fiir den Beweis verwenden wir die universelle Abbildungseigenschaft
der jeweiligen Potenz, exemplarisch zeigen wir die Behauptungen fir A" (¢).

Die Abbildung (vy,...,v,) = (p(v1) A -+ A @(v,)) ist multilinear und alter-
nierend, d. h. wir haben das Diagramm

M{l L) /\an

\ Jﬂ! )

N" My

wobei wir aus der universellen Abbildungseigenschaft die eindeutige lineare
Abbildung A"(¢): A" M7 — A" M, erhalten, die das Gewtinschte leistet. [

Proposition IX.6.14: Seien ¢: My — Ms und @o: My — M3 zwei R-lineare
Abbildungen. Dann gelten

(i) T"(p20p1) =T"(p2) o T"(¢1),
(ii) S™(w20 1) = S™(p2) 0 S™(¢1),
(iti) A™(2001) = A"(2) o A"(¢01).

Beweis: Alle Aussagen zeigt man vollig gleich, wir zeigen exemplarisch (i).
Wegen der Definition von 77 (+) gilt fiir alle vy, ..., v, € M;:

(T"(p2) o T (p1)) (11 @ - - ® vp)
=T"(p2)(p1(v1) @ - @ n(vn)) = P2(p1(v1)) ® - @ Pa(pr(vn)). (IX.4)

Jetzt ist aber T"(pq 0 1) die einzige lineare Abbildung, die leistet,
d.h. T"(p2 0 1) = T"(p2) 0 T"(p1). O

7. AuBBere Potenzen und Determinante

In diesem Abschnitt wollen wir mithilfe von dufleren Produkten eine alternative
Definition der Determinante geben. Dadurch verschaffen wir uns gleichzeitig
eine Determinante tiber beliebigen kommutativen Ringen mit 1.

Im Folgenden seien d,n,m € Ny, R stets ein kommutativer Ring mit 1 und
{e1,...,eq} bezeichne stets die Standardbasis des R?.

Notation IX.7.1: Mit R™*"™ bezeichnen wir die Menge der (n x m)-Matrizen
mit Eintragen in R, d.h. R™™ := Abb([n] x [m|, R). R"™*™ ist eine R-Algebra
mit der (bereits bekannten) Matrizenmultiplikation.
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Kapitel IX. Multilineare Algebra

Bemerkung IX.7.2 (,,Es kann nur eine geben*): Wir haben das Diagramm

H?=1 Rd _a /\d Rd

F
Poa

R

Aus Proposition I11.6.11 wissen wir, dass A% R ein freier R-Modul mit Basis
e1 A -+ Aegq ist. Es gibt also nur eine R-lineare Abbildung ®: A? R — R mit
O(e1A- - -Aeg) = 1. Wegen der universellen Abbildungseigenschaft gibt es deshalb
genau eine multilineare Abbildung h: [[L, R? — R mit h(ey,...,eq) = 1.
Dieses h ist unsere Determinate.

Definition IX.7.3 (Determinante):
(i) Die eindeutige multilineare und alternierende Abbildung h: []%, R? — R
mit h(ey,...,eq) = 1 heifit Determinante und wird mit det notiert.
(ii) Sei A = (a;;) € R™? Dann definieren wir det(A) := det(ay,...,aq),
wobei a; := Ae; die j-te Spalte von A bezeichnet.

(iii) Sei ¢ € End(R?). Dann definieren wir det () := det(p(e1),. .., o(eq)).

Bemerkung IX.7.4 (Kleine Rechenregeln): In der Situation von|Definition IX.7.3|
gelten:

(i) Aeg A -+ AN Aeg =det(A)eg A+ -+ A eg,
(i) @(er) A= ANpleq) = det(p)er A+ Aeg.
Beweis: Zu (ii): Wir verwenden, dass {e; A--- A ey} eine Basis von A? R%. Das

bedeutet namlich es muss r € R mit p(e1) A--- A p(eq) =re; A--- A ey geben.
Fiir die eindeutige Abbildung ®: A% R — R aus [Bemerkung 1X.7.2| gilt

r®(er A Neg) = P(reg A+ Aeg)
= O(p(e1) A+ A plea)) = det(p(er), ..., p(eq)) = det(p).

Aussage (i) zeigt man analog. O

Korollar IX.7.5: In der Situation von |Definition 1X.7.5 gilt: Die Abbildung
/\dgp ist gegeben durch

d d d
Ne: NR*— N\ RY, w — det(p)w.

Insbesondere gilt o(vi)A---Ap(vg) = det(@)vy A+ - Avg fiir alle vy, . .., vg € R,
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7. AuBere Potenzen und Determinante

Beweis: Folgt direkt aus [Bemerkung [X.7.4] U

Proposition IX.7.6 (Multiplikativitit): Seien @1, po: R? — R? 2wei R-lineare
Abbildungen und Ay, Ay € R¥™?. Dann gelten:

(i) det(p2 0 ¢1) = det(p2) det(p1),
(11) det(AgAl) = det(AQ) det(Al)

Beweis: Zu (i): Es gilt A%(¢2 0 1) = A% @2 0 A% nach Proposition 111.6.14,
die Behauptung folgt dann aus Korollar II1.7.5.

Zu (ii): Betrachte die R-linearen Abbildungen v — Ajv, v — Ayv und
verwende (i). O

Im Folgenden wollen wir Aej, A---AAe;, fir A € R4 k < dund jy,...,jJk €
{1, ..., d} untersuchen. Dazu wollen wir die Aej, A- - -AAej, in der Standardbasis
von AF R% ausdriicken, d. h.

Aejl/\"'/\Aejk = Z T(ig,ig)Cin N N €4y

Wir werden sehen, dass z(;,, ;) = (—1)"det(4; ), wobei I = {i1,...,ix},

,,,,,

J ={j1,...,Jk} und As ; cie Teilmatrix von A mit Zeilen aus I und Spalten
aus J ist.

Definition IX.7.7 (Index-Menge):

(1) I = {(iy, ..., ip) | 1 <y < -+ <y < d},
(ii) Fiir ¢ := (i1,...,ix) € I sei ¢ € I, das eindeutige (d — k)-Tupel for
das gllt {ik+1,...,id} = {1,,d} — {’Ll,,Zk} und ik+1 < e < g
Schreibe I; := {i1,...,ix} und e; := e;; A --- A e;,. Definiere o; € Sy
durch o(1) =iy, ..., o(d) = iq.
Fuar 1 € [,f definieren wir e; :=e;; A -+ Aej,.

(iii) Wir bezeichnen V; := (e;,, ..., €;,).

Beispiel: Es seien d = 4 und k = 2. Dann sind zum Beispiel ¢ = (1,4) € I3,

1°=(2,3),
12 3 4
""‘(1 4 2 3)’

ei=e Negund V; = (e, ey).
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Definition IX.7.8 (Streichmatrix A;;): Seien A € R¥>4 ynd 1 < k < d. Wei-

ter seien ¢ = (iy,...,4;) und 5 = (ji,...,jk) € IZ. Dann definieren wir
Aij = (i j)1<rs<r € R¥F*. Das heifit A;; ist die Teilmatrix von A mit
den Zeilen iy, ..., 4, und Spalten ji,..., J&.

Beispiel 1X.7.9: Fiir die Matrix

1 2 3 4
|5 6 7 8 s
A=19 10 11 12| €8
13 14 15 16

und 2 = (1,3), 7 = (1,4) ist

1 4
Aij = (9 12) '

Bemerkung IX.7.10 (Was tut A;;?): Seien A € R4 und p4: v — Av die
zugehorige lineare Abbildung. Weiter seien ¢ = (i1, ...,i),5 = (j1, ..., jr) € I{
und A; ; die zugehorige Streichmatrix. SchlieBlich sei

d k
. pd
pr;: R — Vi, E xT,e; — g T4, €.
i=1 r=1

Dann ist A;; die Abbildungsmatrix von pr;opaly;: V; — V; beziiglich der

Basen e;,, ..., e¢;, bezichungsweise e, ..., e;,.

Proposition IX.7.11 (Abbildungsmatrix von \* ¢4): Fir A = (a;;) € R¥4
und einen Multiindindex j = (j1,...,j%) € I gilt:

Aejl VANERIVAY Aejk = Z detAi,jeil VANRREIVAY €i,

ield
Beispiel IX.7.12: Fiir die Matrix
1 2 3 4
A= g 160 171 182 € R%
13 14 15 16
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7. AuBere Potenzen und Determinante

und den Multiindex 5 = (1,4) gilt

1 4
A61 N A€4 = g VAN 182
13 16

= (8 — 20)61 N eg + (12 — 36)61 A es3 + (16 — 52)61 N ey
+ (60 — 72)62 VAN es + (80 — 104)62 A €4 + (144 — 156)63 A €q.

Beweis (von [Proposition IX.7.11): Sei w := Ae;, A --- A Ae;, € A¥ RY. Dann
kénnen wir schreiben w = >, 14 Ti€i, wobei die Koeflizienten x; unbekannt
sind. Wir wollen zeigen, dass z; = det A; ;.
Dazu wollen wir fiir jedes ¢z € [ ,‘f das Produkt w A e;c € A% R? beziiglich der
Basis {e; A -+ Aeg} auf zwei verschiedene Weisen berechnen und vergleichen.
Erstens ist

WA e = e N\ e = sgn(o)zie; A A eg.

. .  —d . .
Andererseits ist, da wir Ae;, = > 5, a; j, €; schreiben konnen,

d d
WA epr = (Zaljlel '/\Zai,jk@') N €
i=1 i=1
k k
<Z 'Lr ]167/7“ A Z airvjkeir'> N €ic
r=1 r=1

= (pri(Aejl) ARRENAN pl"i(Aij)) N €4e,

wobei pr; die Projektion aus |Bemerkung [X.7.10]ist.
Wir haben das folgende Diagramm fiir pr; og 4|y, € Hom(V}, V;):

/\k Vj = /\k RF
/\k(Pri °¢A|Vj )l l/\k (¢Ai,j)
wobei e;, A --- Ae;, abgebildet wird auf det A; je;, A---Ae;, und fi A--- A fi
abgebildet wird auf A; ;fi A --- A A;;fi (hierbei bezeichnet {fi,..., fi} die

Standardbasis von R*, um Verwechslungen vorzubeugen).
Das heiit (pr;(Ae;,) A--- Apr;(Aej,)) = det A; je;. Damit ist

w A e = det Ai’jei N € = sgn(a) det Amel AREEWANCER ]
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Sind A € R™® und j = (j1,...,jx) € JI gegeben, so ist

det Aegy A--- Neg = Aeg N\ --- A Aey
sgn(oj)Ae;, A --- A Aej,
=sgn(oj)(Aej, N--- N Aej, ) N (Aej,, N -+ N Aeg)

= sgn(crj)< > det Am-ei) A ( > det Ai/,jceir>
iel? i'eld |
= sgn(aj) Z det Ai,j det AicJ'cei N €je
ield
= sgn(o;) Z sgn(o;) det A; j det Aze jeey A -+ A ey,

iel?

da die Dachprodukte der Summanden Null sind, falls 7' # °.
Satz 32 (Verallgemeinerte Laplace-Regel): Fir A € R 5 € J? gilt

det A = sgn(o;) Y _ sgn(o;) det A; j det Age jeer A -+ A eg.

:—7d
iel]]

Beispiel 1X.7.13 (Anwendung der verallgemeinerten Laplace-Regel): Fiir die

Matrix
1 2 3 4

5 6 7 s e
A=19 10 11 12| R
13 14 15 16

k=2und j = (1,4) ist

1 2 3 4
UJ_<1 4 92 3>_(27473>7

d.h. sgn(o;) = 1. Fir die restlichen Multiindizes haben wir die Tabelle
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8. Das charakteristische Polynom und die duflere Potenz

Nach haben wir
1 4 10 11 1 4\ /(6 7
det A = det (5 8) det <14 15>_det (9 12) (14 15)
1 4 6 7 5 8 2 3
+det (13 16) det (10 11)+det (9 12) det (14 15)

5 8 9 3 9 12 9 3
— det (13 16) det (10 11>+det (13 16) det (6 7)

= 0.

8. Das charakteristische Polynom und die auflere
Potenz

In diesem Abschnitt seien stets V' ein K-Vektorraum der Dimension d, B
eine Basis von V, ¢ € End(V), A = Dg g(p) die Darstellungsmatrix von ¢
beziiglich B und

d
Xa = Xp = CP, = CP4 = det(p — X id) = det(A — XI;) = 3 ;X" € K[X]

i=1

das charakteristische Polynom von ¢. Mithilfe der Leibnizregel konnen wir
schreiben

xa= Y sgn(0)bio() - baoa) (IX.5)

€Sy

wobei B := A — X1I; = (b;;)1<ij<a-
Auflerdem induziert ¢ eine lineare Abbildung
d d d
Ne: AV — AV, v +— det(p)v

Definition IX.8.1: Sei B € K%*? eine Matrix. Dann heifit Tr(B) := %, b; ;
die Spur von B (englisch: trace).

Bemerkung IX.8.2: Den Koeffizienten ¢;_; im charakteristischen Polynom er-
hélt man wie folgt: In |Gl. (IX.5)| trdgt der Summand zu o = id zu ¢4 bei,
also: (a11 — X) -+ (aga — X); d. h. es ist

Ci—1 = (—1)‘1_1(@1,1 + -+ ad7d) = (—1)d_1 TI‘(A)

Insbesondere ist Tr(A) eine Ahnlichkeitsinvariante.
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Definition IX.8.3: Wir nennen Tr(y) := Tr(Dpp(p)) = Tr(A) die Spur des
Endomorphismus ¢.

Nach [Bemerkung [X.8.2|ist die Spur eines Endomorphismus wohldefiniert,
d. h. héngt nicht von der gewahlten Basis ab.

Beispiel IX.8.4: Es ist Tr(A%p) = det A, denn A%p: ATV — AV ist die
Abbildung, die v abbildet auf (det A)v und A%V ist eindimensional.

Bemerkung IX.8.5 (Einige Koeffizienten von x 4):

() o= (1) = (DT ),

(i) 0t = (1) To(4) = (1) Ti()

(iii) co = xa(0) = det(A) = Tr(A?p).
Satz 33 (Alle Koeffizienten von x4): Sei x, = >0, ¢, X" € K[X] das charak-
teristische Polynom von ¢ € End(V'). Dann gilt

d—k
= (=1)"Te( A ¢)

fiir die induzierten linearen Abbildungen \** ¢ € End(A\T* V).

Lemma IX.8.6 (Spur von A* ): Es gilt

Tr(/\ ) = Z det A; ;.

ced
JEI}

Beweis: Aus |Proposition IX.7.11| wissen wir, dass

Abjy N+ NAby, = > det A jbi A Ab

ik

ield
Jetzt ist
k k
Tr(A ) = > Koeffizient von b; in A ¢(b;),
jeIg
und nach [Proposition IX.7.11ist der Koeffizient gerade det A; ;. O

Beweis (von [Satz 33): Es sei B := (A — X1;) = (b;;) wie zuvor. Wegen der
Leibniz-Formel ist

X, =det B = Z sgn(0)b1,0(1) - - bao(d)-

oc€ESy

Setze p, = sgn(0)b15(1) " - bao(a)-
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9. Tensor-, symmetrische- und duflere Algebra

(1) p, trigt zum Koeffizienten von X* genau dann bei, wenn es einen Tupel
t = (iy1,...,ix) € I gibt, sodass o(i1) = i1,...,0(ix) = ix. Fiir jedes solche ¢
ist der Beitrag

( Sgn H alt o Zt

t=k+1
(2) Fir jede Permutation o wie in (1) erklaren wir o’ € Sym{i,1,... 44}
durch o' := ‘7|{z;€+1 77777 iy- Da ol i = id, ist sgn(o) = sgn(o’). Im Folgenden
schrelben wir [ := {iy,...,4} und [¢ = {Zk+1, ceydg )

(3) Addiert man fiir festes ¢ € I¢ fiir alle o wie in (1) die Koeffizienten auf,
so erhalt man die Summe

Z (—1)k sgn(a')aikﬂﬂ/(kﬂ) © o Qigof(d) = (—1)k det Aic7i5.
o’e€Sym(I°)

(4) Insgesamt ergibt sich

d—k
Cr — Z (—1)k det Aicﬂ'c = Z (—1)k det Aiﬂ' = (—1)k Tl“( /\ (,0)
il ield |
nach [Lemma [X.8.6l O

9. Tensor-, symmetrische- und auflere Algebra

In diesem Abschnitt bezeichne R stets einen kommutativen Ring mit Eins und
M einen R-Modul.

Definition IX.9.1 (Unendliche Summe von R-Moduln): Sei / eine Menge und
fiir jedes ¢ € I sei M; ein R-Modul. Dann heifit

@Mi = {(my)ier | mi € M; fir alle i € T und m; # 0 nur fiir endlich viele 7}

el

_ {f € Abby <1, UMZ-> () e Mi}

el

die unendliche Summe der R-Moduln (M;)icr. @;c; M; wird mit komponen-
tenweiser Addition und skalarer Multiplikation zu einem R-Modul, d.h. fir
m = (m;)ier und m’ = (m});er € @;er M; sowie r € R sind

m+m' = (m; +m)ier, rem o= (rm;)ier-

Im Folgenden schreiben wir auch > ;c; m; fir (m;)er.
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Kapitel IX. Multilineare Algebra

Definition IX.9.2 (Die Hauptakteure): Wir definieren die R-Moduln

(i) T(M) := Bpen T (M),
(i) S(M) = Dpew S"(M),
(iil) A(M) 1= @nen A" (M).

Bemerkung 1X.9.3 (Erzeuger): Als R-Modul werden

(i) T(M) von {m1 ® ---®@m, |n € N,m; € M},
(ii) S(M)von {m1 ®---©m, |neN,m; € M} und
(iii) A(M) von {my A---Am, |neNm; € M}

erzeugt.

Proposition IX.9.4 (gemischte Tensoren): Fir natirliche Zahlen k und ¢ er-
halten wir eine bilineare Abbildung

hpe: TH(M) x TYM) — T*(M),
hk‘,é(ml®"'®mk7m/1®"'®m2) :m1®"'®mk®m,1®"'®m2~

Beweis: Fiir den Beweis wollen wir die universelle Abbildungseigenschaft von
T*(M) verwenden.

(1) Wir erhalten fiir jedes m’ = (m/, ..., m}) € M* eine lineare Abbildung
O TF(M) — TFH(M) mit

@m'(m1®"'®mk):m1®"'®mk®m,1®"'®m2
wie folgt: Die Abbildung
(My, ..., mp) — M Q- @MmpAm) ® -+ @my

ist multilinear, d. h. wegen der universellen Abbildungseigenschaft von T%(M)
erhalten wir die lineare Abbildung ¢, : T*(M) — T*(M).

(2) Aus (1) erhalten wir die Abbildung
M* — Hom(T*(M), T*™(M)),  m'+— .
Diese ist multilinear und definiert somit die folgende lineare Abbildung:
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9. Tensor-, symmetrische- und duflere Algebra

(3) Aus (2) erhalten wir die Abbildung
hie: TH(M) x TY(M) — TFH(M), (m,m/) — hyo(m,m’) == o (m).

Diese ist linear in der ersten Komponente, da ¢, linear fiir jedes m’ € T*(M)
ist, und lineare in der zweiten Komponente, da ¢ linear ist. 0]

Definition IX.9.5 (Multiplikation auf der Tensoralgebra): Wir definieren auf
T(M) eine Multiplikation ,,®“ wie folgt: Fiir Elemente m = > ,c;m; und
m' =3 e, m}; € T(M) setzen wir

m@m' =Y Y hj(m;,m}),
iel jeJ
insbesondere ist also fir m =m; ® --- @ my und m}; ® --- @ my € T'(M)

mem' =m; - Q@m, @m; Q- Qmy.

Bemerkung 1X.9.6: (i) 7'(M) wird mit ,®"“ zu einer R-Algebra.
(ii) Auf analoge Art und Weise erhalten wir Multiplikationen ,®*“ auf S(M)
beziehungsweise ,A“ auf A(M), die diese zu R-Algebren machen.

Beweis: (i) Man rechnet nach, dass ,,®" assoziativ und distributiv beziiglich
+ ist; offensichtlich ist ,®“ R-bilinear.

(ii) In [Definition IX.9.5| miissen wir zusitzlich ,symmetrisch“ respektive
salternierend“ fordern. O

Definition IX.9.7 (Tensor-, symmetrische- und duflere Algebra): 7'(M) bezie-
hungsweise S(M) beziehungsweise A(M) heiBen mit der R-Algebrenstruktur
aus (Bemerkung I11.9.6) Tensoralgebra beziehungsweise symmetrische Algebra
beziehungsweise duflere Algebra.

Satz 34 (Universelle Abbildungseigenschaft fiir T'(M)): Die Tensoralgebra
T (M) erfullt die folgende universelle Abbildungseigenschaft: Ist A eine R-
Algebra mit Eins und p: M — A eine R-lineare Abbildung, dann gibt es genau
einen R-Algebrenhomomorphismus @: T'(M) — A mit ot = ¢ und (1) =1,
d. h. das Diagramm

M —— T(M)

X‘ v3!¢
A

ist kommutativ. Hierbei ist 1: M — T (M), m+— (0,m,0,...) die Einbettung.
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Beweis: (1) Wir definieren ¥ : R = T°(M) — A durch r + 71,4 und fiir
jedes n € IN definieren wir die R- hneare Abbildung ™ : T"(M) — A wie folgt:
Die Abbildung

M — A, (mq,...,my) — @(mq) - @(my,)
ist multilinear und induziert die R-lineare Abbildung
P T (M) — A, my @ - @ my —> p(ma) -+ - p(my).
(2) Die Abbildung

G T(M) — A, S m— > i)

1€Ng 1€Ng

ist R-linear.

(3) Es bleibt zu zeigen, dass @ ein R-Algebrenhomomorphismus ist. Fir
e, M und e, m aus T(M) gilt:

p(mem') = (Z Zmﬂi{)m)

- 5 3 rmon
= 3 3 pm) 7l
= ( 3 7m0 32 #m)) =0m) 7).

(4) Fir Elemente m; € T"(M) und m} € T/(M) kénnen wir schreiben

m; =Y Mp1 @+ @my; und 3, my; @ ...my; und berechnen

?(m; ® m}) Pl (szm@ ®mk,i®m2,1®'”®m2,j>
:ZZ()O +j mk,1®"'®mk,z’®mg,1®"'®mg,j)

= Z Z (my) - p(m;) - Sﬁ(m;J) T W(mg,j)

Die Eindeutigkeit von @ folgt, da die Abbildung auf Erzeugern festgelegt ist. [J
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10. Die symmetrische Algebra und der Polynomring

Satz 35 (Universelle Abbildungseigenschaft fiir S(M), A(M)): Die symme-
trische Algebra S(M) beziehungsweise die dufere Algebra N(M) erfillt fol-
gende universelle Abbildungseigenschaft: Ist A eine R-Algebra mit Fins und
p: M — A ein R-Modulhomomorphismus mit o(z)p(y) = ¢(y)p(x) bezie-
hungsweise p(x)p(x) = 0 fir alle z,y € M, dann gibt es genau einen R-
Algebrenhomomorphismus @: S(M) — A beziehungsweise p: N(M) — A mit
por=p undp(l) =1, wobei t: M — S(M) beziehungsweise v: M — N\(M)
die natirliche Einbettung m +— (0,m,0,...) ist.

Beweis: Analog zum Beweis von [Satz 34| O

Bemerkung IX.9.8 (Funktorialitit von T', S und A): Seien M; und M, zwei
R-Moduln und f: M; — M, eine R-lineare Abbildung. Dann gibt es eindeutige
Algebrenhomomorphismen

T(f): T(My) — T(Ms),
S(f): S(My) — S(M),  A(f): A(My) — \(Mo)

mit

T(f)mi@--@mg) = f(m) @@ f(my),
S(f)m1 ©--Omy) = f(m) ©--- O flmy),

Ay A== Amg) = flma) A A flmg).

Es gilt fur zwei R-lineare Abbildungen f;: My — M, und fo: My — M3, dass

T(fro fi) =T(f2) o T(f1),
S(fao f1) = S(f2) o S(f1), /\(f20f1):/\(f2)0/\(f1)-

Beweis: Folgt aus [Satz 34 und [Satz 35| U

10. Die symmetrische Algebra und der Polynomring
In diesem Abschnitt sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins.
Definition IX.10.1 (Polynomringe iiber Ringen):

(i) RIX]:={2F,a; X" | k€ Ny, ag,...,ax € R} heiBlt Polynomring iiber R,
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(ii) Fir n > 2 wird R[X}, ..., X,,] iterativ definiert durch
R[Xl, ce 7Xn] = (R{Xl, Ce 7Xn71])[Xn]

und heifit Polynomring in n Unbestimmten,

(iii) Fiir n = 0 definieren wir R[Xy,...,X,] := R.

Bemerkung 1X.10.2 (Algebrenstruktur von Polynomringen): Die Addition,
die Multiplikation und die skalare Multiplikation von Polynomen in R[X] wird
genau wie in K [X] definiert. R[X] wird damit zur kommutativen R-Algebra
mit Eins.

Beispiel IX.10.3: (i) In R[X;, X5, X3], [ = 2X, X5 X3 + X7 + X5 X2 und
g = X1X3 — XQ ist

f . g = <X12 + 2X1X2X3 —|— X2X32) . (—XQ —|— Xng)
= XXy + (X} - 2X1 X)) X3 + (2X1 X0 X; — X5) X2 + Xo X1 X3
= XXy + (X} - 2X1 X5) X3 + (2X7 X, — X3) X3 + Xo X1 X5

(ii) Sind R=7Z/6Z, f =2X?+1und g =3X — 1 € R[X], so ist
f-g=—-2X*>+3X —1,
insbesondere gilt deg(f - g) < deg(f) + deg(g).

Bemerkung 1X.10.4 (Ring- vs. Algebrenhomomorphismen): Seien A; und A,
zwei R-Algebren mit Eins und ¢: A; — Aj ein Ringhomomorphismus. ¢ ist ein
Homomorphismus von R-Algebren mit Eins genau dann, wenn fiir alle r € R
gﬂt SD(T]‘AI) = T1A2'

Proposition IX.10.5 (Universelle Eigenschaft von R[X] als Algebra): Ist A ei-

ne kommutative R-Algebra mit Fins und sind aq, . ..,a, € A, dann gibt es genau
einen Homomorphismus von R-Algebren mit Eins p: R[Xy,..., X, = A mit
p(X1) =an, ..., p(Xy) = an.

Proposition IX.10.6 (Universelle Eigenschaft von R[X] als Ring): Fir den Po-
lynomring R[X] gilt: Sind R’ ein kommutativer Ring mit Eins und o: R — R’
ein Homomorphismus von Ringen mit Eins und ' € R', dann g¢ibt es genau
einen Ringhomomorphismus ¢: R[X] — R mit ¢|r =@ und o(X) =1".
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10. Die symmetrische Algebra und der Polynomring

Beweis: Fir f = Y7 a; X" definieren wir

<P( Z ain) = Z @(a;)r'";
i=0 i=0

leicht kann man sich davon iiberzeugen, dass das einen Ringhomomorphismus
erklart. Weiter sind o(X) = @(1)r' = " und ¢(r) = p(rX°) = @(r) fiir alle
r € R. Damit ist ¢ eindeutig festgelegt, da es auf den Erzeugern 1, X festgelegt
ist. U

Beweis (von [Proposition IX.10.5): Zum Beweis dieser Aussage verwenden wir
[Proposition [X.10.6| und Induktion nach n.

Fir den Induktionsanfang n = 0 tut es p: R — A, r — rly.

Zum Induktionsschritt von n nach n+ 1: Per Induktionsvoraussetzung gibt es
einen R-Algebrenhomomorphismus ¢: R[ X1, ..., X,] = Amit ¢(1g) = 14 und
&(X;) = a; fir 1 <7 < n,insbesondere ¢(rlg) = r14. Nach |[Proposition IX.10.6|
gibt es genau einen Ringhomomorphismus

2 R[Xla s 7Xn+1] - R[Xla s 7Xn][Xn+1] — A

mit ¢|gx,,..x, = ¢ und @(Xp41) = ay41. Dieser Ringhomomorphismus ¢ ist
nach [Bemerkung TX.10.4] sogar ein R-Algebrenhomomorphismus. Die Eindeu-
tigkeit folgt, da ¢ auf Erzeugern von R[Xq,..., X, 1] festgelegt ist. 0

Satz 36 (Symmetrische Algebra als Polynomring): Sei M ein freier R-Modul
mit Basis {by,...,bs}. Dann gilt S(M) = R[X;, ..., X4

Beweis: (1) Da S(M) ein kommutativer Ring mit Eins ist, gibt es nach
[Proposition [X.10.5( genau einen Ringhomomorphismus

¢: R[X1,..., X4 — S(M)

mit o(X;) =b; fiir 1 <i <dund p(1) = 1.

(2) Da M ein freier Modul mit Basis {b1,...,bs} ist, gibt es nach
einen R-Modulhomomorphismus

wl: M —>R[X1,...,Xd]
mit ¥1(b;) = X; fur 1 < ¢ < d und ¢(1) = 1. liefert uns jetzt

einen R-Algebrenhomomorphismus ¥: S(M) — R[Xy, ..., X4 mit |y = ¢,
insbesondere also 1(b;) = X; fur 1 <i < dund ¢(1) = 1.
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(3) Fur die Verkettungen ¢ o¢: R[X7,..., X4 = R[X1,..., X4| bezichungs-
weise p o p: S(M) — S(M) gilt: ¥ o v beziehungsweise ¢ o ¢ sind Homomor-
phismen von R-Algebren mit Eins und (¢ o 9)(X;) = X; sowie (¢ o) (b;) = b;
fir 1 < ¢ < d. Die Eindeutigkeit in beziehungsweise [Proposition IX.10.5]|
liefert jetzt ¢ o ¢ = idgix,,. x,) und ¢ o = idgar). ]

Bemerkung IX.10.7: Fiir ¢ und ¢ aus dem Beweis von gelten:

QO(XZ' "'Xik):bﬂ@'”@bik’ ¢(bl1®®blk):XnX

i
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Kapitel X.

Kategorientheorie

In diesem Abschnitt wollen wir die Struktur von Gruppen, Ringen und Kor-
pern verallgemeinern und universelle Abbildungseigenschaften beschreiben. Die
Hauptakteure werden Objekte und ihre Morphismen sein.

1. Kategorien

Definition X.1.1: Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse von Objekten
Obj(C) und zu je zwei Objekten A, B € Obj(C) aus einer Menge Mor¢(A, B),
fiir die folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Fiir A € Obj(C) gibt es id4 € More(A, A),

(ii) Fur A, B,C € Obj(C) gibt es eine Abbildung

o: More(B,C) x More(A, B) — More(A, C), (9, f)—>gof

mit f oidy = f beziehungsweise idgof = f fiur alle f € Mor(B,C)
beziehungsweise fir alle f € Mor(A, B),

(iii) Fur A, B,C, D € Obj(C) und alle f € Mor¢(A, B), g € More(B,C) und
h € Mor¢(C, D) gilt

(hog)of=hol(gef)

Die Elemente aus Mor¢(A, B) heilen Morphismen von A nach B, wir
schreiben auch kurz Mor(A, B) := Mor¢(A, B), wenn klar ist, von welcher
Kategorie die Rede ist. Fir f € Mor(A, B) schreiben wir kurz f: A — B.

Beispiel X.1.2: (i) Mit Set bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte die
Mengen und deren Morphismen die Abbildungen zwischen Mengen sind,
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(ii) Mit Gr bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte die Gruppen und
deren Morphismen die Gruppenhomomorphismen sind,

(iii) Mit K-Vr bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte die K-Vektorraume
und deren Morphismen die linearen Abbildungen sind,

(iv) Mit Met bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte die metrischen
Raume und deren Morphismen die stetigen Abbildungen sind,

(v) Mit Top bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte die topologischen
Réume und deren Morphismen die stetigen Abbildungen sind,

(vi) Mit kRi bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte die kommutativen
Ringe mit Eins und deren Morphismen die Homomorphismen von Ringen mit
Fins sind,

(vii) Mit R-Mod bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte die R-Moduln
und deren Morphismen die linearen Abbildungen sind,

(viii) Mit R-Alg bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte die R-Algebren
und deren Morphismen die Homomorphismen von Algebren sind,

(ix) Mit Fields bezeichnet man die Kategorie, deren Objekte Korper und
deren Morphismen die Kérperhomomorphismen sind.

In (iii) bezeichnet K den Koérper der reellen- oder komplexen Zahlen und
in (vi), (vii) bezeichnet R einen kommutativen Ring mit Eins. Offensichtlich
handelt es sich in allen Fallen um Kategorien.

Definition X.1.3: Scien A, B € Obj(C). Ein Morphismus f € Mor(A, B) heifit
Isomorphismus, falls es g € Mor(B, A) mit fog=idg und go f =ida gibt.

Bemerkung X.1.4: In den Beispielen (i)-(iii) und (vi)-(ix) ist f € Mor(A, B)
ein Isomorphismus genau dann, wenn f ein bijektiver Morphismus ist. In (iv)
und (v) gilt das nicht!

Lemma X.1.5: Fiir einen kommutativen Ring mit Eins definieren wir
Gl,(R) :={A € RV | Es gibt B € R"™" mit AB= BA =1,},

wobei I, die n X n-Finheitsmatrix bezeichnet. Ist f: Ry — Ry ein Ringhomo-
morphismus und ist A = (a; ;)i ; € Gl,(R), so ist fA = (f(a;;))i; € Gl.(R).

Beweis: Sei B = (b;;);; € Gl,(R) mit AB=BA=1,. Firallel <i k<n
gilt dann 377, a; jbjx = ik, und da f ein Ringhomomorphismus ist, gilt

k

> flai) fbjk) =D flaij-bix) = f(Z a;j - bj,k) = 0;k,
: =

j=1 7j=1
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d.h. Ay B = I,. Mit der gleichen Rechnung tiberzeugen wir uns davon, dass
fB-f A=1,, also ist tA € Gl,(R). O

Bemerkung X.1.6: Wir haben eine Zuordnung
Obj(kRi) — Obj(Gr), R+— Gl,(R),

welche wir nach auf die Morphismen erweitern kénnen:

(f: Ry — Ro) — { Glo(Ry) = Gl (Ra), Ay A}
Als Ubung bleibt dem Leser iiberlassen nachzurechnen, dass A —; A ein
Homomorphismus von Gruppen ist. Auflerdem ist diese Erweiterung vertrédglich

mit der Verkniipfung von Morphismen: Fir f: Ry — R und g: Ry — R3 sind
g(fA) =gof A und idA = A.

Definition X.1.7: Seien C; und C, Kategorien.
(i) Ein kovarianter Funktor F': C; — Cy besteht aus
 Einer Abbildung Obj(C;) — Obj(Cy), A — F(A),
« Fir A, B € Obj(Cy) einer Abbildung
F = Fyp: More, (A, B) — Morg, (F(A), F(B)),
sodass fiir alle A, B,C' € Obj(C;) und f € Mor(A, B), g € Mor(B, C) gilt
(1) F(ida) = idp(a),
(2) Fgof)=F(g)oF(f).
(ii) Die Definition eines kontravarianten Funktors ist analog zu der eines

kovarianten Funktors, die Abbildungen zwischen den Morphismen unter-
scheiden sich wie folgt:

F = F4p: More, (A, B) — More, (F(B), F(A)
und in (2) gilt F(go f) = F(f) o F(g).
Beispiel X.1.8 (Einige Funktoren):
(i) Der Funktor Gl,: Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist die Zuordnung

Gl,,: kRi — Gr
R+— Gl,(R) (fiir Objekte)
GlL.(Ry) — Gl,(R2)

(ffR1—>R2)f—>< A»—)fA

> (fiir Morphismen)

ein Funktor.
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(ii) Wedge-Funktor A\": Seien n eine natiirliche Zahl und R ein Objekt in
kRi. Dann ist die Zuordnung

/\: R-Mod — R-Mod
M+ A\(M) (fir Objekte)

fr— /”\( f)  (ftr Morphismen)

ein Funktor.
(iii) n-Tupel Funktor A,: Seien n eine natiirliche Zahl und [n] = {1,...,n}.
Die Zuordnung
A, : R-VR — Set
V +—— Abb([n],V) (fiir Objekte)
Abb([n], V') — Abb([n], W)

(f:V—>W)rH< tes fot

> (fiir Morphismen)

ist ein Funktor.
(iv) Funktor multiplikative Gruppe: Die Zuordnung
G : kRi — Gr
R+— R* ={r € R|Esgibt s € Rmit sr =rs =1}
(f+ Ry = Ra) — (flae: B — BY)
ist ein Funktor.

(v) Vergiss-Funktor: Die Zuordnung

Vi Gr — Set
Gr— G
(f: Gh — Go) — (f: G1 — Gy)
ist ein Funktor.
(vi) Dualisierungsfunktor: Die Zuordnung
D: K-Vr™ — K-y
Vi— V*
(p: Vi = Vo) = (" V5 = VI, g gog)

ist ein Funktor (siehe Ubungsblatt).
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Die Funktoren aus (i) - (v) sind kovariante Funktoren, der Funktor aus (vi) ist
kontravariant.

Definition X.1.9: Seien C eine Kategorie und Ay ein Objekt in C. Dann sind
die Zuordnungen

homy,: C — Set

C' —— Mor¢ (A, C) (fiir Objekte)
More(Ag, C Mor (A, C:
(f: Cy = Cy) —> ( ore (o, 1})L : 7 zr}f( v 2)> (fiir Morphismen)
sowie
4, hom: C — Set
C' +—— Mor¢(C, Ap) (fiir Objekte)
More(Cy, A Morc(Cy, A
(f: C1 = Cy) —> ( ore(Ca, 0}1 : 5 :1;(5( b 0)> (fiir Morphismen)

Funktoren. Der Funktor hom 4, ist kovariant, der Funktor 4, hom ist kontrava-
riant.

Beweis: Wir zeigen, dass homy, ein Funktor ist, fiir 4, hom funktioniert der
Beweis analog. Zunéchst ist

More(C, Ag) — More (A, C)

hom, (ide) = ( hidoh=h

) - idMorc(AO,C)7
weiter gilt fir f € Morc(A, B), g € More(B,C) und go f € Mor¢(A, B), dass

homy,(g o f) = (h+=—>go foh),
homy,(g) o homa,(f) = (h+—— fohr—go foh),

d.h. homy,(g) o homa,(f) = homa,(g o f). O

2. Universelle Objekte

In diesem Abschnitt wollen wir ,universelle Abbildungseigenschaften“ im Kon-
text von Kategorientheorie beschreiben. Dazu fithren wir ,,Morphismen* zwi-
schen Funktoren, sogenannte natirliche Transformationen, ein.
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Beispiel X.2.1: Fir einen kommutativen Ring mit Eins R haben wir eine
Abbildung
detg: Gl,(R) — R*, A +— det A.

Die Abbildung detg ist vertrdglich mit Ringhomomorphismen wie folgt: Fiir
einen Ringhomomorphismus f: Ry — Ry gilt

det(fA) = det(f(ai,j)) = Z Sgn(a)f(al,a(l)) T f(an,a(n))

O’GSn

=f ( ) al,g(l)---an,g(m) = f(det(A)),

UESTL

d. h. wir haben das folgende kommutative Diagramm:

Gln(f)
—

Gl (Ry) Gl.(R2)

detRl detR2

Definition X.2.2 (natiirliche Transformation): Seien F,G: C; — Cy zwei ko-
variante Funktoren. Eine natirliche Transformation «: F' — G ist eine Familie
von Morphismen {ac: F(C) — G(C) | C € C,} in die Kategorie Co, fiir die
gilt: Fiir je zwei Objekte A, B in C; und einen Morphismus f € Morg, (A, B)
kommutiert das folgende Diagramm:

Q
b
<7
Q
W

Sind die Morphismen in der Familie {a¢: F(C) — G(C) | C € C;} alles
Isomorphismen, so heiffit die natiirliche Transformation « eine funktorielle
Aquivalenz.

Beispiel X.2.3 (Determinante als natiirliche Transformation): Die Determinan-

te det: Gl, — G,, ist eine natiirliche Transformation (vergleiche [Beispiel X.2.1J).

Im Folgenden bezeichne K-VR™ die Kategorie der endlichdimensionalen
K-Vektorrdume.
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Beispiel X.2.4 (Der Bidualfunktor): Sei D: K-VR™ — K-VR™ der Dualisie-
rungsfunktor aus [Beispiel X.1.8 Die Komposition D o D: K-VR™™ — K-VR™®
ist ebenfalls ein Funktor (siehe Blatt 11, Aufgabe 1) mit (D o D)(V) = V**.
Wir erhalten eine funktorielle Aquivalenz a: id — D o D wie folgt:

V= K
ay: V. — V™, V> (0 ,

B B(v)
siehe Blatt 12.

Erinnerung: (i) Satz 12, Lineare Algebra I (Fortsetzungssatz): Es bezeichne
e; den i-ten kanonischen Basisvektor von R™ und

b: [n] — R", i — e

Fir alle Abbildungen f: [n] — W in einen R-Vektorraum W gibt es genau eine
lineare Abbildung ®: R" — W mit ®ob = f, d. h. wir haben das kommutative
Diagramm

[n] b . Rn
\ T
w

(ii) Satz 10, Lineare Algebra I (Homomorphiesatz): Es seien V' ein K-Vek-
torraum, U ein Untervektorraum von V und 7: V' — V/U die kanonische
Projektion. Fiir alle K-Vektorraume W und ® € Hom(V, W) mit U C Kern(®)
gibt es genau ein ® € Hom(V/U, W) mit ® o7 = ®, d.h. wir haben das
kommutative Diagramm

(iii) |Proposition 1X.4.10, Lineare Algebra II (Tensorprodukt): Seien M,
und M, zwei R-Moduln und 7: M; x My — M; ® M, die Tensorabbildung.
Fir alle R-Moduln N und alle o € Mult(M; ® My, N) gibt es genau ein
®: Hom(M; ®g My, N) mit ® o 7 = h, d.h. wir haben das kommutative

Diagramm

M1><M2 % M1®RMQ
\ iEI!<I>
h

N
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(iv) Lineare Algebra II (Tensorpotenz): Seien M ein R-Modul, n
eine nattrliche Zahl und 7: M™ — T"(M) die natiirliche Abbildung in die n-te
Tensorpotenz. Fiir alle R-Moduln N und alle h € Mult},;(N) gibt es genau ein
® € Hom(7T™"(M), N) mit ® o7 = h (analog fir S™(M) und A"(M)), d.h. wir
haben das kommutative Diagramm

[y M —— T"(M)

I
TR
h v

N

(v) [Satz 34] Lineare Algebra II (Tensoralgebra): Seien M ein R-Modul, T'(M)
die zugehorige Tensoralgebra und ¢: M < T(M) die natiirliche Einbettung.
Fir alle R-Algebren A mit Eins und ¢ € Hompg \0q(M, A) gibt es genau ein
» € Homp a(T(M),A) mit $or = ¢, d.h. wir haben das kommutative
Diagramm

Definition X.2.5 (Universelles Objekt): Seien F': C — Set ein kovarianter
Funktor und C' ein Objekt von C. F heifit darstellbar mit darstellendem Objekt
C, falls es eine funktorielle Aquivalenz o: F' — hom¢ gibt. C' heiBt dann auch
universelles Objekt.

Satz 37 (Universelle Abbildungseigenschaft des Fortsetzungssatzes): Sei

F: R-VR — Set,
V +— Abb([n], V),
(‘/1 £> ‘/2> — (Abb([n]7 ‘/1]2 : il;bf([nL ‘/2)>

Dann ist F' darstellbar mit universellem Objekt R™.

Beweis: Wir definieren die natiirliche Transformation a: F' — hompg» wie folgt:
Fir ein Objekt W in R-VR sei

aw: F(W) = Abb([n], W) — homg~ (W) = Hom(R", W), fr— &=

wobei ® die eindeutige Fortsetzung von f auf R™ ist.
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(1) Das so definierte « ist eine nattirliche Transformation: Fir R-Vektorrdume
Wi, Wy und ¢: W; — W5 haben wir das Diagramm

F(Wy) = Abb([n], W) —— s B(W,) = Abb([n], Wa)

anl Ja%

hompgn (W) = Hom(R™, W;) —— homgx(Ws) = Hom(R", W)

hompn ()

Bleibt zu zeigen, dass ¢ o @y = &, ¢. Fiir den i-ten Basisvektor e; gilt

Doorp(es) = (0o f)le) = o(f(i)) = p(Prles) = (po Pf)(es),
d.h. .y = ¢ o ®; nach der Eindeutigkeit der linearen Fortsetzung; das obige
Diagramm kommutiert also.

(2) Das so definierte « ist eine funktorielle Aquivalenz, denn: ay ist nach
dem Fortsetzungssatz ein Isomorphismus (d. h. eine bijektive Abbildung) mit
Umkehrabbildung

Hom(R", W) — Abb([n], W), b +— Pob. 0
Zu den anderen universellen Abbildungseigenschaften gibt es dhnliche Funk-

toren, die darstellbar sind. Darauf wird in den Ubungen weiter eingegangen
werden.
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Etwas mehr Strukturmathematik

1. Gruppenaktionen

Sym(X) ,operiert“ auf X, Gl,(K) ,operiert* auf K™ und Aut(V') ,operiert* auf
V. Wir wollen das im Folgenden verallgemeinern zu Operationen von Gruppen
auf Mengen.

Definition XI.1.1: Seien (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element 15 und X
eine Menge. Eine Abbildung

a:Gx X —X

heifit Gruppenaktion von G auf X, falls gelten:

(i) Fir alle z € X gilt a(1g,z) = =,
(ii) Far alle g1,92 € G und z € X ist a(g; * g2, ) = a(g1, a(g2, x)).

Im Folgenden schreiben wir g - x := a(g, x).

Bemerkung XI.1.2: In der Situation von [Definition XI.1.1|gilt fiir alle z,y € X
und g € G: Ist gr =y, so ist x = g~ 1y.
Das sieht man so: Es ist g7 'lg =g~ - (gx) = (g~

Yxg) 2= (1g) z=1=.

Beispiel X1.1.3 (Erste Beispiele von Gruppenaktionen): (i) Sei K ein Kor-
per und n eine natiirliche Zahl. Dann operiert Gl,,(K) auf K" vermoge

a: Gl (K)x K" — K", (A,v) — Av,

denn fur alle v € K™ ist [,v = v und fiir alle Matrizen A;, Ay € Gl,,(K) ist
(AlAQ) U = A1 : (AQ’U).
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(ii) Seien X eine Menge und Sym(X) = {f: X — X | f ist bijektiv}.
Sym(X) wird zur Gruppe durch Komposition von Abbildungen und operiert
auf X vermoge

a: Sym(X) x X — X, (f,x) — f(x).

(iii) Sei X = R? und G = (R, +). Dann operiert G auf X durch

| B . cosp —sing) (x
a:Gx X — X, (w,v—(x,y))H<smgp cosgo)(y).

Wegen

cospr —singr) (cosps —singa) _ fcos(pr+ o) —sin(pr + @2)
sinp;  cos sin g oS @y sin(p; + @2)  cos(pr + 2)

erklart das wirklich eine Gruppenaktion.

(iv) Seien G = (Z/2Z,+) und X = (Z/2Z.)3. G operiert auf X vermoge

+
) — |y +
_|._

8
Q

a: G x X — X, (a,

ISR
Q

I\
Q

Proposition XI.1.4: Sei a: G x X — X, (g,z) — gz eine Gruppenaktion.
Diese definiert eine Aquivalenzrelation auf X wie folgt: xy ~ x5 falls es g € G
mit xo = g - x1 gibt.

Beweis: Wegen der Definition der Gruppenaktion gilt x = 15 - z fiir alle z € X,
also x ~ z fiir alle z € X und ,,~“ ist reflexiv.

Sind z1,29 € X mit 21 ~ w9, so gibt es ¢ € G mit 29 = ¢g - ;. Nach
IBemerkung XI.1.2|ist also ¢ 'zy = 21 und damit x5 ~ ;.

Sind x1, 2,23 € X mit x; ~ x5 und zy ~ w3, so gibt es g1,9o € G mit
Ty = g1 und 3 = goxe. Es ist also x3 = gaxs = g2 - (121) = (9291) - 21 und
damit x; ~ x3. O

Definition XI.1.5: Sei a: G x X — X, (g,z) — ¢ - = eine Gruppenaktion und
.~ die nach [Proposition XI.1.4| zugehérige Aquivalenzrelation.

(i) Die Aquivalenzklasse G -z := [z]. := {g- 2 | g € G} heifit Bahn von x
unter G.

(ii) Die Menge Stab(z) :={g € G | g - © = x} heiit Stabilisator von z in G
oder auch Fizgruppe von x.
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(iii) Die Aktion « heit transitiv, falls es nur eine Bahn gibt (oder dqui-
valenterweise falls es fiir beliebige x,y € X ein g € G mit y = g - =
gibt).

(iv) « heiBt treu, falls es fir alle g € G — {1} ein © € X mit g -z # z gibt.

Beispiel XI.1.6: In |Beispiel XI.1.3| erhalten wir folgende Bahnen und Fixgrup-
pen:

(i) Esgilt 21 ~ xo fir alle x1, 29 € K—{0} (Basisergénzung und Fortsetzung),
d.h. es gibt zwei Bahnen: K™ — {0} und {0}. Es ist Stab(0) = Gl,(K) und
zum Beispiel

Stab(ey) = {(e1|*|-- - |*) € Gl,,(K)}.

(ii) Sym(X) operiert transitiv, denn fir alle z,y € X erhalte Bijektion
x>y, y — x, sonst id. Es ist Stab(z) = Sym(X — {z}).

(iii) Die Bahnen sind Kreise um 0 = (0,0)%, es sind Stab(z) = 277, falls
x # 0 und Stab(0) = R.
R?
dh
(0,0) J ’
Gz

(iv) Wir erhalten vier Bahnen mit je zwei Elementen. Fiir jedes z € X ist
Stab(z) = {0}, d. h. die Aktion ist treu. Tatséchlich ist sie sogar fixpunktfrei.

Proposition XI.1.7 (Gruppenaktionen als Gruppenhomomorphismen): Seien
(G, *) eine Gruppe und X eine Menge.

(i) Jeder Gruppenhomomorphismus &: G — Sym(X) definiert eine Grup-
penaktion wie folgt:

a:Gx X — X, (g,2) — (&(g))(z).

(ii) Jede Gruppenaktion a: G x X — X, (g,x) — g.x definiert einen Grup-
penhomomorphismus &: G — Sym(X) wie folgt:

a(g) = (z — g.z).
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Beweis: (i) Die Abbildung « ist eine Gruppenaktion, denn es gelten
(1g, z) — (&(1e))(z) = id(z) = =,
sowie
(91 % g2, %) — (@91 * g2))(x) = (&(g1) © A(g2)) () = (g1, alg2, 7).

(ii) Die Abbildung & ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle g; und
g2 aus G gilt

a(g1 * g2) = (. — (g1 * g2).)
= (z+—— ¢1.(g2.7)) = (x> g1.7) o (x —> go.T). O

Bemerkung XI.1.8: Die beiden Konstruktionen in [Proposition XI.1.7| sind
invers zueinander, d. h. Gruppenaktionen kénnen auch als Homomorphismen
von G nach Sym(X) aufgefasst werden. Haufig werden Gruppenaktionen so
definiert.

Bemerkung XI.1.9 (Treue): Seien a: G x X — X eine Gruppenaktion und

&: G — Sym(X) der zugehorige Gruppenhomomorphismus aus
on XI.1.7l Die Aktion « ist treu genau dann, wenn & injektiv ist.

Satz 38 (Bahnformel): Seien a: Gx X — X, (g,x) — g.x eine Gruppenaktion
und G eine endliche Gruppe. Dann gilt fir alle x € X:

#G = #Gx - # Stab(z).
Beweis: Auf G erkiren wir eine Aquivalenzrelation durch
g~ g = gx=g.u.

Es bezeichne im Folgenden G/~ die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich
dieser Aquivalenzrelation.
Zunachst erhalten wir eine Bijektion

o: G/~ — Gz, 9] — g.x;

diese Abbildung ist wohldefiniert, da fiir ¢ und ¢ aus [g] gilt g.x = ¢ .z,
auflerdem ist sie per Konstruktion injektiv und sie ist surjektiv, da g.z das

Urbild [g] hat.
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Weiter enthilt jede Aquivalenzklasse # Stab(z) viele Elemente, denn ¢'.z =
g.x gilt genau dann, wenn ¢!« ¢’.x = x, d.h. genau dann wenn g~ ! x ¢’ €

Stab(x), also ist die Abbildung

/

{¢ € G| g .x=gax} — Stab(z), g g lxg

eine Bijektion.
Insgesamt erhalten wir

#G = #G [~ - # Stab(z) = #Gx - # Stab(z). 0

Beispiel XI1.1.10 (Induzierte Aktion auf P(X)): Seia: GXxX — X, (¢9,2) —
g.x eine Gruppenaktion. Dies definiert eine Gruppenaktion von G auf B(X)
wie folgt:

G X P(X) — P(X), (9,A) — gA ={g.a | a € A}.

Die Abbildung A — ¢.A, a — g.a ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung
g A— A b g tb

Insbesondere gilt: Ist A endlich, so haben alle Mengen in der Bahn von A
die gleiche Anzahl an Elementen.

Beispiel XI1.1.11 (Aktion durch Linksmultiplikation): Sei (G, ) eine Gruppe.
G operiert auf sich selbst wie folgt:

a: G x G — G, (91, 92) — G1.92 = G1 * Go.

Diese Aktion ist transitiv und treu.

Satz 39 (von Cayley): Jede Gruppe bettet sich durch &: G — Sym(G) in
Sym(G) ein. Insbesondere: Ist G endlich mit #G = n, so erhalten wir ei-
ne Einbettung

&: G — Sym(G) = S,.

Das heifst: Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer
symmetrischen Gruppe S,.

Beweis: Sei ag die Aktion von G auf G durch Linksmultiplikation wie in
Beispiel XI.1.11| und &g der induzierte Gruppenhomomorphismus (siehe
position XI.1.7)). [Bemerkung XI.1.9| liefert dann die Behauptung. O
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2. Teilbarkeit in Ringen

Ziel dieses Abschnittes soll die Verallgemeinerung des von den ganzen Zahlen
bekannten Teilbarkeitsbegriffes auf kommutative Ringe mit Eins sein. Auf dem
Weg dorthin werden wir Teiler, grofite gemeinsame Teiler und Primfaktorzerle-
gungen untersuchen und uns fragen, welche Ringe den passenden Rahmen fiir
diese Begriffe darstellen.

Im Folgenden sei stets (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins mit #R > 1.

Erinnerung XI.2.1: (i) Es seien a und b Elemente von R. Wir sagen, a teile
b, falls es ¢ € R mit b = ca gibt. Wir schreiben a | b fiir ,a teilt b

(ii) Ein Element a von R (beziehungsweise R —{0}) heiit (echter) Nullteiler,
falls es ¢ € R — {0} mit ac = 0 gibt.

(iii) Der Ring R heiit nullteilerfrei, falls R keine echten Nullteiler hat.

(iv) Ein Element a von R heifit invertierbar, falls es b € R mit ab = ba = 1
gibt.

(v) Die Teilmenge R* := {r € R | r ist invertierbar} C R heifit multiplikati-
ve Gruppe oder Finheitengruppe.

Bemerkung XI.2.2 (Kiirzungsregel):

(i) Der Ring R ist nullteilerfrei genau dann, wenn fir alle a,b € R, a # 0,
gilt: Das ¢ aus |[Erinnerung XI.2.1| (i) ist eindeutig (d. h. gilt ca = ¢a, so
ist ¢ =),

(ii) Teiler von Einheiten sind Einheiten.

Beweis: (i) Seien a # 0 und ¢, € R. Ist ca = ca, so ist (¢ — )a =0, d.h.
es gilt ¢ = ¢ oder a ist ein echter Nullteiler.

(ii) Seien @ € R* und b € R mit ab = 1. Fur alle t € R mit ¢ | a gibt es
c€ Rmita=ct,d.h.1=ab=ctb=tch,d. h. t € R*. O

Beispiel X1.2.3: (i) Sei R = (Z/nZ,+,-). Aus der Linearen Algebra I (Satz
6) wissen wir
R* ={aecZ/nZ|ggT(a,n) =1},

it ggT(a,n) > 1 sind Nullteiler. Zum Beispiel in Z/6Z
4, die Kiirzungsregel gilt also nicht.

Elemente @ € Z/nZ m
gilt 5-4=20=8=2"-
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(ii) Sei R = Q[X]. Die Einheitengruppe ist
R* = {Polynome von Grad 0}.
Nullteiler in diesem Ring ist nur das Nullpolynom.

Ist ,a | b* eine Ordnungrelation? Offensichtlich ist Teilbarkeit reflexiv, denn
a = la fiir alle @ € R, damit a | a fiir alle a € R.

Sind a,b,c € R mit a | b und b | ¢, so gibt es t1,t; € R, sodass ¢ = t3b und
b= tya, d.h. ¢ = tat;a und damit a | ¢, also ist Teilbarkeit transitiv.

Sind a,b € R sodass a | b und b | a, dann gibt es t;,ty € R mit b = t;a und
a = tob, also la = tob = totia. Ist R nullteilerfrei, so konnen wir folgern dass
1 = tot; und damit t 1ty € R, also ist Teilbarkeit fiir nullteilerfreie Ringe fast
antisymmetrisch.

Proposition XI.2.4 (Teilbarkeit ist fast antisymmetrisch): Sei R nullteilerfrei.
Fir alle a,b € R gilt genau dann a | b und b | a, wenn est € R* mit b = ta
qibt.

Beweis: ,=“: Das haben wir uns eben klar gemacht.
,<=“: Gilt b= ta, so ist t7'b = a und somit a | b und b | a. O

Definition XI.2.5 (Assoziiertheit):

(i) Zwei Elemente a,b € R heiflen assoziiert, falls es t € R* mit b = ta gibt.
In diesem Fall schreiben wir a ~ b.

(ii) aR* :={at |t € R*} heifit Assoziiertheitsklasse von a.

Im Folgenden sei R stets ein nullteilerfreier Ring.

Bemerkung XI.2.6: Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf einem null-
teilerfreien Ring und die Assoziiertheitsklassen aR* sind genau die Aquivalenz-
klassen.

Proposition XI.2.7 (Teilbarkeit auf Assoziiertheitsklassen): Firallea,b,a’,b’ €
R mita~a und b~V gilta|b genau dann, wenn o’ | b'.

Beweis: Da a und a’ sowie b und b’ assoziiert sind, gibt es Einheiten t1,ts,
sodass @' = tja und b’ = t3b. Wegen a | b gibt es ¢ € R mit b = ca und wir
konnen ersetzen

V = tyb = tyca = tyct]*d,

d.h.d | V. 0
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Bemerkung XI.2.8: Teilbarkeit ist eine Ordnungsrelation auf der Menge der
Assoziiertheitsklassen eines nullteilerfreien Rings. Fir a,b € R mit a | b
schreiben wir auch aR* < bR*.

Definition XI.2.9 (Grof3ter gemeinsamer Teiler): Seien a,b € R. Ein Element
g € R heilit grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, falls gelten:

(i) g|aund g | b,

(ii) Fir ¢ € R mit ¢’ | a und ¢’ | b gilt schon ¢’ | g (oder dquivalent: gR*
ist die grofite Assoziiertheitsklasse unter allen Assoziiertheitsklassen von
gemeinsamen Teilern).

Bemerkung XI.2.10: (i) Sind g; und g, grofite gemeinsame Teiler von a und
b, so gilt g; ~ g2 nach Proposition V.2.4.

(ii) Ist g ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, so schreiben wir auch
geT(a,b) = gR* oder ggT(a,b) = g.

(iii) Zwei Elemente a,b € R heiflen teilerfremd, falls fur alle h € R mit h | a
und h | b schon h € R* gilt. Existiert ein grofiter gemeinsamer Teiler, so ist
das dquivalent zu ggT(a,b) = 1 bzw. ggT(a,b) = R*.

Beispiel X1.2.11 (Ein paar ggTs): Seien a € R und u € R*.
(i) Esist ggT(a,u) = R* (vergleiche Bemerkung V.2.2 (ii)).
(ii) Es ist ggT(a,0) = a.

(iii) Ist R = Z[X], so ist ggT(2,X) = 1, denn zunéchst gelten 1 | 2 und
1] X; ist andererseits ¢’ ein Teiler von 2, so muss deg(g’) = 0 sein und wegen
¢ | X muss ¢’ € {£1} gelten.

Erinnerung: In der Linearen Algebra I (I11.4.15) und in der Linearen Algebra
IT (I1.3.16) tauchte bereits das Lemma von Bézout auf; dessen Aussage war: Fiir
R =7 und R = K[X] fiir einen Korper K gilt: Sind f, g € R mit ggT(f,g) = 1,
so gibt es a,b € R mit 1 = af + bg.

In welchen Ringen gilt eigentlich das Lemma von Bézout?

Erinnerung XI.2.12: (i) Eine Teilmenge I C R heifit Ideal, falls fiir alle
a,belundr € R gelten: a+be I, racl.

(ii) Sind ay,...,a, € R, dann ist
I:={ay,...,a,) := Ray + -+ Ra, = {rma1 + - +mra, |r,...,7n € R}

ein Ideal in R, ndmlich das von aq,...,a, erzeugte Ideal.
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(iii) I heiBt Hauptideal, falls es g € R mit I = (g) = Rg gibt.
(iv) R heifit Hauptidealring, falls jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.
(v) Z und K[X] (fiir einen Korper K) sind Hauptidealringe.

Bemerkung XI.2.13: Seien a,b € R und d ein gemeinsamer Teiler von a und
b, d.h. d|aund d | b. Dann gilt {(a,b) = Ra+ Rb C (d) = Rd.

Beweis: Gelten d | a und d | b, dann gibt es ry, 75 € R mit a = r1d und b = rad,
d.h. fir alle z,y € R gilt za + by = (xry + yra)d € (d). O

Proposition XI.2.14 (ggT vs Hauptideal): Seien a,b € R, sodass (a,b) ein
Hauptideal ist. Dann gilt {(a,b) = Rg genau dann, wenn g = ggT(a,b).

Beweis: Siche Ubungsblatt 2, Aufgabe 2 (Lineare Algebra II). O

Korollar X1.2.15: In Hauptidealen gilt das Lemma von Bézout. Mehr noch: Ist
R ein Hauptidealring, so gibt es fir alle a,b € R ein g € R mit g = ggT(a,b).
Fiir solch ein g gilt dann {(a,b) = Rg.

Beweis: Das ist eine direkte Konsequenz von Proposition V.2.14. U

Beispiel XI1.2.16 (Nicht-Beispiele): (i) Sei R = Z[X]. In Beispiel V.2.11 ha-
ben wir uns iiberlegt, dass ggT(2, X) = 1, aber (2, X) # 1 (denn alle Polynome
in (2, X) haben geraden konstanten Term). Z[X] ist also kein Hauptidealring;
das Lemma von Bezéut gilt nicht.

(ii) Sei
R=7[V-3|={a+bv/-3|a,beZ} CC.
Hierbei meint /=3 := iv/3. (R,+,) ist ein Ring (als Teilring von C). Die
Elemente x = 4 und y = 2 + 24/—3 haben keinen grofiten gemeinsamen Teiler.

3. Euklidische Ringe

Im Folgenden sei stets R ein kommutativer Ring mit Eins.

In diesem Abschnitt suchen wir nach einer geeigneten Verallgemeinerung
vom Teilen mit Rest.

Sind a,b € Z, b # 0, dann gibt es ¢ € Z mit |a — be] < |b| und sind
f,9 € K[X], g # 0, dann gibt es h € K[X]| mit deg(f — gh) < deg(g).

Definition XI.3.1 (Euklidischer Ring): Sei R ein nullteilerfreier Ring. R heifit
euklidisch, falls es ¢: R — INy mit
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(i) ¢(r) =0 genau dann, wenn r = 0,

(ii) Fir alle a,b € R, b # 0, gibt es ¢ € R, sodass p(a — bc) < ¢(b)

gibt. ¢ heifit Gradfunktion.

Beispiel X1.3.2 (Erste euklidische Ringe): (i) Z mit ¢: Z — Ny, z — |7]
ist euklidischer Ring,

(ii) Sei K ein Korper. Der Polynomring K[X] ist euklidisch mit

0, falls f =0,

L K[X] — N,
e KX ’ {deg(f)—i—l, sonst.

(iii) Der Ring R = Z[i] = {a + bi | a,b € Z} C C ist ein euklidischer Ring
mit der Gradfunktion
p: Z[i] — Ny, a+ bi — a® + b2,
Das diirfen Sie auf dem kommenden Ubungsblatt iiberpriifen.

Proposition X1.3.3: Ist R ein euklidischer Ring, so ist R ein Hauptidealring.

Beweis: Es bezeichne p: R — Ny die Gradfunktion von R (vergleiche
on XI.3.1). Ferner seien {0} # I C R ein Ideal und

M :={¢(a) |ae I —-{0}} CIN.

Als Teilmenge der natiirlichen Zahlen hat M ein Minimum m. Wahle ein
Ringelement ag € ¢ ~!(m); wegen der Eigenschaften von ¢ ist ag # 0.

Ist a € I ein beliebiges Element, so gibt es ¢ € R mit ¢(a —cag) < ¢(ap), d. h.
o(a—cap) = 0 wegen der Minimalitat von m = ¢(ag). Wegen den Eigenschaften
von ¢ heifit das a — cag = 0, d. h. a € Rag. Offensichtlich gilt auch Ray C I,
also ist I = Ray und damit ist I ein Hauptideal. O

Korollar XI.3.4 (In euklidischen Ringen gibt es ggTs): Seien R euklidisch und
a,b € R. Dann gibt es g € R mit g = ggT(a,b).

Fiir zwei Ringelemente a,b € R wollen wir jetzt Koeffizienten x,y € R mit
ggT(a,b) = za + yb finden.
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Beispiel X1.3.5 (Iteriertes Teilen mit Rest): Gegeben seien die ganzen Zahlen
a =93 und b = 42.
93=1-93+4+0-42
42=0-93+1-42

9=1-93—-2-42

6=—-4-93+4+9-42

3=5-93—-11-42

0=—-14-93+31-42
Das Ergebnis ist ggT(93,42) =3 und 3 =5-93 — 11 - 42.
Proposition X1.3.6 (Euklidischer Algorithmus): Seien R ein euklidischer Ring
und a,b € R — {0}. Berechne r;, q;, x; und y; iterativ wie folgt:

ro=a,x_1=1y1=0, ro=0b,29 =0,y = 1.
Fir i > 0: Sind alle Werte bis i bereits bestimmt und ist r; # 0, wdhle q; 1 mit
o(ri1 — qivar) < @(r;) und setze
Tiy1 = Ti-1 — 4+, Tit1 = Ti—1 — Gi+1%5, Yirl = Yie1 — Gir1Yi-
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) Es gibt n € N mit r, =0,
(ii) Es gilt r, = ggT(a,b),
(iii) Es gilt ggT(a,b) =z, - a+y, - b.

Beweis: (i) Folgt aus den Tatsachen, dass 0 < ¢(r;11) < ¢(r;) fiir alle ¢ und
dass ¢ in die natiirlichen Zahlen abbildet.

(iii) Wir zeigen per vollstdndiger Induktion, dass r; = x;a + y;b; dann folgt
die Behauptung aus (i). Fiir ¢ = —1 und ¢ = 0 ist die Behauptung wahr. Fir
den Induktionsschritt von ¢ nach ¢ 4+ 1 berechnen wir

Tip10 + Yip1b = (iUz'—l - C]i+1$i)a + (yi—l - Qi+1yib) =Ti—1 — Q17 = Tiq1.

(ii) Sei g ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b. Aus dem Beweis von
(iii) folgt dass r, = x,a + y,b, d. h. g teilt r,.

Per vollstdndiger Induktion zeigen wir r,, | @ und r,, | b. Fiir den Induktions-
anfang beobachten wir r,,,1 = 0, also 7,_; = ¢u4+17, und damit r, | r,_; sowie
Tn | T

Fiir den Induktionsschritt von ¢ 4+ 1 nach i: Wegen r,, | 7,41 und r, | r; gilt
Tn | i1 = riz1 + qip17i, also die Behauptung. Insbesondere erhalten wir r, | ¢
und damit insgesamt g ~ r,. 0
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4. Primelemente in Ringen

Fiir diesen Abschnitt sei wieder R ein kommutativer Ring mit Eins. Ziel
dieses Abschnittes soll eine Verallgemeinerung des Satzes iiber die eindeutige
Primfaktorzerlegung natiirlicher Zahlen sein.

Erinnerung: Aus der Schule ist bekannt: Eine natiirliche Zahl n heifit prim,
falls fiir jede Produktdarstellung n = ab mit natiirlichen Zahlen a, b schon gilt
a=1oder b=1.

Weiter bekannt ist: Jede natiirliche Zahl n besitzt eine (bis auf Reihenfol-
ge) eindeutige Darstellung als Produkt von Primfaktoren n = [, p; mit
Primzahlen p; fiir 1 <1 < n, die sogenannte Primfaktorzerleqgung von n.

Proposition XI.4.1 (Alternative Primalititsbedingung in IN): Sei p € IN —
{1}. Genau dann ist p prim, wenn fir alle a,b € N gilt: Wenn p | ab, dann
pla oderp|b.

Beweis: ,=“: Seien p prim und a,b € IN mit p | ab. Sowohl a als auch b haben
Primfaktorzerlegungen a = [[;_; p;, b = I[;Z; ¢; und es ist

- (f1n) (o)

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegungist p € {p1,...,Pn, @1y qm}s
also p | a oder p | b.

,<=": Seien a,b € IN mit p = ab, insbesondere gilt also p | a oder p | b
nach Voraussetzung. Ohne Einschrankung gelte p | a, d.h. a = tp mit ¢ € IN.
Dann ware p = ab = tpb, also tb = 1. Dann aber miissen ¢ und b multiplikativ
invertierbar in IN sein, also t = b = 1 und p ist eine Primzahl in bekanntem
Sinne. O

Die Hinrichtung im obigen Beweis braucht den Satz iiber die eindeutige
Primfaktorzerlegung, die Riickrichtung benotigt die Kiirzungsregel.

Definition XI.4.2 (Prim und irreduzibel): Sei m € R — (R* U {0}).

(i) m heiBt irreduzibel, falls fir alle a,b € R mit m = ab gilt a € R* oder
be R*.

(ii) m heiBt prim, falls fiir alle a,b € R mit m | ab gilt m | a oder m | b.

Bemerkung XI.4.3 (Prim vs irreduzibel): Secien R ein nullteilerfreier Ring und
m € R— (R*U{0}). Ist m prim, so ist m irreduzibel. Das beweist man so wie
im Beweis von [Proposition XI.4.1] Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht,
siehe Blatt 13.
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Proposition XI1.4.4 (Prim vs irreduzibel in HIR): Seien R nullteilerfreier Haupt-
idealring und m € R — (R* U {0}). Dann ist m irreduzibel genau dann, wenn
m prim ist.

Beweis: Wir miissen nur ,<*“ zeigen wegen (Bemerkung VI.4.4).

Seien a,b € R mit m | ab. Wir haben zu zeigen, dass m | a oder m | b. Sei
g = ggT(a,m); da m irreduzibel ist, ist g € R* oder g ~ m. Falls g ~ m sind wir
fertig, denn dann gilt m | a wegen g | a. Ist g € R*, soist (g, m) = (g) = R, d.h.
wir finden x,y € R mit 1 = xa 4+ ym und koénnen also schreiben b = abx + bmy.
Da m beide Summanden in dieser Darstellung teilt, teilt m auch . 0

Definition XI.4.5: Ein Ideal I C R heifit Primideal, falls fiir alle z,y € R mit
xy € I gilt: x € [ oder y € I.

Bemerkung XI.4.6 (Prim vs Primideal): Fiir a € R gilt: Genau dann ist a
prim, wenn Ra ein Primideal ist.

Satz 40: Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und r € R — (R* U {0}).
Dann gelten:

(i) Es gibt prime py,...,p, € R mit r =2, pi,
(ii) Die Zerlegung ist eindeutig bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit.

Beweis (von [Satz 40): Fiir den Beweis verwenden wir (Proposition VI1.4.4).
(i) Zur Existenz: Es sei
S={reR|r¢ R* r+#0,r hat keine solche Zerlegung}

die Menge aller Storenfriede. Angenommen, S # @ und x € S. Dieses z wére
verschieden von Null, keine Einheit und nicht irreduzibel (denn sonst hétte
es eine Darstellung als Produkt von irreduziblen Elementen), es gidbe also
r1,y1 € R— R* mit x = x1y,. Da x € S waren nicht beide Faktoren irreduzibel,
ohne Einschrédnkung sei x; nicht irreduzibel. Auflerdem ware Rx C Rz (da
x b x1 — y; ware ja keine Einheit).

Da z1 nicht irreduzibel ware, gibe es x5, € R — R* mit x1 = xys. Ohne
Einschrankung ware wieder xs nicht irreduzibel; weiter erhielten wir wieder
Rx g RZEl g RJZQ.

Induktiv erhielten wir eine Folge x, x1, x9, x3,... in S und eine aufsteigende
Folge von Idealen Rx C Rx; C Rxe € Rxs € ... in R. Nun bezeichne
I := U;ew Rzx; die Vereinigung all dieser Ideale; I ware selbst ein Ideal und
da R ein Hauptidealring ist, gidbe es a € I mit I = Ra. Auflerdem gébe es
ein ¢ € N mit a € Rx;, d.h. fir alle £ > ¢ gélte Rxy = Rx;. Dies ist ein
Widerspruch.
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(i) Zur Eindeutigkeit: Es sei x € R — (R* U{0}) mit Primfaktorzerlegungen
T =P Pp = G- Q¢ mit Primelementen pq,...,p, und qi,...,¢q,,. Der
Primfaktor p; muss das Produkt ¢; - - - ¢,,, teilen, und da p; prim ist, gilt p | ¢;
fir ein 1 < ¢ < m. Ohne Einschrénkung gelte p; | ¢, dann ist ¢ = e1py
mit &1 € R*, da ¢ irreduzibel ist, d.h. p1---p, = €1p1 - @2 - - - ¢, und damit
P2 Pp = €1q2 * * * ¢ Induktiv erhalten wir n = m und p; ~ ¢; fir 1 <i <n,
also die Behauptung. ([l
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Kapitel XII.

Unendlichdimensionale Vektorraume
und Zornsches Lemma

In diesem Kapitel sei stets K ein Korper.

1. Motivation

Ziel dieses Abschnittes wird sein einzusehen, dass jeder K-Vektorraum eine
Basis besitzt.

Erinnerung XII.1.1: Aus der Linearen Algebra I wissen wir: Jede maximale
linear unabhéngige Teilmenge B von V ist eine Basis. Dazu zeigt man, dass
B auch ein Erzeugendensystem ist: Fiir irgendein v € V ist B U {v} linear
abhéngig, d. h. es gibt ¢1,...,¢, € K und by, ..., b, € BU{v} mit > ; ¢;b; = 0.
Da B linear unabhéngig ist, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass
by =v, ¢y #0und by, ..., b, #v,d h.

und damit v € (B).

Dieser Beweis benutzt nicht die Dimension von V. Was ist also das Problem
fiir unendlichdimensionale Vektorrdaume? Wir miissen uns fragen: Gibt es eine
maximale linear unabhéngige Teilmenge von V7

Wir betrachten also (V) mit ,C“ als Ordnungsrelation beziehungsweise
genauer betrachten wir ¢ := {S C V' | S ist linear unabhangig} C B(V) und
untersuchen, ob ( ein beziiglich ,C“ maximales Element hat.
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2. Das Zornsche Lemma

Erinnerung XII.2.1: Seien X eine Menge und ,<“ eine Relation auf X.

(i) ,<“ ist eine Ordnungsrelation, falls ,<* reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv ist. Das Paar (X, <) heifit dann auch geordnete Menge.

(ii) ,,<“ heiBt Totalordnung, falls fir alle z,y € X gilt: x < y oder y < x.

(iii) Eine Teilmenge @ # K C X heifit Kette, falls ,<* eine Totalordnung auf
K ist.

Wir schreiben x < y, falls x <y und y # z, x > y, falls y < z, und = > y, falls
y < x.

Definition XII.2.2 (Maximal/grof3tes/minimal/kleinstes): Sei (X, <) eine ge-
ordnete Menge.

(i) zo € X heifit mazimal, falls fir alle x € X mit xg < x schon = = z; gilt.
=

(ii) 2o € X heiBt minimal, falls fir alle z € X mit zy > = schon = = z; gilt.

)

)
(iii) 2o € X heiit griftes Element, falls fur alle x € X schon z < zq gilt.
(iv) xo € X heiit kleinstes Element, falls fir alle z € X schon z > x, gilt.

Bemerkung XII.2.3: X kann mehrere maximale— beziechungsweise minimale
Elemente enthalten, aber nur ein grofites— beziehungsweise kleinstes.

Definition XII.2.4 (Obere Schranke, induktiv geordnet): Sei (X, <) eine ge-
ordnete Menge.

(i) Fir S C X heiit g € X obere Schranke von S, falls fir alle s € S gilt:
s < xg. Eine obere Schranke xy € X heifit kleinste obere Schranke, falls
fiir alle oberen Schranken Ty € X von S gilt: z¢y < Zg.

(ii) X heifit induktiv geordnet, falls jede Kette in X eine obere Schranke hat.
X heiflt strikt induktiv geordnet, falls jede Kette in X eine kleinste obere
Schrank hat.

Beispiel XII.2.5: (i) (IN, <) ist nicht induktiv geordnet, denn zum Beispiel
N ist eine Kette und hat keine obere Schranke.

(ii) Sei M eine Menge und X = (M) mit der Ordnungsrelation ,,C*“ Fiir
irgendeine Kette K in X erhalten wir durch Vereinigung aller Mengen in K
eine kleinste obere Schranke von K, d.h. (X, C) ist strikt induktiv geordnet.
AuBlerdem sind @ das kleinste Element und M das grofite Element.
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3. Anwendung auf Vektorrdume

(iii) Es sei X = P(M) — {@}. Weiterhin ist (X, C) eine geordnete Menge.
Alle einelementigen Teilmengen von M sind minimale Elemente.

Definition XI1.2.6: Es sei (X, <) eine geordnete Menge. Die Ordnungsrelation
< heiit Wohlordnung, falls jede Teilmenge @ # X’ C X ein kleinstes Element
enthalt.

Beispiel XII.2.7: (i) (IN, <) ist wohlgeordnet,
(ii) (P(IN), <) ist nicht wohlgeordnet, zum Beispiel hat {{1},{2}} kein

kleinstes Element.

Wir betrachten die folgenden Aussagen

(i) Auswahlaxiom: Seien @ # M eine Menge, @ # I eine Indexmenge und
(M;);e; eine Familie von nicht-leeren Teilmengen von M. Dann gibt es
eine Abbildung f: I — M mit f(i) € M, fur alle ¢ € I. Eine solche
Funktion f heifit Auswahlifunktion.

(ii) Zornsches Lemma: Sei (M, <) eine (partiell) geordnete Menge, M # &.
Falls (M, <) induktiv geordnet ist, so gibt es ein maximales Element in
M.

(iii) Wohlordnungssatz: Jede Menge M besitzt eine totale Ordnung, beziiglich
der sie wohlgeordnet ist.

Satz 41: Das Auswahlaxiom, das Zornsche Lemma und das Wohlordnungsazxiom
sind dquivalent zueinander.

Teile von werden nichstes Mal bewiesen. Das Auswahlaxiom ist ein
eigenes Axiom, das nicht aus den ZF-Axiomen folgt. Manche Mathematiker
akzeptieren das Auswahlaxiom nicht, und kénnen so weniger Aussagen zeigen,
zum Beispiel nicht das Zornsche Lemma, den Wohlordnungssatz oder die
Existenz von Basen in Vektorraumen. Nimmt man das Auswahlaxiom zum

ZF-Axiomensystem dazu, so spricht man von den ZFC-Axiomen (hierbei steht
,C¢ fiir choice").

3. Anwendung auf Vektorraume

Satz 42 (Existenz von Basen): Sei K ein Korper. Jeder K-Vektorraum V' hat
eine Basis.

folgt direkt aus dem nachfolgenden Satz:
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Satz 43 (Basisergidnzungssatz): Sei M C V' eine linear unabhdngige Menge.
Dann gibt es eine Basis B von V- mit M C B.

Beweis (von [Satz 43): Wir setzen
X :={SCV|MCS und S ist linear unabhéngig}.

Es ist X # @, da M € X, ferner ist (X, C) partiell geordnet. Bleibt zu zeigen,
dass (X, €) induktiv geordnet ist um das Zornsche Lemma auf X anwenden
zu kénnen — dieses ergidbe dann, dass es ein maximales Element B in X gabe.
Wegen |[Erinnerung XII.1.1| wéire dieses B auch eine Basis.

Sei K eine Kette in X und setze S" := Ugeg S. Wir wollen zeigen, dass
S" € X, denn dann ist S’ eine obere Schranke.

Zunéchst ist S’ linear unabhangig: Ist {vy, ..., v} eine Teilmenge von S’, so
gibt es Indizes j;, 1 <7 <k, mit v; € 5}, fir 1 <7 < k. Da K total geordnet
ist, gibt es 4o mit S;, C .5, fir 1 <i <k, also {vy,...,v,} € S;,. Da S;, linear
unabhéngig ist, ist es auch {vy,..., v}

SchlieBlich ist offensichtlich M C S, also S" € X, was den Beweis beschlief3t.[]

4. Beweis des Zornschen Lemmas

Wir setzen nun das Auswahlaxiom voraus und wollen das Zornsche Lemma
beweisen.

Proposition XII.4.1 (Ein Fixpunktsatz): Sei (X, <) eine partiell geordnete
Menge mit X # @ fur die gilt:

(i) X hat ein kleinstes Element xpn,

(i) X ist strikt induktiv geordnet.

Ferner sei F': X — X eine Abbildung mit folgender Figenschaft: Fiir jedes
x € X ist F(x) > x. Dann hat F' einen Fizpunkt.

Beweis (Lemma von Zorn): Sei (X, <) partiell geordnete Menge, X # @ und
X sei induktiv geordnet. Wir wollen zeigen, dass X dann maximale Elemente
hat.

Zunachst wollen wir die Behauptung zeigen, falls X strikt induktiv geordnet
ist. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass X ein kleinstes Element
besitzt; hdtte X kein kleinstes Element, so wéhlten wir o € X und ersetzten
X durch X, :={z € X |z > 20}
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4. Beweis des Zornschen Lemmas

Angenommen, X enthielte kein maximales Element. Fiir beliebiges x € X
definierten wir M, = {2’ € X | 2’ > 2} C X und nach unserer Annahme
wére jedes M, nicht leer. Mit dem Auswahlaxiom erhielten wir eine Abbildung
F: X — X mit F(z) € M,, d.h. fir alle x € X hitten wir F(x) > x, F hitte
also einen Fixpunkt; ein Widerspruch zu |Proposition XII.4.1|

Nun wollen wir die allgemeine Situation auf den Fall von streng induktiv
geordneten Mengen zuriickfiihren. Zu unserer Menge X definieren wir die
Menge H := {K C X | K ist eine Kette}. Dieses H ist partiell geordnet mit
Ordnungsrelation ,,C“ H ist auflerdem strikt induktiv, denn fiir eine Kette
{K; |i€ I} in H ist U;c; K; die kleinste obere Schranke. Unsere vorherigen
Uberlegungen liefern uns jetzt, dass H ein maximales Element K hat, welches
eine obere Schranke k¢ hat. Dieses kq ist unser Kandidat fiir ein maximales
Element in X.

Zunéchst bemerken wir, dass kg € Ky, denn sonst wire K U kg eine groflere
Kette als K. Fiir alle x € X mit x > kg gilt: Ist kg < z, dann ist  auch obere
Schranke von Ky, d.h. z € Ky (wie fir ko), also z < kg und damit = = k.
Damit ist &y maximal. OJ

Beweis (von [Proposition XII.4.1): Wir nennen S C X zuldssig, falls gelten:

(1) Zmin € 5,
(ii) F(S) C S,
(iii) Fir jedes Kette K in S liegt auch die kleinste obere Schranke my von K
in S.
Es gibt solche Mengen, da X selbst natiirlich zulédssig ist. Wir setzen
So:=[{S]S C X zulissig}.

Dieses Sy erfiillt die Forderungen (i), (ii) und (iii), ist also zuléssig, und ist
aulerdem die kleinste zulassige Teilmenge. Kénnen wir zeigen, dass S, total
geordnet ist, so ist ihre kleinste obere Schranke mg, ein Fixpunkt (da Sy
zuléssig ist, liegt mg, in Sy und wegen (ii) ist entsprechend F'(mg,) € So, d.h.
F(mg,) < mg,, sodass wir insgesamt erhalten mg, < F(mg,) < msg,).

Wir nennen e € Sy extremal, falls fir alle s € Sy mit s < e gilt, dass F(s) < e.
Zum Beispiel z,,;, ist extremal. Fiir extremales e setze

Se:={s€Sy|s<eoders<F(e)}.

Wir behaupten, dass S, zulassig ist: Zunachst gilt x,;, € Se.

253



Kapitel XII. Unendlichdimensionale Vektorrdume und Zornsches Lemma

Fir s € S, kénnen auftreten s < e, in diesem Fall ist F/(s) < e da s extremal
ist, d.h. F(s) € S.; s = e, dann gilt F(s) = F(e) € S.; s > e, dann ist
F(s) < s< Fle), also F(s) € S..

Ist schliellich K eine Kette in S, und my die kleinste obere Schranke, dann
ist mg € Sy, da Sy zuléssig ist. Nun haben wir zwei Félle zu unterscheiden:
Gilt fiur alle s € K gilt s < e, so ist mg < e und damit mg € S.. Gibt es
s € K mit s £ e, dann ist wegen s € S, schon s > F(e), d.h. F(e) < s < mg
und somit mg € S..

AuBlerdem behaupten wir: Jedes Element e € Sy ist extremal.

Wir setzen E 1= {e € Sy | e ist extremal} und iiberpriifen, dass E zuldssig
ist. Offensichtlich ist z,;, € F.

Fir e € E wollen wir zeigen, dass F(e) € E. Sei s € Sy mit s < F(e),
s # e. Dann ist s 2 F(e) und da s € S, ist, ist s < e. Weil e extremal ist,
ist F'(s) < e< Fle), also F(e) € E. Fir s = e ist F(s) = F(e), insbesondere
F(s) < F(e) und F(s) € E.

Sei nun K eine Kette in F und mg die kleinste obere Schranke von K. Wir
haben zu zeigen, dass myx € FE, d.h. dass mg extremal ist. Sei s € Sy mit
s < mg. Wir haben Félle zu unterscheiden: Sind wir in der Situation, dass fiir
alle k € K gilt F(k) < s, wire wegen k < F(k) dann s obere Schranke von
K, d.h. mg < s — ein Widerspruch. Sind wir in der Situation, dass es k € K
gibt mit F'(k) € s, dann hétten wir Sy = S, und da s € Sy wére s < k. Falls
s < k ist, dann ist da k extremal ist auch F(s) < k < mg. Falls s = k ist,
dann ist k = s < mg nach der Voraussetzung an s, d.h. es gibt k' € K mit
k = s < K, da mg die kleinste obere Schranke ist, und wir kénnen mit der
vorherigen Uberlegung schlieflen.

Aus unseren beiden Behauptungen konnen wir folgern, dass Sy total geordnet
ist: Sind nédmlich =,y € Sy, dann ist z extremal nach der zweiten Behauptung,
y € S, nach der ersten Behauptung, also y < z oder x < F(z) < y. O
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