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14. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Alle Punkte auf diesem Blatt sind Bonuspunkte

Aufgabe 1. (4P)

Wir betrachten R* mit dem Standard-Skalarprodukt und den Untervektorraum

1 3 0
0 2 1
U= o1 || 2]
—2) \-2 0

a) Bestimme eine Orthonormalbasis von U.
b) Bestimme eine Basis des orthogonalen Komplements U+.

c) Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, W < V ein Untervektorraum und v € V ein
beliebiger Vektor. Wir definieren den Abstand von v zu W als

d(v, W) := wlélévd(v,w).

Zeige, dass d(v, W) = d(v, mw (v)) gilt.

d) Bestimme den Abstand von zu U.

oo o

Aufgabe 2. (4P)

a) Sei V ein unitirer Vektorraum und v, w € V zwei Vektoren. Zeige, dass wir das Skalarprodukt
von v und w wie folgt mit den Normen berechnen kénnen:

1
(v,0) = 7 (o + wl? = [Jv = wl* + o+ iwl|* — iflv — @w]|*)

b) Sei V ein euklidischer Vektorraum, U < V ein zweidimensionaler Untervektorraum und
v € V'\ {0} ein Vektor. Sei weiterhin « := £ (v, 7y (v)) der Winkel zwischen U und v. Zeige,
dass es fiir jedes 8 € [a, 7 — ] einen Vektor u € U mit £L(v,u) = B gibt.
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Aufgabe 3. (4P)
Wir betrachten den C-Vektorraum
Cy :={(a1,az,...,) €Cy | 3C € R:Vk : |ay| < C}
der beschrinkten Folgen iiber C.
a) Zeige, dass die Abbildung:

ay - by
k2

h:C) xCp = C, ((ar)re (beren) = >
keN

ein Skalarprodukt definiert.
b) Wir betrachten den Untervektorraum
CY :={(a1,az,...) | IK €eN:Vk > K : aj, = 0}

der endlichen Folgen. Zeige, dass fiir das Skalarprodukt aus a) das orthogonale Komplement
(CH)*+ = {0} ist.

Aufgabe 4. (4P)

a) Sei A € C"*™ eine unitdre Matrix. Zeige, dass dann |det(A)| = 1 gilt.

b) Sei A € R™*™ eine orthogonale Matrix. Zeige, dass A + A’ diagonalisierbar ist. Wie hiingen
die Eigenwerte von A + A? mit den Eigenwerten und Drehkéistchen von A zusammen?

Aufgabe 5. (4P)

a) Gib fiir k = 1,2,3 jeweils eine Matrix Dy € R3*3 an, die eine Drehung um den k-ten
Einheitsvektor mit dem Drehwinkel 7 beschreibt.

b) Berechne D; o D3 und D3 o Dy sowie deren Drehachsen und Drehwinkel.

¢) Bestimme die Drehachsen und Drehwinkel der beiden Matrizen

0 -1 0 0 0 1
A=11 0 0 und B:=(1 0 0
0 0 1 010
+1
d) Wir betrachten den 6-seitigen Wiirfel mit den acht Eckpunkten | +1 |, der von den Matrizen
+1

A und B aus Teil ¢) auf sich selbst abgebildet wird. Erhélt man alle 24 Drehungen des Wiirfels
durch Produkte von A und B?
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