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12. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I
Wiéhrend des gesamten Blattes bezeichnet K einen Koérper.
Aufgabe 1. (4P)
Gegeben sei die reelle Matrix
2 -4 4 0 0
o 0 -1 0 O
A=|-1 2 0 -1 3
o 0 0 2 0
1 -2 2 1 -1
1
0
a) Zeige, dass der Vektor v:= | 0 | ein Eigenvektor ist. Was ist der zugehérige Eigenwert?
-1
0
b) Bestimme die Eigenrdume Eig(A, \) von A fiir A =0,1,2.
Aufgabe 2. (2 Bonuspunkte)
Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € End(V) ein Endomorphismus. Seien weiterhin v1,...,v, € V Ei-
genvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A1, ..., A\, € K. Zeige, dass v1, ..., v, linear unabhingig

sind.

Aufgabe 3. (4P)

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢,v € End(V) zwei Endomorphismen, die
miteinander kommutieren, d.h. es gilt ¢ o ¥ = ¥ o ¢. Wir sagen ein Untervektorraum U C V ist
¢-invariant, wenn ¢(U) C U gilt.

a) Zeige, dass jeder Eigenraum Eig(¢, A) von v bereits ¢-invariant ist, d.h. fiir jeden Eigenvektor
v von 1, ist auch ¢(v) ein Eigenvektor von ¢ zum gleichen Eigenwert.

b) Sei V =U @ W eine Zerlegung in ¢-invariante Unterriume und
my:V=UeW-—=>U , v=utw—u

die Projektion auf U. Zeige, dass 7y Eigenrdume auf Eigenrdume abbildet, d.h. es gilt
mu (Eig(¢, ) = Eig(d|u, A).

¢) Seien nun ¢ und ¢ diagonalisierbar. Zeige, dass sie dann simultan diagonalisierbar sind, d.h.
es existiert eine Basis vy, ..., v, sodass alle v; Eigenvektoren von ¢ und 1 sind.

d) Zeige, dass wenn zwei Endomorphismen simultan diagonalisierbar sind, dann kommutieren
sie auch.

Das Ubungsblatt kann bis spiitestens Montag den 30. 01. 2023 um 16 Uhr abgegeben werden. Sie
konnen das Ubungsblatt entweder direkt im CMS hochladen oder im Ubungskasten 47 im Keller
des Horsaalgebdudes E 2.5 einwerfen. Schreiben Sie Thren Namen und Matrikelnummer sowie den
Namen Thres Tutors gut lesbar auf IThre Abgabe.



Aufgabe 4. (2P+2P+2Bonuspunkte)

a) Sei A € K"*™ eine quadratische Matrix. Zeige mit Hilfe von Elementarmatrizen, dass
det(A) = det(A?) gilt.

b) Beweise die Aussage det(A) = det(A?) aus Teil a) durch Anwenden der Leibniz-Formel.

- (342)

mit Matrizen A € K™*", B € K™% C € K®*°. Zeige durch Anwenden der Leibniz-Formel,
dass det(M) = det(A) - det(C) gilt.

c) Gegeben sei die Blockmatrix

Aufgabe 5. (2P+2Bonuspunkte)

a) Fiir drei Zahlen a,b, ¢ € R betrachten wir die Vektoren

1 1 1
vei=|al, wvw:i=1b], vei=|c
a? b? 2
Berechne die Determinante der Matrix A := (vq | vp | v.) in Abhéingigkeit von a,b und c.

Fiir welche Werte von a, b, ¢ € R bilden v, vs, v, eine Basis von R3?

b) Fiir z1,...,2, € K betrachten wir die Matrix

1 2y 23 oot
2 n—1
1 2z x5 ...7)
V.=
1 z, 22 an—l

Zeige, dass det(V) = [[,_;(z; — z;) gilt.
Hinweis: Ziehe jeder Spalte jeweils x1-mal die vorige Spalte ab.

Aufgabe 6. (2P)

Seien A € K™*™ und B € K™** zwei Matrizen. Zeige, dass Rang(A-B) < min{Rang(A), Rang(B)}
gilt.
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