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10. Übungsblatt zur Linearen Algebra I

Aufgabe 1. (4P)

Wir betrachten den R-Vektorraum

P3 := {f ∈ R[X] | deg(f) ≤ 3}
= {f(X) = a0 + a1X + a2X

2 + a3X
3 | a0, a1, a2, a3 ∈ R}

der reellen Polynome von Grad kleiner gleich 3 mit der üblichen Addition und Multiplikation.

a) Zeige, dass die Menge U := {f ∈ P3 | f(0) = 0 und f(1) = 0} ein Untervektorraum von P3

ist und bestimme eine Basis B von U .

b) Zeige, dass B ∪ {X,X − 1} eine Basis von P3 ist.

Aufgabe 2. (4P)

a) Sei K ein Körper und v1, . . . , vn ∈ Kn Vektoren. Zeige die folgende Äquivalenz:

v1, . . . , vn ist eine Basis von Kn ⇐⇒ die Matrix (v1 | · · · | vn) ist invertierbar.

b) Beweise die folgende Formel für die Anzahl der invertierbaren n× n-Matrizen über Fp

#GLn(Fp) =

n−1∏
i=0

(pn − pi).

Aufgabe 3. (4P)

Sei V ein K-Vektorraum und U,W ≤ V zwei endlich-dimensionale Untervektorräume.

a) Zeige, dass für die Dimensionen folgende Gleichheit gilt:

dim(U +W ) = dim(U) + dim(W )− dim(U ∩W ).

Hinweis: Ergänze eine Basis von U ∩W .

b) Zwei Ebenen1 E1 = v1+U1 und E2 = v2+U2 heißen parallel, wenn U1 = U2 gilt. Zeige, dass
zwei Ebenen E1, E2 ⊆ R3 entweder parallel sind oder als Schnitt eine Gerade haben.

1Eine Ebene E := v + U := {v + u | u ∈ U} ist die Verschiebung eines zweidimensionalen Vektorraums U ≤ V
um einen Vektor v ∈ V . Eine Gerade ist das gleiche für einen eindimensionalen Vektorraum U .
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Aufgabe 4. (4P)

Wir betrachten die folgenden Vektoren in K3

v1 :=

 1
−1
2

 , v2 :=

2
1
0

 , v3 :=

−2
2
1

 , w :=

1
1
1

 .

Beantworte (wie immer mit Begründung) für die drei Körper K := F3,F5,F7 die folgenden Fragen:

a) Ist v1, v2, v3 eine Basis von K3?

b) Gilt w ∈ ⟨v1, v2, v3⟩?
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