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5. Übungsblatt zur Linearen Algebra I

Aufgabe 1. (4P)

Gib jeweils mit einer Begründung oder einem Beispiel an, ob eine lineare Abbildung

fi : R2 → R2

mit folgenden Funktionswerten existiert:

a)

f1(

(
1
0

)
) =

(
2
1

)
, f1(

(
0
1

)
) =

(
1
2

)
, f1(

(
−1
1

)
) =

(
−1
1

)
b)

f2(

(
1
2

)
) =

(
1
1

)
, f2(

(
2
1

)
) =

(
−1
1

)
, f2(

(
1
1

)
) =

(
2
2

)
Erinnerung: Eine Abbildung f : V → W zwischen zwei R-Vektorräumen heißt linear, wenn
f(u + v) = f(u) + f(v) und f(λv) = λf(v) für alle u, v ∈ V und λ ∈ R gilt. Alternativ dürft ihr
in dieser Aufgabe die Frage beantworten, ob es Matrizen Ai mit entsprechenden Multiplikationen
gibt.

Aufgabe 2. (4P)

Gegeben sei eine Matrix A ∈ Rn×m.

a) Zeige, dass die Menge W := {b ∈ Rn | Ax = b hat eine Lösung} ein Untervektorraum von
Rn ist.

b) Sei b ∈ Rn so, dass für das zugehörige lineare Gleichungssystem Ax = b die Lösungsmenge
L := {x ∈ Rm | Ax = b} nicht leer ist. Zeige, dass die Menge U := {x1 − x2 | x1, x2 ∈ L} ein
Untervektorraum ist. Wie hängt U von b ab?

Aufgabe 3. (4P)

Gegeben seien

A :=


1 0 3 0 2
0 1 −1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 und b :=


α
0
1
β

 .

Für welche Werte von α, β ∈ R ist das lineare Gleichungssystem Ax = b lösbar? Gib jeweils die
homogene Lösungsmenge sowie die Lösungsmengen für α = β = 0 und α = β = 1 an.
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Aufgabe 4. (4P)

Seien n,m ∈ N zwei natürliche Zahlen. Wir sagen zwei Matrizen A,B ∈ Rn×m sind äquivalent,
wenn zwei invertierbare Matrizen S ∈ GLn(R), T ∈ GLm(R) mit A = S · B · T existieren. Wir
schreiben dann A ∼ B.

a) Zeige, dass
”
∼“ eine Äquivalenzrelation ist.

b) Zeige, dass es für n = m = 2 genau die drei Äquivalenzklassen[(
0 0
0 0

)]
∼
,

[(
1 0
0 0

)]
∼
,

[(
1 0
0 1

)]
∼

gibt.

Bemerkung: Die Aussage in b) besagt, dass zwei Matrizen in R2×2 genau dann äquivalent sind,
wenn sie den selben Rang haben. Das gilt tatsächlich auch allgemein für Rn×m.
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