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Aufgabe 1 (3+1+3+3=10 Punkte): Sei A in R"*" eine orthogonale Matrix,
d.h. A'A = [,,. Es bezeichne (-, -) das Standardskalarprodukt auf R™, Ay, ..., A,
die Spalten von A und A4, ..., ,A die Zeilen von A. Zeigen Sie:

(i) Die Menge {A;,..., A} ist bzgl. (-,-) eine Orthonormalbasis des R™.
(ii) Die Menge {,A4,...,,A} ist bzgl. (-,-) eine Orthonormalbasis des R™.
(iii) Fir v und w aus R™ gilt (Av, Aw) = (v, w).
)

(iv) Ist B in R™™ und gilt fir alle v und w aus R", dass (Bv, Bw) = (v, w),
dann ist B orthogonal.

Aufgabe 2 (2 Punkte): Wir erinnern an das Gram-Schmidtsche Orthonorma-
lisierungsverfahren: Ist (vy,...,v,) ein Tupel linear unabhéngiger Vektoren
im R", welcher mit dem Standardskalarprodukt und der induzierten Norm
Il = [|-||]2 ausgestattet ist, dann erhélt man eine Orthonormalbasis (f1,. .., f)
fir £ = Lin(vy,...,v,) wie folgt. Man setzt f; = vy /||v1]|, und fir 2 < j <r

berechnet man -
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heifit orthogonale Projektion auf E. Ist b aus R", dann gilt (b — 7w (b),v) =0
fir alle v aus E.



Zeigen Sie: inf{||w — b|| | w € E'} wird von mg(b) realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz des Pythagoras fiir Skalarprodukte.

Aufgabe 3 (2+2+2+2(+2)=8(+2) Punkte): Im Vektorraum R? betrachten
wir die Ebene E = Lin((1,—1,-1,1)%,(—1,0,1, —2)").

(i) Bestimmen Sie mithilfe des Gram-Schmitschen Orthonormalisierungsver-
fahrens eine Orthonormalbasis fiir E.

(i) Bestimmen Sie fiir b = (1,2, 3,4)" die Projektion 7z (b).

(iii) Bestimmen Sie fiir die Matrix
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eine QR-Zerlegung. Sie diirfen zur Bestimmung der Zerlegung NumPy-
Funktionen verwenden. Begriinden Sie, warum Az = b keine Losung
besitzt.

(iv) Bestimmen Sie mithilfe der QR-Zerlegung eine Losung, die ||[Ax — b||
minimiert. Was fallt Thnen auf? Wieder diirfen Sie NumPy-Funktionen
verwenden.

(v) Zeigen Sie, dass eine minimierende ,Losung® x eine Losung der Normal-
gleichung A'Az = A'b ist.

Weitere Informationen zu diesem Phéanomen finden Sie in Stoer/Bulirsch: Nume-
rische Mathematik 1, Zehnte Auflage, Kapitel 4.8 Lineare Ausgleichsrechnunyg.



