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Aufgabe 1 (2+2=4 Punkte): Fiir eine Matrix M aus C"*" heifit M* = M die
adjungierte Matrix. Die komplexe Konjugation ist eintragsweise zu verstehen.
Es heifit

p(M) = max{|\| | A € Spec(M)}

der Spektralradius von M, und |M||s = \/p(M*M) die 2-Norm auf C"*". Das
Produkt M*M ist hermitesch und positiv semidefinit, sodass diese Definition
wie im reellen Fall Sinn ergibt.

Seien A in C™*™ und ||-||: C™™ — R eine von einer Vektornorm induzierte
Matrixnorm.

(i) Zeigen Sie, dass p(A) < ||A]|.

(ii) Zeigen Sie, dass p(A) = ||Al|2 fiir hermitesches A gilt.
Aufgabe 2 (24+2+2+4=10 Punkte): Seien A in R™*" eine diagonalisierbare
Matrix mit normierter Basis aus Eigenvektoren {vy,...,v,}, und x aus R”
mit ||x|| = 1 sowie x = 31| ayv;.

(i) Zeigen Sie, dass fiir die natiirliche Zahl m gilt: A"x = > | a; A"v;.

(ii) Wir nehmen an, dass die Eigenwerte betragsméflig geordnet sind, genauer:
A1l > |A2] = -+ > |A\4|. Untersuchen Sie per Fallunterscheidung, ob
(x™)en = (A™X)men konvergiert und geben Sie im Falle der Konver-
genz den Grenzwert an.

Hinweis: Beachten Sie bei der Fallunterscheidung, dass |A;| eine Bedeu-
tung fur die Konvergenz des Iterationsverfahrens hat!



(iii) Verschérft man die Bedingungen aus (ii) zu |A1| > [A2| > ... und betrach-
tet man die Folge (Y )men = (A"V/|[|A"V||)men, dann konvergiert das
Verfahren bei Wahl eines geeigneten Startvektors.

Schreiben Sie eine Funktion eigenvalue_iteration(A, v, e), die das
Potenzverfahren implementiert und abbricht, wenn ||y™ — y™*!|| < e.

(iv) Fiir eine Matrix A ist

1/2

F2(A) = ((max{o | o € Spec(AA")})(max{s | 1 € Spec(A™A™)}))

die spektrale Konditionszahl. Schreiben Sie eine Funktion condition_|
for matrix(A,v,e), die eine Matrix A, einen Startwert v und eine Feh-
lerschranke e einliest, und eine Annaherung an . ,(A) ausgibt.

Wenden Sie Thre Funktion auf die Matrizen der Gleichung

(6

an. Verwenden Sie den Startwert s = [[1], [1]] und die Fehlerschranke
e = 0.0001. Welches Ergebnis erhalten Sie? Was féllt Thnen auf?

Aufgabe 3 (2+4+2=8 Punkte): Vom Dach des Physikturms wird eine Wasser-
melone fallen gelassen. Das Spektakel wird vom Dach des Chemieturms aus mit
einer Handykamera festgehalten. Leider ist das Videomaterial in 24 Bildern pro
Sekunde angefertigt worden, und Bewegungsunschérfe erschwert eine genaue
Bestimmung der zuriickgelegten Strecke der Melone pro Bild. Es ergeben sich
folgende Messwerte:

(ASl, Afl) = (0151117 4), (ASQ, Afg) = (065m, 6), (ASg, Afg) = (19111, 9),
(Asy, Afy) = (5.3m, 11), (Ass, Afs) = (3.5m,7), (Asg, Afs) = (12.5m, 13).

Dabei meint As; den zuriickgelegten Weg der Melone zwischen Bild f;_; und
Bild f,_1 + Af;.

Wir vermuten eine Polynomfunktion s,;.: R — R, ¢t at® + bt + ¢, die den
zuriickgelegten Weg s(t) zum Zeitpunkt ¢ beschreibt. Zur Bestimmung dieser
Polynomfunktion gehen wir wie folgt vor:

(i) Wir betrachten die Funktion

F: R?® > R, (a,b,c) — Z(sa,b,c(ti) — si)2

=1



Berechnen Sie aus den gegebenen Messwerten die benétigten Groflien s;
und Zeitpunkte t;. Schreiben Sie die Gleichung grad F' = 0 als lineares
Gleichungssystem A(a, b, c)! =y.

(ii) Losen Sie das Gleichungssystem mithilfe der Choleskyzerlegung vom
letzten Blatt.

(iii) Plotten Sie die Messwerte, den Graph der Funktion s,; . und den Graph
der zugehorigen Simulation in einem Diagramm.



