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Aufgabe 1 (3+2=5 Punkte): Secien n eine natiirliche Zahl und A eine komplexe
n x n-Matrix. Fiir einen Index j bezeichne R; = 32, ,;|a;;|. Wir schreiben

SpecA={AeC|JveC"—{0}: Av = Iv}.

(i) Zeigen Sie: Ist A ein Eigenwert von A und ist v ein von Null verschiedener
Eigenvektor, dann ist |A — ag x| < Ry fir einen geeigneten Index k.

Hinweis: Betrachten Sie die Vektorgleichung Av = Av komponentenweise.
Denken Sie iiber die Dreiecksungleichung und die Supremumsnorm nach.

(ii) Folgern Sie, dass Spec A C Uj_, cl(B(a;;, R;)). Hierbei meint cl(—) den
Abschluss, d. h. cl(B(a;;, Rj)) = {z € C| |a;,; — 2| < R;}.
Aufgabe 2 (243=5 Punkte): Seien a und b reelle Zahlen mit ¢ < b und

u: [a,b] — R eine glatte Funktion. Ist h eine weitere reelle Zahl und ist «
eine Stelle in [a, b] derart, dass [v — h,z + h| C [a, b], dann ist

Apu() = u(x —h) — 21;(237) +u(x + h) ~ ().

Man nennt diese Anndherung der Ableitung eine Anndherung durch finite
Differenzen.

Ist nun N eine positive natiirliche Zahl und h = (b — a)/(N + 1), dann heifit
O ={a+jh[0<j<N+1}Cla,b]

dquidistantes Gitter mit Schrittweite h. Meistens schreibt man Q7 = Q, —{a, b}.
Eine Funktion u: €2, — R wird eine Gitterfunktion genannt, und kann mit



einem Element von RV "2, némlich (u(a + jh))o<j<n-+1, identifiziert werden. Ist
u: QY — R eine Funktion, dann ist die Gitterfunktion h~2Au eine Annidherung
an die zweite Ableitung von —u, wobei
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(i) Bestimmen Sie die Eintrige von h=2Au.
(i) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist.

Hinweis: Man kann fiir diese spezielle Matrix die Ungleichung aus Aufgabe
1(i) verbessern.

Mithilfe des obigen Verfahrens kann man das Anfangswertproblem

—u'(z) = f(z),  ula) =u(b) =0

numerisch 16sen. (Numerische Untersuchungen der Anndherung der zweiten
Ableitung etc. sind selbstverstandlich nétig, welche zeigen, dass das Verfahren
das Gewtinschte leistet.) Ist F': [a,b] — R eine Funktion, dann gehort dazu
die Gitterfunktion f = (F(a + jh))o<j<n+1, und dann liefert eine Losung
des linearen Gleichungssystems h=2Au = f eine Gitterfunktion u, die das
Anfangswert naherungsweise 16st.

Aufgabe 3 (3+3+2+2=10 Punkte):

(i) Schreiben Sie eine Funktion forward_substitution(L,b), die eine un-
tere Dreiecksmatrix L sowie eine rechte Seite b einliest, und die Losung x
von Lx=b zuriickgibt.

(ii) Schreiben Sie eine Funktion backward_substitution(R,b), die eine obe-
re Dreiecksmatrix R sowie eine rechte Seite b einliest, und die Losung x
von Rx=b zuriickgibt.

(iii) Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] das Anfangswertproblem
—u"(z) = sin(z), u(0) = u(l) = 0.

Losen Sie das Anfangswertproblem analytisch.



(iv) Schreiben Sie ein Programm, das mithilfe von Choleskyzerlegung ein linea-
res Gleichungssystem Ax=b lost. Sie diirfen den Code aus der Vorlesung

verwenden.

Testen Sie ihr Programm mit A aus Aufgabe 2 fir N =4, h = 1/5 und
die rechte Seite f = (sin(jh))o<j<5. Welche Losung erhalten Sie?



