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Diese Notizen dienen als Begleitmaterial zur Vorlesung in diesem Semester
und sind nicht als in sich geschlossenes Skript gedacht, sondern als Un-
terstiitzung zur Erstellung von eigenen Notizen wéhrend der Vorlesung. Entsprechend
ist der Inhalt sehr knapp gehalten um wéahrend der Vorlesung selbststandig
erganzt zu werden und wird sich im Laufe des Semesters erweitern.

Insbesondere stellen diese Notizen keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit und
die Nummerierung der Aussagen und Beispiele wird nicht immer mit der Num-
merierung in der Vorlesung iibereinstimmen!

Ziel dieser Vorlesung ist exemplarisch Verfahren aus der Numerik kennen-
zulernen, mit denen wir Losungen von Problemen anndhern konnen, deren
exakte Losungen entweder nur sehr schwer oder gar nicht explizit berechenbar
sind.
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1 Banachscher Fixpunktsatz
Als erste Motivation betrachten wir folgendes
Problem: Wir suchen eine Nullstelle fiir eine Funktion f: R — R.

Im Folgenden betrachten wir hierzu das Polynom f(z) = 2® — 222 — 3z + 2:

Die sicherlich einfachste Methode hierzu wéare wiederholt den Zwischenwert-
satz anzuwenden:

Algorithmus 1.1 (Bisektionsverfahren)

Ist f stetig und gilt fiir @ < b € R bereits f(a) < 0 < f(b), dann enthalt

das Intervall [a,b] nach dem ZWS eine Nullstelle von f. Wir wollen nun

eine mogliche Nullstelle von f schrittweise (iterativ) anndhern, indem wir das

entsprechende Intervall in dem sich die Nullstelle enthélt immer kleiner machen.
Hierzu probieren wir ¢ = (a + b)/2. Wir haben nun die folgenden Félle:

e Ist f(c) =0, sind wir fertig.

e Ist f(c) <0, dann hat f eine Nullstelle im Intervall [c, b], wir konnen also
unseren Anfangswert a durch c ersetzen.

o Ist f(c) > 0, dann hat f eine Nullstelle im Intervall [a, ¢], wir konnen
also unseren Anfangswert b durch c ersetzen.

Iterativ halbieren wir also die Lange des Intervalls in dem sich eine Nullstelle
von f befindet bei jedem Schritt. Merken wir uns bei jedem Schritt die
Intervallgrenzen erhalten wir also rekursiv die Folge:

mit ag = a,bg = b x(™ = (Zn>

)
(“”) , falls f(c,) >0
Cn

(;:) , falls f(en) <0

und fir ¢, := (a, + by)/2 X(N—H) = ¢(§(n)) =




Sind wir z.B. nur an einer Nullstelle f(c) ~ 0 interessiert, erhalten wir als
Pseudo-Code:

Algorithm 1 Bisektionsverfahren

Input: Stetige Funktion f, a < b mit f(a) < 0 < f(b), Abbruchbedingung
e>0

Output: Approximation einer Nullstelle

L c+ (a+b)/2 > setze ¢ auf den Mittelwert
2: while |f(c)| > ¢ do > solange f(c) “weg” von der Null ist
3 if f(c) > 0 then

4: b+ c

5: else

6: a<—c

7 end if

8: c< (a+b)/2
9: end while
10: return c > gib unsere Néaherung als Antwort

Alternativ konnen wir als Abbruchbedingung in Zeile 2 auch den Abstand
zur Nullstelle, d.h. die Grofie des Intervals b — a < ¢ festlegen, je nachdem ob
wir an der Nullstelle selbst interessiert sind oder ein ¢ mit f(c) nahe 0 suchen.
Ist anfangs f(a) > 0 > f(b), vertauschen sich entsprechend die Zeilen 4 und 6
im Algorithmus.

Aufgabe: Skizzieren Sie oben fiir die Startwerte a = —2,b = 0 die ersten drei
Naherungen cg, ¢c; und ¢ des Algorithmus.



Algorithmus 1.2 (Newtonverfahren)
Wir “raten” einen Startwert xg nahe einer Nullstelle und betrachten als
Annéherung von f bei zg die lineare Funktion g(x) = f(zo) + f'(x0)(z — z0):

Da ¢ als Annédherung von f dient, ware also die Nullstelle x; von ¢ eine
vermutlich bessere Wahl:

x
0= o) = Fan) + o)1 — 0) = 1 =0~ L = 4ay)
f'(wo)
Dies wiederholen wir nun und erhalten iterativ die Folge z,41 := ¢(x,) =
f(@n)
Ty — .
n fl(xn)

Frage: Konvergiert die Folge z,, (gegen eine Nullstelle und iiberhaupt)?
Welche der beiden Verfahren sind schneller?



Definition 1.3
Ein Iterationsverfahren ist eine durch eine Verfahrensfunktion ¢ : D — D und
einen Startpunkt x(©) € D gegebene Folge (K(”))neNo C D mit

x(™ = d)n(z(ﬂ)) — ¢(§(n—1))_

Wir sagen, dass das Iterationsverfahren konvergiert, falls die Folge x(™ kon-
vergiert.

Definition 1.4
Sei V' ein normierter Vektorraum (iiber R oder C).

a) Eine Folge (X(n))neNo C V heifit konvergent, falls ein Grenzwert x € V
existiert sodass gilt:
Fiir alle ¢ > 0 existiert ein N = N(¢) € N mit

|x(™ — x|| < ¢ fiir alle n > N.

b) Eine Folge (x(™),en, C V heiit Cauchy-Folge, falls:
Fiir jedes € > 0 existiert ein NV = N(¢) € N mit

|x™ — x®)|| < ¢ fiir alle n,k > N.

Bemerkung 1.5
Konvergente Folgen sind nach der Dreiecksungleichung immer Cauchy-Folgen,
aber nicht jede Cauchy-Folge konvergiert (in V).

Definition 1.6
Ein normierter Vektorraum heifit vollstindig bzw. Banachraum, wenn jede
Cauchy-Folge in V' auch konvergiert.

Bemerkung 1.7
Endlich-dimensionale R-Vektorraume sind immer vollstéandig.



Erinnerung 1.8
Sei V' ein normierter Raum und ¢ : D — V mit D C V eine Abbildung.

a) ¢ heifit (L)-Lipschitz-stetig (auf D), falls eine Lipschitz-Konstante L > 0
existiert sodass fiir alle x,y € D gilt:

l¢(x) — ¢(y)ll < Lllz -yl
b) ¢ heiBBt Kontraktion, falls ¢ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L < 1
ist.

Beispiel 1.9

Sei ¢ : R — R differenzierbar, dann gilt nach dem Mittelwertsatz %f(a) =
#'(¢) fur ein ¢ € [a, b].

Ist also |¢'| beschrankt durch L, dann ist ¢ bereits L-Lipschitz-stetig.

Satz 1.10 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei D C V eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums V und ¢ : D — D
eine Kontraktion mit Lipschitz-Konstante L < 1. Dann gilt:

a) ¢ hat einen eindeutigen Fixpunkt x* € D.

b) Fiir jeden Startwert x(*) € D konvergiert das Iterationsverfahren x(™ :=
¢"(x()) gegen x*.

¢) Wir erhalten als Fehlerabschétzungen fiir alle n € N:

™ = x| < - =@ - x|
n * 1 n n
und  [lx" - x* < 11 [x D — x()
Beweis: o x(" := ¢"(x(9) ist eine Cauchy-Folge:

Hz(n+1) _X(n)H _ ”¢(§(n)> _ gb(z(n,l))u
< Lx® — x| << pr)x® - xO))

=[x — x|

n

< oI = xO=Fo

< (Z Lk) Hz(n+1) - E(n)H <
k=0
mit x* := limx(" folgt damit direkt c).

e x* ist FP:

0 < o(x") = x|l < flo(x") = $x™)] + [|lx* = x| "=F L-0+0



e Eindeutigkeit: Angenommen y # 0 ist ein weiterer FP, dann ist

0 <|x" =yl = llo(x*) = ¢y < Llx" —yll < [Ix" -yl

was der gewiinschte Widerspruch ist.

O
Beispiel 1.11
Wir suchen fiir die Funktion
f:Rsg— R, z++x+3
einen Fixpunkt. Man beachte, dass wegen f’(x) = 51~ die Funktion nicht

2y
auf gesamt R~ eine Kontraktion ist. Schranken wir uns aber ein, erhalten

wir wegen f(x) > 3 fir alle z > 0 fiir D := [3,00) bereits f(D) C D und
fl(z) < 2—\1@ =: L fiir alle x € D. Also konnen wir Satz verwenden und
erhalten als FP z.B. z* := lim f™(3). Als Vergleich kann man den Fixpunkt auch
algebraisch berechnen (und die auftretende Wurzel numerisch annédhern/dem
Taschenrechner geben).

Eine Diskussion der auftretenden Fehlerabschéatzungen findet sich bei den
Programmschnippseln.



Zurick zu Newton:
Setzen wir der Einfachheit halber a(x) = %, hatten wir als Iterationsvorschrift

¢(z) =z — a(z) f().

Wegen a(z) # 0, ist f(z) =0 <= ¢(z) =2. Um anzuwenden, brauchen
wir ¢'(z) < L <1 auf D und ¢(D) C D. Probieren wir hier D = [z —r, xo+ 7]
fiir einen Radius r > 0 ergibt das:

¢'(x)=1—(af)(x) <L VozeD

und wegen f(D) C D <= |¢(z) — zo] é T
[¢(z) — 20| = |¢(x) — d(x0) + ¢(20) — w0 < [B(x) — P(x0)[ + |P(20) — w0
< Lor+ |a(zo) f(zo)| < 7

o F(x (1-L)r
|f( 0)|S |CL(£C0)|

Zusammengefasst erfiillt erhalten wir also:

= f(D)Cc D

Satz 1.12
Fiirzg € R,r > 0und I := [zg—7, zo+7] seien f,a : I — R zwei differenzierbare
Funktionen mit a(x) # 0 fur alle x € I. Existiert zusétzlich ein L < 1 mit

a) Fir alle x € I gilt: |1 — (af)(z)| < L
1-L)r
b) |f(zo)| < W
dann konvergiert das (modifizierte) Newton-Verfahren mit der Iterationsvorschrift

Tnt1 = @(Tn) == Tn — alzn) f(zn)

mit der Fehlerabschatzung

n

2" — al < 2 Jae0) (xo)

Bemerkung 1.13

a) Die Bedienungen von Satz sind umso leichter nachzupriifen, je ndher
xo an einer Nullstelle von f liegt.



b) Wir konnen z.B. a(z) = m setzen, um die Bedingungen von Satz m

leichter zu priifen (auf Kosten von etwas langsamerer Konvergenz).

Etwas einfacher ist die Situation, wenn wir konvexe/konkave Funktionen
anschauen:

Satz 1.14
Sei f : [a,b] — R eine konvexe Funktion, d.h. f”(x) > 0 fiir alle x € [a, b].

a) Ist f(a) < 0 < f(b), dann konvergiert das Newton-Verfahren mit Startwert
o = b.

b) Ist f(a) > 0 > f(b), dann konvergiert das Newton-Verfahren mit Startwert
o = a.

Beweis: Da f konvex ist, liegt die Tangente immer unterhalb des Graphen.
Im Fall a) ist also f(x,) > 0 und damit z,, monoton fallend und von unten
beschrankt. Fiir die Folge gilt dann wegen

T T T )
n

da (x,) eine Cauchy-Folge ist bereits lim J{,((i’;)) = 0 und da f’(z) beschrankt
ist direkt lim f(x,) = f(z*) = 0. O

Fir konkave Funktionen erhélt man die entsprechende Aussage mit Startwert
mit negativem Funktionswert f(zg) < 0.

Beispiel 1.15

Als direkte Anwendung des Newton-Verfahrens konnen beispielsweise auch
Wurzeln bestimmt werden, d.h. suche Nullstelle von f(x) = 22 — d fiir ein
d > 0.

a) Wegen f”(x) =2 > 0ist f konvex und wegen f(0) = —d < 0 konvergiert
nach Satz das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert z¢ mit 23 > d.
Wir erhalten als Iterationsvorschrift das Heron- Verfahren:

B flxy) B x% —-d 1 d
B TN R T R

b) Als Beispiel fiir eine Anwendung von Satz mit a(z) = m nehmen
wir d = 7 und sehen leicht:

2 <7<3=22<V7<3
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Also probieren wir I = [2,3], d.h. 2 < z9:=2,5 <3 und r = % Wir
erhalten a(x) = 7 éo) . Als Lipschitz-Konstante erhalten wir wegen
f(x) =2z € [4,6]:

1
5

1 1
1= (@ff@| =N~ @) <=1
——
€[4,6]
Fiir Voraussetzung b) rechnen wir nach:
25 3
f(xO)—Z—’?——Z
(1—-L)yr 4/5-1/2 4
= — — = 2
a(zo) 15~ 2= 2> /@l

2 _
Also konvergiert auch die Iterationsvorschrift z,, 1 = x,, — 2 T

Bemerkung 1.16

Statt fiir reelle Funktionen geht das Newton-Verfahren (bzw. die Iterationsvorschrift)
auch genauso gut fir f: R” — R". Wie zuvor erhalten wir eine (hoffentlich
bessere) Naherung an eine Nullstelle, indem wir f mit ihrer Jacobi-Matrix als
lineare Funktion approximieren und erhalten die Vorschrift

£ = x() _ Jf(l(n))il . f(z(”))-

Ein klassisches Beispiel hierzu ware die Berechnung von Extremalstellen einer
Funktion f : R® — R. Nach HMI 3 bendétigt man hierzu Nullstellen von
grad(f) : R — R™, welche man nach obigem annéhern kann.
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2 Lineare Gleichungssysteme

Bei der numerischen Berechnungen ist immer mit kleineren Fehlern zu rechnen.
Diese konnen unterschiedlichen Ursprungs sein:
a) Der Algorithmus selber ist ungenau, z.B.:
e Wir brechen irgendwann ab
e Der Computer kann nur bis zu endlich vielen Nachkommastellen
rechnen
b) Die Eingabe an sich ist bereits fehlerhaft, z.B.
e Durch vorherige Berechnungen (s. a) )
e Messfehler
e ungenaue Kingabe z.B. durch Gleitzahlen
Wegen b) wollen wir, dass numerische Verfahren /Fragestellung kleine Stérungen
in der Eingabe nicht noch (sehr) verschlimmern.
Beispiel 2.1

. N 0
Wir betrachten das LGS <0 1N
man leicht, dass kleine Anderungen in x zu groflen Veranderungen in b fiihrt
und umgekehrt. Man sagt, dass das Problem ist schlecht gestellt/konditioniert

ist.

> -x = b fiir ein grofles IV € R. Hier sieht

Um hier die Fehlerverstarkung abschétzen zu konnen, verwenden wir den
Begriff der Matrixnorm.

Definition 2.2 a) Eine Norm auf einem K-Vektorraum V (K = C oder R)
erfiillt folgendes fir alle v,w € V, A € K:

o || =0 <= v=0 (Definitheit)
o |[Mv|| = |A|||v]| (Homogenitét)
o |lv+w| < |||+ |w] (Dreiecksungleichung /Subadditivitét)

Fiir Matrizennormen fordern wir hier noch zusétzlich (falls A, B quadratisch
sind oder die “gleiche” Norm auf allen Vektorrdumen K"*" betrachtet

wird):
e |A-B| < |A|- Bl  (Submultiplikativitiit)
b) Zwei Normen || [|1, || - ||2 heiBen dquivalent, falls es Konstanten ¢, C' € Rxq
gibt mit:

¢ [lolly < lvllz < Cllofs.
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c¢) Eine Matrixnorm || - ||ar auf R™*™ heifit vertrdglich mit einer (bzw. zwei)
Vektornorm || - ||y auf R™ und R™, falls fiir alle x € R™ gilt:

[A - zllv < l[Allar - [[=]lv-

d) Eine Norm || - ||y auf R™ induziert eine Matrixnorm || - ||,, auf R™*" (und
genauso auch auf R™*™) via:

A'U 1%
Ml = sup 1AV Ay
vern\{oy IVllv  Jellv=1

Wenn die Norm klar ist, lassen wir in diesem Fall die Indizes bei den
Normen weg.

Bemerkung 2.3
a) Auf endlich-dimensionalen Vektorraumen sind alle Normen dquivalent.

b) Induzierte Matrixnormen sind submultiplikativ und vertréglich mit der
induzierten Norm.

Beispiel 2.4 a) Fiir die Vektornorm |v|j; := Y., |v;| ist die induzierte
Matrixnorm:
n n
Al = max [[4vfy = max SIS agul
o]l =1 ||v||11; ; v
n n
< max Y [vl-O_ laigl)
5 Jog =1 —
j= i=
=1
n
= max Z|am‘| (=grofite Spaltensumme)
j=1,...n i—1

Man sieht leicht, dass dieses Maximum tatséchlich fiir ein v = e; angenom-
men wird.

b) Ahnlich erhalten wir fiir die Maximumsnorm ||v|/s := max lv;| die
i=1,...,n

induzierte Matrixnorm:

n
[Allc = max [|Av|e = max Z\am\ (=Zeilensummennorm)
1 1=1,..n <
J=1

vlloo=

13



c¢) Fir die euklidische Norm ||v|2 := />, |v;]? erhalten wir:
|A|l2 = max ||A - v]|2 = max \/(Av, Av)
=maxVoTATAv = max VA

AeSpec(AT A)
wobei wir bei der letzten Gleichung den Spektralsatz verwendet haben, d.h.
AT A ist mit einer Orthogonalbasis diagonalisierbar (und hat tatséchlich
nur nicht-negative Eigenwerte).

Satz 2.5

Wir betrachten das LGS A -z = b bzw. das gestorte LGS A - % = b fir
A € GL,(K),b € K*. Wir haben also als Stérung ¢ := b — b € K" und
erhalten damit den Fehler Az = ¥ —z = A~ !e. Seien weiterhin || - || zueinander
vertrigliche Matrix-/Vektornormen. Dann erhalten wir als Abschétzung fiir
den relativen Fehler:

Az
|Az|| < w(A) - o

]l

]

wobei k(A) := ||A]| - ||A7!|| die Konditionszahl von A heifit.

Die Konditionszahl von A gibt also an, inwieweit sich relative Fehler in b (im
schlechtesten Fall) bei der Losung des LGS vermehren.

Beispiel 2.6

o e, 1 (0 . _ (1/N (0
In Bsp. ware fiir b = <O> JE 1= (5) bereits x = < 0 ) und Az = <N€>'

Fir alle Normen aus berechnet sich leicht k(A) = N? und als relativer

Fehler:
1Az _ o

[E

_ &
€= K,(A)W.

Bemerkung 2.7
a) Eine dhnliche Abschitzung erhélt man, wenn auch die Matrix A kleine
Fehler enthalt.

b) Wegen der Submultiplikativitit 1 = ||| = |A- A7!|| < k(A) kann die
Konditionszahl einer invertierbaren Matrix nie kleiner als 1 sein.
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Proposition 2.8
Sei || - || eine Norm auf R™ bzw. R™ bzw. ihre induzierte Matrixnorm.

a) Eine affine Abbildung ¢ : R" — R™, v+ A-v+ w ist Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante || Al|.

b) Sei f:R™ — R™ eine stetig differenzierbare Funktion mit ||J¢(x)|| < L
fiir alle x € R™. Dann ist fL-Lipschitz-stetig beziiglich || - ||, d.h. es gilt

If(v) = fw)| < L-|lv — wl.

Wir wollen nun den Banachschen Fixpunktsatz verwenden, um ein LGS
Ax = b schnell ndherungsweise zu losen. Ist B eine weitere leicht invertierbare
Matrix, z.B. in Diagonalgestalt, dann ist

Ar=b < (A—B+B)x=b <> Br=(B—-A)rx+b < z=(1-B'A)z+B""

Fiir S := (1 — B7'A) ist also nach Prop. ¢ :x+ Sz + B~'b genau dann
eine Kontraktion, wenn || S| < 1 gilt und wir erhalten wie in Satz einen
Fixpunkt und eine Losung des LGS.

Die einfachste Fall dies nachzupriifen ist mit der folgenden Definition:

Definition 2.9

Eine Matrix A € K™*" heifit strikt diagonaldominant, wenn in jeder Zeile der
Betrag des Diagonaleintrags grofier ist als die Summe der Betrédge der restlichen
Eintrage, d.h. es gilt fir alle i € {1,...,n}:

n

jaigl > Y ai, gl

j=Lj

Bemerkung 2.10
Eine strikt diagonaldominante Matrix ist invertierbar.

Beweisidee: Betrachte fiir ein « € Kern(A) den betragsgrofiten Eintrag z;
und zeige (A - z); > 0 falls z; # 0.
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Satz 2.11 (Jacobi-Verfahren)
Ist A € K™ strikt diagonaldominant, dann konvergiert das Iterations-Verfahren:

p(x")) = (T —=DA)-x™ + Db

fiir alle Startwerte x(9) € K" gegen eine Losung des LGS A -2 = b. Hierbei beze-
ichnet D := diag(ay1,...,an) die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrigen
von A.

Beispiel 2.12

3 2 0
Die Matrix A:= |1 5 2] ist wegen:
4 -1 7
3>240
5>142
7T>441
3 00 1/3 0 0
strikt diagonaldominant. Fir D= |0 5 0| siehtmanD'=| 0 1/5 0
0 07 0 0o 1/7
1
und damit erhalten wir fiir das LGS Ax = b mit b = | 2 | das Iterationsver-
3
fahren:
0 2/3 0 1/3
XD — (D' Ax™W +D =15 0 2/5|x™+|2/5
4/7 —1/7 0 3/7

Eine schnelle Probe am Computer liefert uns, dass dies tatséchlich z.B. fiir den
Startwert x(9) = 0 gegen die Losung des LGS konvergiert.
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Beim klassischen Losen eines LGS bringen wir durch Gauflen (in der HMI
1/LA 1) die Matrix A bzw. die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b) auf
obere Dreiecksgestalt. Die Gaufischritte selbst, konnen wir als Elementarma-
trizen beschreiben, wir erhalten also G- A = R wobei G die entsprechenden
Gauflschritte G = G, - ... - G darstellt und R eine obere Dreiecksmatrix ist.

Bis auf eventuelle Zeilenvertauschungen sind die einzelnen G; stets untere
Dreiecksmatrizen (wir addieren/subtrahieren nur oberhalb liegende Zeilen).
Fihren wir alle evtl. auftretenden Zeilenvertauschungen zu Beginn durch,
konnen wir also G = L~!P fiir eine Vertauschungsmatrix P und eine untere
Dreiecksmatrix L. Wir erhalten also:

P-A=L-R

Fiir eine Vertauschungsmatrix P, eine untere Dreiecksmatrix L und eine obere
Dreiecksmatrix R. Diese heifit LR-Zerlegung von A. Fir eine gegebene LR-
Zerlegen konnen wir also statt dem LGS Az = b, die beiden viel einfacheren
Probleme LRx = Pb <= Ly = Pb und Rz = y losen.

Beispiel 2.13
Fiur A := <1 2) erhalten wir

(3 2= D )

=:G1 =R
10

—A=G{'R=LR  mitL= <3 .

Das LGS Ax = (Zl> ergibt also die beiden Teilprobleme:
2

b
L- <Z;) = (b;) =y =brund 3y1 +y2 = by = y2 = b — 31

R ($1> = (y1> = 2xy=yund 21 + 222 =y = 1 =Y — 222
L2 Y2
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