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Kapitel 1

Matrizen und lineare
Gleichungssysteme

1.1 Matrizenkalkiil (Vektorraum M(n,m); Matrixmultiplikation;

Transposition; Spalten- und Zeilenvektoren)

Matrizen sind im Prinzip schon bei der schematischen Losung linearer
Gleichungssysteme mithilfe des Gaufischen Eliminationsverfahrens aufge-
taucht. Sie werden auch eine zentrale Rolle bei der Diskussion linearer
Abbildungen und insbesondere als Repriasentant von Ableitungen im Fall
von Funktionen mehrerer Verénderlicher spielen.

In diesem Abschnitt werden nach der Definition einer Matrix zunéchst
die wichtigsten Operationen mit Matrizen vorgestellt. Dabei handelt es
sich o.E. stets um reelle Matrizen. Alle Betrachtungen iibertragen sich
unmittelbar auf Matrizen mit beispielsweise komplexen Eintrégen.

Definition 1.1. n X m MATRIZEN

Es seien n, m € N. Ein n x m Koeffizientenschema (das ist nicht anderes
als eine Tabelle aus n Zeilen und m Spalten) der Form

ailr a2 ... QAim
- a1 @22 ... d2m
.]_17" 7m R— R—
(al])Z:l,...,n =A:= . . . y
ap1 Ap2 ... QApm

aij €ER firl <i<n,1<j<m, heifit etne n x m Matriz.

7
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Notation:

i) Konnen bzgl. der Zeilenzahl und der Spaltenzahl keine Missverstind-
nisse auftreten, so schreibt man oft abkiirzend (a;;) fir die Matriz.

i1) Die Menge der n x m-Matrizen wird mit M (n, m) bezeichnet; weitere
Bezeichnungen: R Rm<m,

Merke. Der Eintrag a;; steht in der i*" Zeile und in der j*" Spalte der
Matrix (a;;).

Bereits bekannte Beispiele.

i) Die Elemente des R™ (Spaltenvektoren) konnen als n x 1 Matrizen
aufgefasst werden:

x1

2 e Mmn, ).

|4
I

Ln

i1) Das Koeffizientenschema eines linearen Gleichungssystems (vgl. Gauf3-
sches Eliminationsverfahren, Teil I, Anhang A) ohne die rechte Seite
ist eine n x m Matrix.

Operationen mit Matrizen.

Eine Matrix (a;;) € M(n,m) kann mit einem Skalar A € R multipliziert
werden:
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)\(CLij) = )\

Aaq
Aagy

)\anl

a2
)

an2

Aai2
A2

)\ang

A1m
a2
U = Qay)

anm

>\a1m
>\a2m

Ay,

Ebenso einfach konnen zwei Matrizen (a;;), (b;;) € M(n,m) addiert wer-

den:
a1 a2
a21 A22
(aij) + (bij) = .

An1 Ap2

a1 + bn

an1 + bnl Ap2 + bn?

Die Nullmatrix (0) ist

und man setzt

A1m
aom

anm

a2 + b2
a1 + ba1  age + by

bll b12 blm
b21 b22 b2m

bnl bn2 bnm

A1m + blm
Aom + b2m

e M(n,m)

(aij) — (aij) == (aij) + (—ai;) = (0) .

Mit diesen Bemerkungen kann schlieflich leicht verifiziert werden:
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Die Menge der n x m Matrizen M (n,m) ist ein Vektorraum (hier iiber R)
im Sinne von Teil I, Definition 9.1.

Multiplikation von Matrizen.

Matrizen mit zueinander passenden “Formaten” konnen multipliziert
werden:

Definition 1.2. MATRIXPRODUKT

Es seienn, m,l € N und A € M(n,m), B € M(m,l), d.h. die Spaltenzahl
der Matrixz A sei gleich der Zeilenzahl der Matrix B.

Dann ist das Matrizprodukt AB per definitionem die Matrix

C = (ci))51mn € M(n,1)

5o

deren Eintrag in der i Zeile (i = 1,... n) und der j°" Spalte (j = 1,...,1)

gegeben st durch
m
Cij = Zaikbkj .
k=1

Merkregel.

i) Das Produkt der i Zeile der Matrix A mit der j*" Spalte der Matrix
B (gemaB > )" | a;ixbi;) ergibt den Eintrag in der i*" Zeile und der j'"
Spalte der resultierenden Matrix C.

i1) Schematisch sieht das wie folgt aus:
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a11 a2 ... Qim
T 1 by ... by bu
bar . ba; b
ait A2 .. Qim ) )
bml bmj bml
an1 Qp2 ... Apm
c11 ... Clj ... (]
= Ci1 Cij Cil
Cn1 --- Cpnj .. Cpi
Beispiele.
i) Es seien
1 21
A = <2 1 2> e M(2,3),
0 1 20
B = 1 0 01 ]eM(34).
3 -1 -1 0
Dann ist
501 2
AB = (7 0 9 1) e M(2,4).
i1) Es bezeichne [, die quadratische m x m Einheitsmatrix,
100 ... 000
010... 000
I =1 + ¢ Do ;
000... 010
000 001
d.h. die Eintragungen a;;, © = 1, ..., m, auf der Hauptdiagonalen sind

1, alle anderen Eintragungen sind O.
Fir A € M(n,m) ist AL, € M(n,m) und es gilt
Al,=A.
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Fir A € M(n,m) ist I,A € M(n,m) und es gilt

I,A=A.

i17) (a) Eine Matrix A = (a;;) € M(n,m) kann mit einer m x 1 Matrix,
d.h. mit einem Vektor x € R” multipliziert werden.

Das Ergebnis ist ein Vektor im R":

m
aj;p a2 ... Qaim Ty Zkzl 1Tk
a21 Q22 a2 4p) Zm 2k T}
- m _
Ax = . . = =t
m
Ap1 Ap2 .. Qpm Tm Zk:l AnkTE
~ TV < TV - ~ TV -
€M (n,m) eR™ €Rn

(b) Dementsprechend kann das lineare Gleichungssystem (vgl. wieder
Gauflsches Eliminationsverfahren, Teil I, Anhang A)

anry + apry- -+ amT, = b
a91%1 + A29%2 * + + + Ao Ty, = bo
Ap1T1 + Qp2Z2 -+ - + ATy, = bn

in der Schreibweise

a1;p a2 ... Qaim Iy b1
a1 Q29 ... A9m I9 bg

Ax = . = =b
anl Ap2 .. Qpm T b,

formuliert werden.

(¢) Eine sogenannte lineare Abbildung L: V' — W von einem Vektor-
raum V in einen Vektorraum W ist durch die Eigenschaften

Lu+v) = L(u)+ L(v) fir alle u, veV ,
L(A\v) = AL(v) firalle veV, AeR

gekennzeichnet.
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Lineare Abbildungen f von R nach R sind durch eine reelle Zahl
a € R charakterisiert (siche Ubungskapitel 3.3): Fiir alle z € R
1st

f(x) =ax.
Analog ist fiir A € M(n,m) die Abbildung F: R™ — R",

x — F(x) := Ax

eine lineare Abbildung.

Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation.

Es seien A, B, C' Matrizen und A € R. Dann gilt:

i) (A+ B)C = AC + BC (Distributivgesetz);
it) A(B+C)=AB+ AC (Distributivgesetz);
iii) A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz);
iv) A(AB) = (MA)B = A(AB).

Ubung. Wie miissen in den einzelnen Regeln jeweils die Zeilen- und
Spaltenzahlen gew#hlt sein, damit die Aussagen sinnvoll definiert sind?

Vorsicht. Es iibertragen sich nicht alle bekannten Regeln der Multiplika-
tion etwa reeller Zahlen.

Beispielsweise sei

A:(;i)eM(Q,LR), B:( 2 4)6M(2,2,R).

Dann gilt
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10 20
BA_<—5 —10) '

i) Aus AB = (0) kann im Allgemeinen nicht gefolgert werden, dass A
oder B eine Nullmatrix ist.

es 1st aber

Mit anderen Worten:

i1) Im Falle quadratischer Matrizen (n = m), bei denen sowohl das Pro-
dukt AB als auch das Produkt BA definiert ist, kann kein Kommu-
tativgesetz gelten.

Transposition von Matrizen.

Eine weitere wichtige Operation mit Matrizen ist die Transposition. Dabei
werden die Zeilen und Spalten einer Matrix vertauscht, d.h.: Ist

alp aig ... Qim
as1 Q929 ... A9y
A= _ _ € M(n,m),
ap1 Gp2 ... Apm
so heifit
ail as1 ... an1
a2 az2 ... dp2
AT .= . , _ € M(m,n) ,
A1 A2 - .. Qpm

die zu A transponierte Matrix.

Beispiele.

i) Essei A € M(3,2),

Dann ist
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i1) Im Spezialfall eines Spaltenvektors x € M (n, 1),
T
X = 5612 cR",
.

produziert die Transposition einen Zeilenvektor

XT:(.CL'lZUQ :Un)ZXEM(l,n).

iii) Das Skalarprodukt (vgl. Teil I, Kapitel 9.2) zweier Vektoren x, y € R"
kann somit auch als

1
n

xy)=y'x= (v tn) x:Z =
- k=1

geschrieben werden.

Rechenregeln.

i) Man erkennt sofort fiir A, B € M(n,m) und XA € R:

(a) (A+ B)f = AT + BT
(b) (AA)T = AAT;
(c) (AN = A.

it) Fir A € M(n,m) und B € M(m,l) ist das Matrizenprodukt AB €
M (n, 1) definiert.
Wegen BT € M(l,m) und AT € M(m,n) ist aber ebenso die Bildung
BTAT € M(I,n) erlaubt und es gilt (siche Ubungskapitel 1.4)

(AB)T = BTAT .
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Betrachtet man Matrizen mit komplexen Eintrégen, a;; € C,i =1, ..., n,
j=1, ..., m, so geht man zur adjungierten Matrix iiber:
A* = AT

wobei A die Matrix mit den konjugiert komplexen Eintrigen bezeichnet —
dementsprechend heifit A die konjugierte Matrix.

Ersetzt man auf der rechten Seite der Regel i), (b) die komplexe Zahl
A durch die konjugiert komplexe Zahl A\, so ergeben sich die obigen
Rechenregeln ansonsten unverandert.

Beispiel. Motiviert ist der Ubergang zur Adjungierten beispielsweise durch
das so genannte Hermitesche Skalarprodukt fiir komplexe Vektoren

z, weC'"=CxCx-.-xC.

n—mal
Mit der Definition
n
<Z7 W> = E*Z = ZEWE
k=1
fiir alle
<1 w1
< w
z=| 7 |lec, w=| " |ec
Zn W,
ist insbesondere
n
|zl =z'z=(z.2) = ) |al.
k=1

Man beachte im komplexen Fall (z, w € C", A € C):

(z,w) = (w,z), (2, \w)=A\z,w).
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1.2 Zur Losbarkeit linearer Gleichungssysteme (homo-
genes und inhomogenes System; Superposition von Lésungen; Struktur der
Losungsmenge; Kern einer Matrix; Rang einer Matrix; erweiterte Matrix;

Dimensionsformel)

Das Gaufsche Elimationsverfahren zur expliziten Losung (falls existent)
linearer Gleichungssysteme ist bereits mehrfach angesprochen.

Nun geht es um die systematische Untersuchung der Frage nach der
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sowie um die Struktur der
Losungsmenge.

Im Folgenden werden wieder beispielhaft lineare Gleichungssysteme mit
reellen Koeffizienten betrachtet.

Firn,me N,n <mund 1 <:<n,1<j<mseien a; und b; € R
fixiert. Zu diesen Daten ist

anry + apry- -+ amT, = b
2171 + AT - + ATy = by
An1T1 + 22 - - + ATy, = bn
ein lineares System aus n Gleichungen in m Unbekannten x1, ..., x,,.

Ist A = (a;;) € M(n,m) die Koeffizientenmatrix und b € R" der Vektor
b1
, so lautet die dquivalente Matrixschreibweise
bn

Ax=Db.
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Homogenes versus inhomogenes System.

i) Beim homogenen System verschwindet die rechte Seite:
Ax=0.
Beobachtung.

(a) Das homogene System ist immer l6sbar, ndmlich mit der trivialen
Losung x = 0:
A0=0.

Es bleibt die Frage nach der Existenz bzw. nach der Menge nicht-
trivialer Losungen.

(b) Aufgrund der Linearitit des Systems gilt das Superpositionsprin-
zip, d.h. die Summe von zwei Losungen und das Vielfache einer
Losung sind ebenfalls Losungen.

Denn: Gilt fiir x € R™ und fir y € R™
Ax=0 und Ay=0,
so folgt fiir z = Ax + Aoy, A1, A2 € R,
Az = A(hx + Ay) = MAX + Ay = M0+ X0 =0

und z ist gleichfalls Losung des homogenen Systems.

i1) Beim inhomogenen System ist eine Losung von
Ax=b#0

gesucht.

Beobachtung.

(a) Der Nullvektor ist keine Losung des inhomogenen Systems.

Hier stellt sich die Frage, ob bzw. fiir welche b € R" eine Losung
existiert und wie die Losungsmenge aussieht.
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(b) Beim inhomogenen System ist die Summe von zwei Losungen
keine Losung (analog das Vielfache einer Losung):

Aus x € R™ und y € R™ mit

(c) Es gilt jedoch:

Ist x eine Losung des homogenen Systems Ax = 0 und ist y eine
Losung des inhomogenen Systems AX = b, soist z=x+y eine
Losung des inhomogenen Systems:

Az = A(x+y)=Ax+Ay=0+b=b.

Die obigen Beobachtungen werden zusammengefasst in

Satz 1.1. STRUKTUR DER LOSUNGSMENGE

i) Die Menge der Lisungen des homogenen Systems Ax = 0 ist ein
Unterraum des R™, genannt der Kern der Matrix A.

Notation: kern A.

Entweder ist kern A = {0} oder es existiert eine natirliche Zahl 1 <
k <m mit dim (kern A) = k.

In zweiten Fall existiert eine Basis (xV,x® ... x®) von kern A und
die Menge aller Losungen des homogenen Systems ist gegeben durch

k
x, =Y AxY ., NeER, i=1.. k.
j=1

Bezeichnung: x;, heifst die allgemeine Lésung des homogenen Systems.
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i1) Es sei x, (irgend-) eine Lisung des inhomogenen Gleichungssytems

Ax = b.

Dann heifit x, eine spezielle Losung und
X=X, T+Xp

st die allgemeine Losung des inhomogenen Systems.

Bemerkungen.

i) ,Allgemeine Losung” bedeutet in beiden Féllen:

Fiir beliebige J\; ist eine Losung gegeben, und jede Losung ist von
dieser Form.

i1) Kennt man also alle Losungen des homogenen Systems und nur eine
Losung des inhomogenen System, so kennt man alle Losungen des
inhomogenen Systems (siehe auch Ubungskapitel 1.4).

Der Rang einer Matrix.

Satz 1.1 beantwortet zwar die Frage nach der Struktur der Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems, die Existenz nicht-trivialer Losungen im
homogenen Fall bzw. spezieller Losungen im inhomogenen Fall wird im
Satz jedoch nicht angesprochen.

Idee. Man schreibe die Matrix A € M (n,m) formal als Zeile aus Spalten-
vektoren (vgl. Ubungskapitel 1.4):

A=@Ya® . a™)y  aleR", j=1, ..., m.
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Hier ist fiir jedes fixierte j =1, ..., m
ai;
al) = a?j cR".
i
Weiterhin sei (e(V),e®, ... e(™)) wie iiblich die kanonische Basis des R™.
Dann gilt fiir alle j =1, 2, ..., m (nachrechnen!)
Ael) = ali)

Identifiziert man, wie oben bereits angesprochen, die Matrix A mit der
linearen Abbildung
F(x) = Ax,

so bedeutet das:

Die Bilder F'(e')) der kanonischen Basisvektoren sind genau die Spalten-
vektoren der Matrix A.

Nun kann jeder Vektor x € R geschrieben werden als

X1

|4
I

m
:ijgm, SUjER,j:L...,m,
Tm J=1

d.h. . .
Ax = Z xjAg(j) _ Z xja(j) _
j=1 j=1

Damit das System
Ax=Db

losbar sein kann, muss es also Koeffizienten z;, 1 = 1, 2, ..., m, geben (die
Unbekannten), sodass
m
b = E xja(j) .
j=1
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Mit anderen Worten: b muss eine Linearkombination der Spaltenvektoren
al) der Matrix A sein.

Zusammenfassung. Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau
dann 16sbar, wenn

b € Spann (att), ... a™)

was dquivalent ist zu

Spann (g(l), . ,g(m)) = Spann (g(l), ,alm b).

Definition 1.3. RANG EINER MATRIX

Es seien A € M(n,m) und b € R".

i) Der Spaltenrang oder der Rang der Matrixz A ist die mazximale Anzahl
linear unabhdngiger Spaltenvektoren von A.

Notation: rg A.

i1) Dien x (m+ 1) Matrix

aip a2 ... Qaim bl
as1 a99 ... A9m bg
anl Qp2 ... Qpm bn

heifit erweiterte Matrix.

Schreibweise:
ai; a2 ... Gy | by
(A‘h) — a?1 a?Q e a?m b'g
anl QAp2 ... Qpm | bn

Mit Definition 1.3 liest sich obige Zusammenfassung als
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Satz 1.2. KRITERIUM ZUR LOSBARKEIT

Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann [0sbar, wenn gilt

rg A=rg (Alb) .

Beispiel. Es sei n = m = 2 und

().

Dann ist rg A = 1, ebenso ist
12[3) _,
1237
12\ (3
12 )% 3
ist l6sbar (wie lauten die Losungen?).
1 2|1
w(1h)-2
12\ (1
12 )%\ 2

ist nicht l6sbar (ausprobieren!).

das System

Dahingegen ist

das System

Bemerkungen.

i) Analog zum Spaltenrang kann der Zeilenrang einer Matrix A definiert
werden. Wegen (siche Ubungskapitel 1.4)

Zeilenrang A = Spaltenrang A

(a) spricht man einfach vom Rang einer Matrix (siehe Definition 1.3);

(b) folgt insbesondere
rg A < min{n,m} .
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i1) Der Rang einer Matrix kann auch nach einer Umformung auf Zeilen-
stufenform (vgl. Gauisches Eliminationsverfahren, siehe Ubungskapi-
tel 1.4) abgelesen werden.

Die eingangs gestellten Fragen beantwortet abschlieSend

Satz 1.3. DIMENSIONSFORMEL

FEs set A € M(n,m). Dann sind die folgenden Aussagen richtig:
i) Es gilt die Dimensionsformel
dim (kern A) +rg A=m..
i1) Ist das homogene Gleichungssystem Ax = 0 unterbestimmt, d.h. ist

n < m (weniger Gleichungen als Unbekannte), so hat es stets nicht-
triviale Losungen.

iii) Ist n = m, so ist das lineare Gleichungssystem Ax = b fir jede rechte
Seite b genau dann eindeutig losbar, wenn rg A = n.

1.3 Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme — li-
neare Ausgleichsprobleme (Residuum; Methode der kleinsten

Quadrate; Ausgleich nach Tschebyscheff; Normalgleichung)

In diesem Paragraphen wird eine typische Anwendung vorgestellt, die auf
ein iiberbestimmtes (n > m, mehr Gleichungen als Unbekannte) lineares
Gleichungssystem fiihrt.

Ein Beispiel zur Motivation.

Eine quadratische GesetzméBigkeit der Form

f(x) = a1 + asx + as?
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soll experimentell gefunden werden, d.h. mithilfe von k£ experimentellen
Messungen zu gegebenen Daten x; und mit gemessenen Werten y, = f(x)
sollen die unbekannten Parameter a;, as, ag € R bestimmt werden.

Aufgrund von Messfehlern ist es sicherlich nicht angeraten, die gesuchten
Parameter a1, as und a3 nur mit Hilfe von drei Messungen bestimmen zu
wollen. Man wird eher eine Vielzahl von Messungen heranziehen.

Betrachtet man als einfaches Beispiel vier Messungen mit den Datenpaaren
(xk,yk), k = 1, ceey 4,

|01 2 3
ye |01 1 4/37
so kann die Aufgabe, die Parameter a;, ¢ = 1, 2, 3, zu bestimmen, als

lineares Gleichungssystem in den a; als gesuchte Grofien formuliert werden:

2
1 z; x7 Y1
1 xo a2 “ Y2
5 a, | =: Aa= Ny .
1 z3 a3 Y3 =
2 as
1 x4 x3 Ya

Man erhélt in diesem Beispiel vier Gleichungen in den drei Unbekannten
ai, az, as.

Die Aufgabe ist also in der Regel nicht exakt losbar, was wegen
evtl. Messfehler auch nicht erwartet werden kann.

Um dennoch ein quadratisches Polynom als Gesetzméafigkeit moglichst gut
an die Daten anzupassen, wird das Residuum r (in gewissem Sinne die
»Abweichung von der Exaktheit”) betrachtet:

r:=Aa-y.

Dieses Residuum soll moéglichst klein gemacht werden, wobei ,,moglichst
klein” auf unterschiedliche Arten gemessen werden kann:
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i) Versucht man, die Euklidische Norm

1

(i@)? = el

1=1

zu minimieren, so spricht man von der Methode der kleinsten Qua-
drate.

i1) Die Minimierung von
max |r;] = [zf|oc
heifit der Ausgleich nach Tschebyscheft.
ii1) Allgemein lautet die Aufgabe,
Izl = |Aa — y|

bzgl. einer gegebenen Norm zu minimieren, ein lineares Ausgleichs-
problem.

Die allgemeine Problemstellung.

In Anlehnung an das Beispiel sei A € M(n, m,R),n >m € N,y € R" und
fiir alle a € R™ sei

r(a)=Aa-y.

Weiter betrachte man im Folgenden den Fall ||-|| = || - ||2, d.h. die Methode
der kleinsten Quadrate.

Fiir alle b € R™ ist mit der Notation c := b — a

r(b) = r(a+c)
Ala+c)—y
= r(a)+ Ac.
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Es ergibt sich

le®)|* =

b "r(b)
+ Ac)’ (r(a) + Ac)

I> + r(a)" Ac + (Ac)"r(a) + || Ac|?
I> + (r(a), Ac) + (Ac,r(a)) + ||Ac|”
1>+ 2(Ac, x(a)) + ||Ac|®

1> +2¢" (A'r(a)) + || Ac|® . (1)

[l
5
o I
SN—

I
= = =
N N N N
v v v |
S— N N T

Ist nun einerseits rg A = m, was nach der Dimensionsformel aus Satz
1.3 (siehe Ubungskapitel 1.4, vgl. auch die Uberlegungen zum Spaltenrang
einer Matrix)

|Ac|* >0 fiirc#0

impliziert, und gilt
A'r(a) =0,

so folgt fiir alle b € R, b # a,

lx(b)|I” > [[x(a)]* .

Mit anderen Worten: Ist
A'r(a) =0, (2)

so minimiert a das Residuum nach der Methode der kleinsten Quadrate.

Umgekehrt folgt aus (1) auch, dass ein Minimierer der Gleichung (2)
genigen muss:

Wiére fiir einen Minimierer a nimlich ATr(a) # 0, so existierte ein Vektor
¢ € R™ mit ¢’ ATr(a) = —1 und demnach fiir beliebiges ¢ > 0

(c¢)' A'r(a) = —¢.

Aus (1) folgte dann

lx(a +eg)l* = [lx(a)]* — 2 + || A¢|?
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und damit fiir hinreichend kleine € > 0
lr(a+ec)| <|x(a)l,

mit anderen Worten ein Widerspruch zur Minimalitét von a.

Schlieflich wird die Gleichung (2) noch umformuliert,
A'r(a)=0 & A'(da-y)=0
& ATda= A"y,

und man definiert

Definition 1.4. NORMALGLEICHUNG

Es sei A€ M(n,m,R), n>m,rg A=m undy € R".

Dann heif§t das lineare Gleichungssystem
ATAa = A"y

die Normalgleichung des linearen Ausgleichsproblems.

Aus rg A = m folgt rg ATA = m (vgl. Ubungskapitel 1.4) und daraus
wiederum die eindeutige Losbarkeit der Normalgleichung;:

Satz 1.4. METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Unter den Voraussetzungen aus Definition 1.4 hat das lineare Ausgleichs-
problem nach der Methode der kleinsten Quadrate eine eindeutige Losung,
die sich aus der Normalgleichung berechnen lisst.

Bemerkung. Bei numerischen Berechnungen ist die Normalgleichung oft
mit Vorsicht zu betrachten, da sich Rundungsfehler sehr stark auf das
Ergebnis auswirken kénnen. Dies wird spéter nochmals aufgegriffen.
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Zuriick zum Beispiel.

In diesem speziellen Fall ist

1 ? [1) 1 111
A= ., AT=(0123],
b2 0149
1 39
und man berechnet
4 6 14 10/3
AtA=1|( 6 1436 |, Aly=| 7
14 36 98 17
Die Losung der Normalgleichung
4 6 14 aq 10/3
6 14 36 as | = 7
14 36 98 as 17
lautet
1 9 1
a1 = 15 ) ay = 10 ) as = )
als Losung des Ausgleichsproblems findet man (vgl. Abbildung 1.1)
1 9 1,
e TR

Passt man mit der Methode der kleinsten Quadrate eine Gerade an die
Daten an, so ergibt sich im Beispiel

10
1 r (1111
A=y 4 _(01_23)’
1 3

und man berechnet
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0.51

£

0 1 2 3
X

Abbildung 1.1: Das obige Ausgleichsproblem nach der Methode der kleinsten Quadrate.

Die Losung der Normalgleichung

(o) () =)
_ T2l

lautet nun
aq 5 s
als Ausgleichsgerade findet man (vgl. Abbildung 1.2)

151
[
1 &
0.5
0 1 2 3

Abbildung 1.2: Die Ausgleichsgerade nach der Methode der kleinsten Quadrate.

7T 2
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1.4 Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1.

i) Es seien A € M(ny,n2), B € M(ng,ny) und C' € M(ns,ng). Unter
welchen Bedingungen an die n; € N, ¢« = 1, ..., 6, ist das Matrizen-
produkt

BTCAT

definiert? Welche Zeilen- und Spaltenzahl hat diese Matrix?

it) (a) Finden Sie eine Matrix A € M (?7,7) mit

A<(1) é>:

(b) Gibt es eine Matrix A € M(2,3) mit

=N

0
1
0

01 100
11 )JA=10101]7?
10 101

Aufgabe 2. Zeigen Sie die obigen Rechenregeln fiir die Matrixmultiplika-
tion und geben Sie dabei die richtigen Zeilen- und Spaltenzahlen an.

Aufgabe 3. Zeigen Sie die obigen Rechenregeln fiir die Transposition von
Matrizen.

Aufgabe 4.

i) Eine Matrix B € M(m,l), m, I € N, kann als Tupel von Spaltenvek-
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toren geschrieben werden:

bir bz ... Dby
B b?l b?Q . 5?1 _ (b(l) b .
but bus - b
wobei fiir alle 2 =1, ..., [ gesetzt ist:
by
pd— | 2 | erm
bu

Zeigen Sie fiir A € M (n,m):
AB = (AbY Ab® ... AbY) e M(n,1)

Eine Matrix B € M(n,m) kann auch in der Form (b

..n)

mit Zeilenvektoren

BN = (b bio - bom)

1 =1, ..., n, geschrieben werden.

0 cgm 1.

Bestimmen Sie, ohne die Eigenschaft “Zeilenrang = Spaltenrang” zu

zitieren, die maximale Anzahl linear unabhingiger Spaltenvektoren
und die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren fiir die

Matrizen

_— N W
S Ot
=~ ot O
&
I
— =W N

_ O = =
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Aufgabe 5. Es seien n, m € Ny n <m, A€ M(n,m) und b € R". Weiter
sei (fiir ein k < m) (x1,x®, ..., x"*)) eine Basis von kern A.

Mit ygl) und yf) seien zwei spezielle Losungen des inhomogenen Systems

Ax = b bezeichnet (falls existent) und es seien

k
Li = {xeR": x=y"+> AxV N eR, i=1,2,.. k},
=1

Ly = {gERm: X:X(Q)—i—z,ujg(j), ;i € R, izl,Z,...k}.

Zeigen Sie: Ly = L.

Aufgabe 6.* Man betrachte die Matrix

A (au a1 a13) € M(2.3)

o1 Q22 Q23

und zeige in diesem Beispiel, dass der Spaltenrang gleich dem Zeilenrang
ist.

Aufgabe 7. Fiir n, m € N, betrachte man Vektoren at), 1 < j < m und
b € R™. Zeigen Sie:

b € Spann (g(l), . ,g(m))
& Spann (E_l<1), . ,g(m)) = Spann (a(l), s ,Q(m)> b) .

Aufgabe 8. Es sei a € R fixiert und

1 -1 0
A=|a 01 ) eM@33).
1 12
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i) Bestimmen Sie rg A.

i1) Wie lautet die allgemeine Losung des homogenen Gleichungssystems
Ax =07

ii7) (a) Gibt es ein b € R?, sodass das lineare Gleichungssystem Ax = b
keine Losung hat?

(b) Gibt es ein b € R3, sodass das lineare Gleichungssystem Ax = b
eine eindeutige Losung hat?

Aufgabe 9.
i) Geben Sie eine Matrix A € M(6,4) an mit dim (kern A) = 3.

i1) Man betrachte die Matrizen

1 2 1 23

Az(éié),B: 34|, C=1321
5 6 111

Sind die linearen Gleichungssysteme Ax = b, Bx = b, Cx = b

(x € R¥ b e ]Rl) fiir jede rechte Seite b 16sbar? Wie sind dabei & una
[ zu wahlen, damit die Ausdriicke definiert sind?

Aufgabe 10. Es sei a € R fixiert und
1 2
A= (3 a) € M(2,2) .

Fiir welche b € R? ist das lineare Gleichungssystem

Ax=Db

losbar? Ist die Losung (falls existent) eindeutig?
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Aufgabe 11.

i) Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrizen mithilfe des Gauf3-
schen Eliminationsverfahrens. (A € R fixiert)

11
11
3 4

Ot = =
e e
S = =
[
N NN
_ W
(@l NN V)
> = W
> O O

i1) Was ist jeweils die Dimension des Kerns?

Aufgabe 12.* Es sei n > m, A € M(n,m) und rg A = m. Zeigen Sie:
i) |1Ax[| > 0 < x # 0.
ii) rg (ATA) = m.

Aufgabe 13. Betrachten Sie die Daten

x| -1 0 1
yi| 0 1 2

2

5 -

i) Es sei f(x) = a; + agr. Bestimmen Sie aj, as nach der Methode der
kleinsten Quadrate zu diesen Daten.

ii) Es sei f(x) = a; + asx + asx®. Bestimmen Sie aj, as, az nach der
Methode der kleinsten Quadrate zu diesen Daten.

Aufgabe 14. Vollziehen Sie die Rechnungen dieses Kapitels mithilfe Ihres
Computeralgebrasystems nach.



36

Kapitel 1. Matrizen und lineare Gleichungssysteme



Kapitel 1. Matrizen und lineare Gleichungssysteme 37

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 6. Der Spaltenrang muss in diesem Beispiel kleiner oder gleich
zwei sein (im R? gibt es hochstens zwei linear unabhingige Vektoren).

Ist der Spaltenrang gleich 0, so sind alle Eintragungen Null und die
Aussage ist trivial.

Nun sei der Spaltenrang gleich 1. Dann kann die Matrix geschrieben werden
als (0.E. seien der zweite und der dritte Spaltenvektor linear abhéngig vom
ersten)

A:(all aaiy 5%1) 7 a, BER.

a21 Qa2 56121

Damit sind die Zeilenvektoren (die Transponierten)

1 1
a1 « ) a21 o )
5 B

linear abhéngig und der Zeilenrang ist ebenfalls gleich 1.

Ist der Spaltenrang gleich 2, so folgt die Aussage analog.

Aufgabe 12. i) und 7). Nach der Dimensionsformel aus Satz 1.3 ist
kern A = {0}, d.h. fiir alle x € R™, x # 0, ist Ax # 0, d.h. wiederum

|Ax|* = xTATAx > 0.

Wire kern AT A # {0}, so gibe es ein x € R™, x # 0, mit AT Ax = 0 und
folglich ||Ax||?> = 0, was zu einem Widerspruch fiihrt.

Die Dimensionsformel zeigt schlieBlich rg AT A = m. O
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Kapitel 2

Quadratische Matrizen — Inverse und
Determinante

In diesem Abschnitt sei A € M (n,n) stets eine quadratische n x n Matrix.
Fiir nicht-quadratische Matrizen ergeben die folgenden Betrachtungen
keinen Sinn.

2.1 Invertierbare Matrizen (regulidre und singulire Matrizen; Drei-

ecksmatrizen; LR-Zerlegung; Cholesky-Zerlegung)

Zunéchst wird der Frage nachgegangen, ob und wann zu einer gegebenen
Matrix A € M(n,n) eine inverse Matrix A~! existiert, wobei A~ per
definitionem bedeutet:

ATA=AA1=1,.

Man startet mit einer

Beobachtung. Existiert eine solche Matrix, so ist das lineare Gleichungs-
system Ax = b fiir jede rechte Seite eindeutig losbar.

Es gilt ndmlich in diesem Fall

Ax=b & x=A"'b.

Insbesondere folgt nach Satz 1.3 aus der Existenz einer inversen Matrix
rg A =n.

39
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Die Umkehrung ist auch richtig:

Satz 2.1. EXISTENZ EINER INVERSEN

Fine Matrix A € M(n,n) besitzt genau dann eine inverse Matriz (diese
ist, falls existent, immer eindeutig bestimmt), wenn A den mazimal
maoglichen Rang rg A =n hat.

Dann heifst die Matriz requldr oder invertierbar.

Ist die Matrix nicht requldr, so heifit sie singuldr.

Beispiel. Es sei

A:(‘C‘ 2>EM(2,2).

Man verifiziert sofort im Fall ad — bc # 0

AAY=1L mit A'= ! ( d_b>.

ad —bc \ —c a

Die Bedingung ad —bc # 0 ist wiederum &quivalent dazu, dass die Vektoren

a b
(2) = (3)
linear unabhingig sind (vgl. Ubungskapitel 2.3), was genau der Aussage

des Satzes entspricht.

Eigenschaften. Es seien A, B € M (n,n) regulire Matrizen. Dann gilt
i) (A7) =4
i) (AT)1 = (A7

iii) (AB)"' = B~1AL.
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Explizite Berechnung.
Die Inverse einer reguldren Matrix kann mithilfe des Gaulschen Elimina-
tionsverfahrens explizit berechnet werden, wie hier anhand eines Beispiels

illustriert werden soll.

Man betrachte dazu die regulidre Matrix

1
3
1

S NN

3
1
1
und ergénze diese um die Einheitsmatrix:

1 23
321
1 01

o O =
O = O
_ o O

Durch elementare Zeilenumformungen soll nun auf die Gestalt

1 0 0lenn a2 e
0 1 O Co1 Co2 (23 (1)
001 C31 C32 (33

transformiert werden.
Ist C' die Matrix (c;;) aus (1), so ist C' = AL

Im Beispiel zieht man etwa von der zweiten Zeile das Dreifache der ersten
ab und dividiert das Ergebnis durch (—4). Von der dritten Zeile zieht man
die erste ab und dividiert durch (—2):

12 3| 1 0 0
01 2/3/4 -1/4 0
01 1/1/2 0 —1/2

Jetzt kann beispielsweise das Zweifache der zweiten Zeile von der ersten
abgezogen werden und von der dritten Zeile wird die zweite abgezogen. Mit
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(—1) multipliziert ergibt sich
10 —1/-1/2 1/2 0
01 2 3/4—-1/4 0
00 1| 1/4 —1/4 1/2

Schliefllich wird die dritte Zeile zur ersten addiert und das Zweifache der
dritten Zeile von der zweiten abgezogen. Man erhélt die gesuchte Form

100|-1/4 1/4 1/2
010 1/4 1/4 -1
00 1] 1/4 —1/4 1/2

Man verifiziert sofort mit einer Probe
1

~1/4  1/4 1/2 12 3
1/4 1/4 -1 |=(321
1/4 —1/4 1/2 101

LR-Zerlegung invertierbarer Matrizen.

Fiir regulare Matrizen sind so genannte Dreieckszerlegungen wegen ihrer
numerischen Effizienz von besonderem Interesse, wenn beispielsweise ein
Gleichungssystem fiir verschiedene rechte Seiten zu losen ist.

Unter einer L R-Zerlegung einer reguldren Matrix A versteht man eine Zer-
legung der Form

1 0o ... 0 0 ™M1 T2 ... Tin

[ 1 ... 0 0 0 . n
A=LR=| " | o CEe

lnl lnz cen ln(nfl) 1 0 0o ... T'nn

Wie eine solche Zerlegung mithilfe des Gaufischen Eliminationsverfahrens
gewonnen werden kann und wie damit lineare Gleichungssysteme gelost
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werden konnen, soll hier ebenfalls exemplarisch anhand eines Beispiels
illustriert werden.

Es sei dazu

I

I
— W
_— NN
N — W

Wie iiblich wird A mit Hilfe von elementaren Zeilenumformungen trans-
formiert — zunéchst ohne Zeilenvertauschungen (vgl. Bemerkung ¢) unten).

Man merkt sich hier jedoch die entsprechenden Vorfaktoren und es wird
wie folgt umgeformt.

i) Von der zweiten und der dritten Zeile werden jeweils Vielfache der
ersten Zeile abgezogen, um in den ersten Eintrdgen eine Null zu pro-
duzieren.

i1) Statt der fithrenden Nullen fiigt man die Faktoren, mit denen die erste
Zeile multipliziert wurde, in das Schema ein.

Dabei wird das Vorzeichen beachtet: Addiert man ein Vielfaches der
ersten Zeile, so wird dies mit einem negativen Faktor beriicksichtigt.

i77) In der dritten Zeile produziert man zwei fiithrende Nullen, indem ein
entsprechendes Vielfaches der zweiten Zeile nach i) abgezogen wird,
wobei die Eintrége aus i7) nicht berticksichtigt werden.

iv) Analog zu i) wird der fehlende Faktor eingetragen.

Konkret bedeutet das im Beispiel:

Von der zweiten Zeile wird dreimal die erste Zeile abgezogen und die 3
wird statt der 0 ins Schema eingetragen.

Von der dritten Zeile wird die erste (einmal) abgezogen, die 1 ersetzt nun

die 0O:
1 2 3

3 —4 -8
1 -1 -1
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Schliefllich ist von der dritten Zeile ein viertel der zweiten Zeile abzuziehen,
wobei die rot markierten Eintrdge unverdndert bleiben.

Man merkt sich das viertel wiederum und gelangt zu

1 2 3
3 —4 —8
11/4 1

Die schwarzen Eintréage des Ergebnisses bilden eine rechte obere Dreiecks-
matrix R.

Die roten Eintrage fiillt man mit Einsen auf der Hauptdiagonalen auf und
es entsteht eine linke untere Dreiecksmatrix L.

Es verbleibt zu verifizieren:

1 00 1 2 3
LR=|(3 10 0 -4 -8 | =A.
1 1/4 1 0 0 1

Mithilfe der LR-Zerlegung kann ein Gleichungssystem sehr einfach durch
Vorwértseinsetzen und durch anschlieBendes Riickwértseinsetzen gelost
werden:

Zunachst wird das Gleichungssystem

Ly=Db
gelost (Vorwértseinsetzen).
1
Istetwab= | 1 |, soergibt das im obigen Beispiel
1
n =1,
3y1+y2 = 1, also yp = —2,

1 1
y1+1y2+y3 = 1, also ys =75
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Anschlieflend ist das System
Rx =y

zu losen (Riickwértseinsetzen). Insgesamt hat man

Ax=LRx=L(Rx)=Ly=Db.

Im Beispiel berechnet man

x1-|—2:1:2—|—3x3 =1
—41‘2 —8$3 = =2
1
xr3 = 5 )
und in der Tat ist
1 1
X = ) —1
1

die gesuchte Losung des Systems Ax = b (Probel).

Bemerkungen.

45

i) Nicht fiir jede reguldre Matrix existiert eine solche Dreieckszerlegung.

Erst nach evtl. Zeilenvertauschungen ist dies immer moglich.

Anstelle einer L R-Zerlegung von

A=

N W O
)

1
1
1
wird beispielsweise die L R-Zerlegung von

A:

S NN W
O = =

1
1
1

wie oben konstruiert.
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i1) Ist
iy 0 0 0
p- |0
0 0 . O Tnn
L 7 T1(n-1) Tin
P 0 1 7:2(7?—1) Ton |
0 0 0 1
wobei 7 = rij/rii, ri # 0,4, =1, ..., n, i < j, so ist
DR=R.

Wird zusétzlich vorausgesetzt, dass A symmetrisch ist, d.h. A = AT,
so folgt ) )
A=A" = (LDR)' = R"DL" .

Nun ist aber R eine normierte untere Dreiecksmatrix, DL ist eine
obere Dreiecksmatrix und aus der Eindeutigkeit der L R-Zerlegung

folgt )
R'=IL wund R=DL".

Zusammenfassend ist gezeigt, dass die L R-Zerlegung fiir symmetrische
Matrizen von der besonderen Gestalt

A=LDLT,
(D wie oben Diagonalmatrix) ist.

Die Zerlegung heifit in diesem Fall Cholesky-Zerlegung.
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2.2 Die Determinante (orientiertes Volumen; Regel von Sarrus, La-
placescher Entwicklungssatz; alternierende n-Linearform; Multiplikations-

satz; Cramersche Regel; Orientierung; orthogonale Matrizen)

Die formale Definition der Determinante einer quadratischen Matrix sieht
auf den ersten Blick aus wie eine ,rein technische” Rechenvorschrift ohne
anschauliche Interpretation.

Tatséchlich tduscht dieser Eindruck gewaltig:
Die Determinante ist als orientierte Volumenfunktion eine fundamentale

geometrische Grofle, die in den unterschiedlichsten Bereichen von entschei-
dender Bedeutung ist.

Die Determinante als geometrisches Objekt.

Zur Motivation sei hier der einfachste Fall n = 2, d.h. der Fall einer 2 x 2
Matrix
A — ( air a2 )
a1 Qa2

Ist A regulér, so sind — wie bereits gesehen — die Spaltenvektoren

aii ai2
)
a21 a9

linear unabhéngig, was genau dann der Fall ist, wenn der Flacheninhalt

betrachtet.

des von ihnen aufgespannten Parallelogramms nicht verschwindet.

Dieser Fldcheninhalt soll nun mithilfe einer orientierten Volumenfunktion
quantifiziert werden, wobei zunédchst zu kliren ist, welche , natiirlichen”
Eigenschaften ein orientiertes Volumen (im Fall n = 2 ein orientierter
Fliécheninhalt) haben sollte.
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Dazu wird der orientierte Fldcheninhalt als Abbildung
7: R”*xR* >R

interpretiert:

Zwei Vektoren im R? wird eine reelle Zahl, der orientierte Flicheninhalt
des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms, zugeordnet.

Das Vorzeichen dieser Zahl korrespondiert mit der Orientierung der beiden
Vektoren.

Die vier fundamentalen geometrischen Forderungen an die Funktion 7
lauten der “natiirlichen” intuitiven Vorstellung folgend:

i) Die Vertauschung der Reihenfolge von zwei Vektoren bewirkt lediglich
einen Vorzeichenwechsel, d.h. man fordert (vgl. Abbildung 2.1)

T(g(l),g(%) — _T(g@)’g(l)) _
/'/ ,/
/'/‘ ,/
. X /
A y
X

Abbildung 2.1: 7(x,y) > 0 entspricht der auf der linken Seite angedeuteten Orientierung.
Auf der rechten Seite ist 7(x,y) = —7(y,x) <O0.

i1) Zweitens ist zu fordern, dass der Fliacheninhalt proportional zu einer
Verldngerung bzw. Verkiirzung einer Seite ist.

Mit anderen Worten soll fiir alle A € R
r(xaV a®) = Ar(a, a?)
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erfiillt sein. Es folgt sofort

r(al xa?) = —r(Aa® aV) = —\r(a?, al) = Ar(aV), a?)

fir alle A € R.

ii) Um zu gegebenen Vektoren aV), alt) a®

regel fiir

eine geometrische Rechen-

T(g(l) + é(l)@@))
abzuleiten, betrachte man Abbildung 2.2.

T ——

/ /

Abbildung 2.2: 7(a® 4+ a® a®) = 7(aV,a®) + 7(a",a?).

Der Vektor al!) ist dort blau symbolisiert, der Vektor al griin und
(2)
a'? rot.

Im oberen Teil der Abbildung entspricht der Flacheninhalt des
blau dargestellten Parallelogramms 7(a),a®), 7(a, a®) ist griin
angedeutet.
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Der Vektor a) + al!) ist ebenso wie r(a® + é(D,g@)) im mittleren
Teil der Abbildung gelb dargestellt.

Im unteren Teil der Abbildung ist anhand des braunen und des roten
Dreiecks verdeutlicht, dass die blau und griin markierten Fldchenin-
halte oben genau dem gelben Flacheninhalt in der Mitte entsprechen.

Demnach muss als Drittes gefordert werden:
r(aV +al a®) = ra® a®) 4+ 7@l a®)

was unmittelbar auch

impliziert.

iv) Ist schlieBlich (eV), e®®) die kanonische Basis des R?, so normiert man
als letzte Forderung den Flécheninhalt des Quadrates mit der Sei-
tenldange 1:

(e, e?)=1.

asi a2

T( ( o ) ’ ( o ) ) = 7(aneV) + ane?, aeV) + agne®)
a21 a22

= CL11T(§(1), a12§(1) + CL22§(2))

Fiir beliebige Vektoren ( an ), ( 2 ) € R? folgt aus 4) bis v):

+a21T(§(2), CL12§(1) + a22§(2))
= a11a127(§(1),§(1)) + a11a227_(§(1);§(2))
+agaar(e?,eV) 4 agazT(e®, e?)

= 11022 — G12G21 -
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In der letzten Gleichheit wurde ausgenutzt, dass fiir einen beliebigen Vek-
tor a aus der ersten Forderung 7(a,a) = —7(a,a) und damit 7(a,a) = 0
folgt.

Insbesondere stellt man anhand der obigen Rechnung fest:

Beobachtung. Die Funktion 7 ist allein durch die Forderungen i) bis iv)
eindeutig festgelegt.

Bemerkung. Die Rechnung zeigt auch:

i) Das positive Vorzeichen des Terms a11a9> rithrt daher, dass die blauen
auf die roten Indizes mit der Permutation (1,2) abgebildet werden, es
werden also keine Vertauschungen vorgenommen, e und e® sind in
der Rechnung in der richtigen Reihenfolge aufgetreten.

i1) Das negative Vorzeichen des Terms aj2a2 kommt daher, dass die Per-
mutation (2, 1) durch eine Vertauschung (Transposition) aus der (1, 2)
entsteht, e und e® sind sozusagen in der falschen Reihenfolge (in
negativer Orientierung) aufgetreten.

Definition der Determinante.

Zur Vereinfachung der Darstellung wird die Determinante nun abhéngig
von n iiber die entsprechenden Rechenvorschriften definiert. Die formale
Definition wird in den anschlieBenden Bemerkungen zur Definition ange-
deutet.

Definition 2.1. DETERMINANTE

Es sei A = (a;j) € M(n,n). Dann ist die Determinante

ar ... Qip
det A =: :
an1 ... Qpp

wie folgt definiert:
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i) Ist n =2, so ist

det A := a11a922 — A12a91 .

i1) Ist n = 3, so berechnet sich die Determinante aus der Regel von Sarrus
(vgl. Tabelle 2.1)

det A = aqjaa33 + a12a93a31 + 13021032

—a110a93032 — 12021433 — A13A2203] -

iii) Zur induktiven Definition im allgemeinen Fall n > 3 werden zundchst
die Streichungsmatrizen A;; von A definiert:
Firi, j=1, ..., n geht die (n—1) x (n —1) Matriz A;; aus A durch

‘ten

die Streichung der i'" Zeile und der 7' Spalte hervor,

( ail RPN al(j—l) 1 al(j—H) NN A1n \
Q-1 -+ Ai-1)(G-1) Ai-1)5 -G+ - Ai-1n
A= a;1 ce Aj(5—1) Qi Qi(5+1) ce Qin 3
A1 - ArnG=1) Wi AH)GH) -e Ai)n
\ an1 ce an(j—l) Qpj an(j+1) Ce A, )
( aii a1(j—1) a1(j+1) ain \
Ay = a(i-1)1 A@i-1)(j-1) A-1)(+1) A(i-1)n
A(i+1)1 A(i+1)(j—1) @(i+1)(j+1) A(i+1)n
\ Qan1 SN an(j,l) an(j+1) N QAnn /

Dann gilt der folgende Laplacesche Entwicklungssatz.

(a) Entwicklung nach der i*" Zeile :
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b) Entwicklung nach der j'" Spalte:
(

det A = Z(—l)”jaijdet Aij .
i=1

a1 12 a3 a1 a2
N\ N N e

az1 22 23 21 22
Ve N N N\

asy a3z ass as1 asz2

Tabelle 2.1: Zur Regel von Sarrus: Positive Vorzeichen hat man fiir die Produkte in Rich-
tung der blauen Pfeile, negative Vorzeichen in Richtung der roten Pfeile.

Beispiele.

i) Es sei
1 2 3
A= 111 | € M(3,3).
011
Dann ist

detA =1-1-14+2-1-0+3-1-1-3-1-0—-1-1-1-2-1-1

i1) Es sei

€ M(3,3) .

o

I
o N =
— N DN
— N W

Eine Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

2 2
11

2 2

detAzl‘ 01

2 2
—loif=fed

01

= 0-4+46 = 2.
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Eine Entwicklung nach der zweiten Spalte liefert

ot = 2|2 2|l 12| 2] 1 2]
— 441244 =2,
iii) Es sei
0123
022 2
A= L1011 € M(4,4) .
0011

Bei der Entwicklung von det A wird man die Nullen in der ersten
Spalte ausnutzen, d.h. nach der ersten Spalte entwickeln.

Dies ergibt (vgl. Beispiel i1))
1
det A = 112
0

2 3
2 2| =12.
11

Bemerkungen zur Definition.

i) In der Regel von Sarrus (ii), Definition 2.1) sind analog zum Fall
n = 2 die Permutationen (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) blau angedeutet,
weil sie durch eine gerade Anzahl an paarweise Vertauschungen aus
(1,2, 3) produziert werden kénnen — das zugehorige Vorzeichen in der
Regel von Sarrus ist positiv.

Das Vorzeichen wird ndmlich durch das so genannte Signum sgn(o)
der Permutation o gegeben, welches per definitionem bei einer geraden
Anzahl an bendétigten Vertauschungen +1, bei einer ungeraden —1 ist.

Dementsprechend sind die in der Regel von Sarrus rot gekennzeich-
neten Permutationen (1,3,2), (2,1,3), (3,2,1) mit einem negativen
Vorzeichen versehen.
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i1) Wie bereits angedeutet, sind die Regel von Sarrus und der Laplace-
sche Entwicklungssatz Folgerungen aus der formalen Definition der
Determinante, deren Grundidee in der vorangegangen Bemerkung
zusammengefasst ist.

Die iibliche Definition der Determinante lautet:

Es sei A = (a;j) € M(n,n). Dann heift

ar ... Qip
det A := : : = ZSgn(U)alol -+ Qnoy,

a/n]_ o« .. a/nn

die Determinante der Martix A. Dabei ist die Summe so zu verstehen,
dass iiber alle unterschiedlichen Permutationen von (1,2,...,n) zu
summieren ist.

#ii) Im Ubungskapitel 2.3 wird aufgezeigt, wie die Determinante auch mit-
hilfe des Gauflschen Eliminationsverfahrens berechnet werden kann.

iv) Anders formuliert konnen die definierenden Eigenschaften der Deter-
minante als orientiertes Volumen wie folgt ausgedriickt werden:

(a) det I, =1 (vgl. iv));

(b) die Determinante ist eine n-Linearform, d.h. in Abhéngigkeit von
einem Spaltenvektor (analog Zeilenvektor) bei fixierten (n — 1)
Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) ist die Determinante eine lineare
Abbildung R" — R (vgl. i) und i7));

(c) die Determinante ist alternierend, d.h. bei der Vertauschung
zweier Spalten (Zeilen) dndert sich das Vorzeichen (vgl. 7)).

v) Der Begriff n-Linearform bedeutet nicht, dass die Determinante eine
lineare Abbildung ist:

Im Allgemeinen gilt fir A, B € M(n,n)

det (A+ B) # det A+ det B.



56 Kapitel 2. Quadratische Matrizen — Inverse und Determinante

Im Gegensatz dazu bedeutet Linearitdt bzgl. einer Spalte beispiels-
weise (o, 8 € R, x, y € R?)

axry + 6?}1 1 3
det axro + Byg 2 3
ars+Pys 1 1
I 1 3 U 1 3
= adet | 290 2 3 | +0det | yo 2 3
T3 11 Y3 11

vi) Genau wie es von einer Volumenform in R" zu erwarten ist, gilt fur

Ae M(n,n)und A € R

det (AA) = A" det A .

Weitere Eigenschaften der Determinante.

Zu den wichtigsten Eigenschaften der Determinante gehort

Satz 2.2. DETERMINANTE, RANG UND REGULARITAT

Fiir eine quadratische Matrix A € M(n,n) sind die folgenden Aussagen
daquivalent:

i) Es ist det A # 0.
i1) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhdngig.
i1i) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhingig.
)

i) Die Matrix A ist requldr.

Man kann auch leicht zeigen:
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i) Fiir alle A € M(n,n) ist

det AT = det A .

i1) Es gilt der Determinantenmultiplikationssatz: Sind A, B € M(n,n),
SO 1st
det (AB) = det A det B .

iii) Ist A € M(n,n) regulér, so ist

1

det A7t = .
© det A

Schliellich sei noch eine geschlossene Formel zur Losung linearer Glei-
chungssysteme angegeben. Wegen des hohen Rechenaufwandes ist diese
fiir konkrete Rechnungen jedoch meist nicht zu empfehlen.

Satz 2.3. CRAMERSCHE REGEL

Es sei A= (a;;) = (V) a® ...a) € M(n,n) regulir und b € R".

Fiir alle j =1, ..., n ist die j' Komponente der eindeutigen Lisung des
linearen Gleichungssystems Ax = b gegeben durch

det (g(l) ... al=) palitl) g(n))
T det A '

Determinante und Orientierung.

In Teil I, Kapitel 9.2.2, wurde das Vektorprodukt diskutiert und die Rich-
tung des Vektors xxy (x,y € R3) iiber die ,, Rechte Hand Regel” festgelegt.

Mit der Determinante steht nun ein Hilfsmittel zur Verfiigung, um dies
mathematisch zu prézisieren und eine Definition zu geben, die in beliebiger
Dimension n € N greift.
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Das Vorzeichen der Orientierung korrespondiert mit dem Vorzeichen-
wechsel der Determinante bei der Vertauschung von zwei Spaltenvektoren
(Zeilenvektoren).

Definition 2.2. ORIENTIERUNG

Fine Basis (v(V,...,v") des R" heifst positiv orientiert, falls
det (v ... .v") >0,

Andernfalls heifit die Basis negativ orientiert.

Beispiele. Im R? mit der kanonischen Basis (eV), e, e®) und mit zwei
linear unabhéingigen Vektoren x, y € R? ist

~
N—r
/N
[¢)
—
(o=
~—
~
[¢)

(2) e(®)) positiv orientiert;

~
~
SN——
Yoy
o)
—
[\
~
o)
—~
—_
~—
@
—

e®)) negativ orientiert;

ii1) (X,y,X X y) positiv orientiert.

Determinante und orthogonale Matrizen.

Eine spezielle Klasse quadratischer Matrizen sind so genannte orthogonale
Matrizen A € M(n,n), die per definitionem die Identitéiten

AAT = ATA=1, .

erfiillen.

Fiir fixiertes ¢ € [0,27) betrachte man als typisches Beispiel die orthogo-

nale Matrix ( ) _ ( )
[ cos(p) —sin(p
A= ( sin(p)  cos(p) > € M(2,2).
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Die Abbildung F: R? — R?
x — Ax

beschreibt in diesem Fall eine Rotation mit Winkel ¢ des Vektors x um
den Ursprung.

Nun schreibe man eine orthogonale Matrix A € M(n,n) in der mittlerweile
vertrauten Weise als Zeile von Spaltenvektoren,

A:(g(l)g(2) ...g(”)), aVeRrR", i=1,...,n,

womit AT € M(n,n) als Spalte von Zeilenvektoren geschrieben werden
kann:

()’
AT (§(2))T
(@7
Aus der Orthogonalitét folgt
(@)
(a®)"
(0) =1, = ATA = = (g(l) a® g(n)> — (<§(Z)’§(J)>)
(a™)”

Mit anderen Worten: Die Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix
bilden eine Orthonormalbasis des R".

Aus der Definition folgt fiir orthogonale Matrizen

AT — A—l
und wegen
det AT = det A
ergibt sich zusammen mit dem Determinantenmultiplikationssatz

1

det A =det AT =det A~ =
© ¢ © det A’
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d.h.: Fiir jede orthogonale Matrix A € M(n,n) gilt

det A =41.

Aus det A = +1 folgt hingegen nicht, dass A orthogonal ist (vgl. Ubungs-
kapitel 2.3).

Bemerkung. Die Begriffsbildungen bei Matrizen mit komplexen FEin-
triagen lauten:

Eine quadratische Matrix A mit komplexen Eintrdgen heiflt
i) Hermitesch, falls A = A*;
i1) unitar, falls AA* = A*A = I,.
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2.3 Ubungsaufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 1.* Gegeben seien a, b, ¢, d € R. Wann sind die Vektoren

(1) (3)em

linear unabhéngig?

Aufgabe 2. Zeigen Sie die obigen Eigenschaften i) bis iii) invertierbarer
Matrizen.

Aufgabe 3. Existieren die Inversen der folgenden Matrizen? Falls ja, so
berechnen Sie diese.

A=|112], B:(COS(@ _Sm(@)> . € R fixiert .
111

Aufgabe 4. Es sei

1 1 2
A=11 -11 1|7
2 =10

i) Existiert die inverse Matrix? Falls ja, so berechnen Sie diese und ma-
chen Sie eine Probe.

i1) Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A und losen Sie mithilfe dieser
1
Zerlegung das lineare Gleichungssystem Ax = | 3 |. Machen Sie
1
eine Probe.
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Aufgabe 5.

i) Zeigen Sie den Determinatenmultiplikationssatz im Spezialfall A, B €
M(2,2).

i1) Es seien

a(22) m (1Y) e (02) cen

Berechnen Sie (falls existent) det(AC™1) sowie det(ABC).
i1i) * Zeigen Sie fir A, B € M(n,n):

A und B sind reguldr. <& AB ist regular.

Aufgabe 6. Zeigen Sie mithilfe vollstdndiger Induktion nach der Dimen-

sion n
air ... Qip

n
det AR = H ;-
i=1

0 Ann

Aufgabe 7.* Berechnen Sie

det

— N =
O =N
N DN

i) mithilfe der Regel von Sarrus;
i1) mithilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes;

i71) durch elementare Umformungen.
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Aufgabe 8. Es sei a € R und

A:

Q O =
ISHE Gl e

1
a | € M(3,3).
1

Berechnen Sie die Determinante von A. Ist A invertierbar?

Aufgabe 9.
i) Berechnen Sie (fiir r > 0, ¢ € R)

cos(p) —rsin(p) 0
det | sin(y) rcos(e) 0O
1

0 0

i1) Berechnen Sie (fur r > 0, ¢, § € R)
cos(p) cos(f) —rsin(p)cos(d) —rcos(yp)sin(6)

det | sin(p)cos(0) rcos(p)cos(d) —rsin(p)sin(d)
sin(6) 0 rcos(6)

Aufgabe 10.
i) Ergédnzen Sie die Vektoren
1 1
x=|1/[, y=10
1 1

zu einer negativ orientierten Basis des R3.

i1) Finden Sie eine Matrix A € M(n,n) mit det A = 1, die nicht ortho-
gonal ist.

Aufgabe 11. Uberzeugen Sie sich davon, dass Ihr Computeralgebrasystem
auch inverse Matrizen und Determinanten berechnen kann.
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1. Um die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, kann wegen

(1)

0.E. a # 0 angenommen werden (a = 0 und ¢ # 0 analog). In diesem Fall

gilt
a b : . a\ b
(c)’ (d) linear abhéingig <& (C)—A(d>
fiir ein A € R und b # 0. Dann ist aber

)\=% und c:%d, dh. ad—bc=0.

Lineare Unabhéngigkeit bedeutet also ad — bc # 0 (vgl. Determinante).

Aufgabe 5. iii) Nach dem Determinantenmultiplikationssatz und Satz 2.2
gilt

AB regulair < det A-det B#0,
d.h. A und B sind regulér. L]

Aufgabe 7.

i) Nach der Regel von Sarrus ist

det

S
2
1 =2+44+0-1-0-8=-3.
0

—_ N =
N DN =

i1) Eine Entwicklung beispielsweise nach der ersten Spalte liefert

1
det | 2 =1-2-2-4+1-3=-3.
1

S =N
DO DN
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i71) Durch Addition von Vielfachen einer Zeile zu einer anderen transfor-

miert man die Matrix auf die Form

1 21
0 -30 ]|,
0 01

wobei die Determinante wegen

det (a (b+ Aa) ¢) =det (abc)+ Adet (aac)
=0

unverandert bleibt.
Eine Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt wieder den Wert 3.

Statt einer Entwicklung nach der ersten Zeile kann auch Aufgabe 6
zitiert werden.

Vorsicht. Ersetzt man eine Zeile durch ein Vielfaches (im Gegensatz
zur Addition eines Vielfachen zu einer weiteren Zeile), so éndert sich
die Determinante um diesen Faktor.

Entsprechend ist auch bei der Vertauschung von Zeilen der Vorzei-
chenwechsel nach den Eigenschaften der Determinante zu beachten.
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Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen sind eine natiirliche Klasse von Abbildungen zwi-
schen zwei Vektorrdumen, denn sie vertragen sich per definitionem mit
der Struktur linearer Rdume.

Viele wichtige Operationen kénnen als lineare Abbildungen interpretiert
werden. Beispielsweise beschreibt die lineare Abbildung

R? 5 x s ( cos(p) —sin(yp) )z

N sin(p)  cos(p)

eine Rotation im R2.

Aber auch beim Studium nicht-linearer Probleme spielen lineare Ab-
bildungen eine gewichtige Rolle: Nicht-lineare Probleme sind in der
Regel nur schwer oder gar nicht explizit l6sbar. Deshalb approximiert
man diese hdufig zu einer gegebenen Fehlertoleranz mit (affin) linearen
Funktionen (fiir , kleine” x setzt man e” = 14z, wie es die Potenzreihe na-
helegt, etc.), sodass eine mehr oder weniger explizite Rechnung moglich ist.

Nach der Definition sowie der Klarung der grundlegenden Begriffe und Ei-
genschaften steht in diesem Kapitel der Zusammenhang zwischen linearen
Abbildungen und Matrizen im Vordergrund.

67
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3.1 Definition und erste Eigenschaften (Kern und Bild einer
linearen Abbildung; Rang; Rangsatz; Injektivitit, Surjektivitit und Bijek-

tivitét einer linearen Abbildung)

Im einfachsten Fall ist f eine lineare Abbildung f: R — R. Diese ist von
der Form (vgl. Ubungskapitel 3.3)

r—ar, a€ R fixiert.

Im allgemeinen Fall ist die oben erwédhnte Vertraglichkeit mit der Struktur
von Vektorrdumen in Definition 3.1 festgehalten, wobei stets daran zu
denken ist, dass sich die Additionen ,+” auf der linken und der rechten
Seite unterscheiden, obwohl sie mit dem gleichen Symbol bezeichnet
werden.

Auf der einen Seite handelt es sich um die Addition im Vektorraum V'
(z.B. im R™), auf der anderen Seite um die Addition im Vektorraum W
(z.B. im R" oder auch in einem Vektorraum von Funktionen).

Definition 3.1. LINEARE ABBILDUNG

Es seien V. und W zwei Vektorrdume 1tiber einem Kérper, hier der Ein-
fachheit halber stets iiber R.

Fine Abbildung
L:V =W

heif$t lineare Abbildung oder Homomorphismus, falls fir alle v, w € V und
fiir alle A € R gult:

Liv+w) = L(v)+ L(w),
L(Av) = AL(v).

Ebenso wie in einem linearen Raum (in einem Vektorraum) stets die 0
liegen muss, impliziert die Definition einer linearen Abbildung

L(0) =0.
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Die Funktion f: R — R,
r—axr+b, a beR b#0,
ist demnach nicht linear, man nennt sie affin linear.
Zur Vereinfachung der Darstellung werden im Folgenden lineare Abbildun-

gen vom R™ in den R"™ betrachtet, obwohl in gleicher Weise auch ganz
andere Beispiele diskutiert werden konnen.

Ist A € M(n,m), so ist die Abbildung L: R™ — R",
x — Ax

linear, wie man leicht nachrechnet bzw. wie bereits gezeigt wurde.

Daher liegt es nahe, einige Begriffsbildungen fiir Matrizen auf lineare
Abbildungen zu iibertragen:

Es sei L: R™ — R" eine lineare Abbildung.
i) Dann ist der Kern der Abbildung L per definitionem
ke L= L7{({0}) = {x € R™ : L(x) = 0} .
i1) Das Bild der Abbildung ist
bild L :={y € R": y = L(x) fiir ein x € R™} .
iii) Als Rang der Abbildung L definiert man
rg L :=dim (bild L) .

Die Motivation fiir die Bezeichnung ,,Rang einer linearen Abbildung”
im Vergleich zur Definition 1.3 des Rangs einer Matrix wird in Kiirze
deutlich.

Betrachtet man beispielsweise die lineare Abbildung L: R? — R, L(x) :=
r1 — X9, 80 ist x € kern L genau dann, wenn gilt 1 = 9, d.h.

kernL:{)\(i):)\e]R}.
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In dem Beispiel ist bild L = R.

Man erkennt hier, dass der Kern und das Bild Unterrdume sind (eine
Vektorraumstruktur haben), wodurch der Begriff ,,Dimension” iiberhaupt
erst definiert ist.

Tatséichlich ist als Ubungsaufgabe zu diesem Kapitel zu zeigen, dass der
Kern und das Bild einer linearen Abbildung L: R — R" Unterrdume des
R™ bzw. des R" sind.

Der Rangsatz.

Um den so genannten Rangsatz als Gegenstiick zu Satz 1.3 zu verstehen,
beantworte man zunéchst die folgenden beiden Fragen (vgl. Ubungskapitel

3.3):
Es sei L eine lineare Abbildung vom R in den R".

i) Ist es moglich, dass zwei linear abhéngige Vektoren x, y € R™ auf
zwei linear unabhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet werden?

ii) Ist es moglich, dass zwei linear unabhingige Vektoren x, y € R™ auf
zwei linear abhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet werden?

Falls ja, kann man daraus eine Aussage iiber kern L ableiten?

Satz 3.1. RANGSATZ

Es sei L: R™ — R" eine lineare Abbildung. Dann ist

dim (kern L) +rg L =m .
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Der Rangsatz ist in Abbildung 3.1 anhand des einfachen Beispiels

L
L:R =R, Lx) =] 2
0
illustriert: Der Kern ist ein eindimensionaler Unterraum (die rot darge-

stellte x3-Achse), das Bild ist die blau skizzierte x1, xo-Ebene, also ein
zweidimensionaler Unterraum.

AN

Abbildung 3.1: Ein einfaches Beispiel um Rangsatz.

Als Korollar folgt aus dem Rangsatz unmittelbar die Aquivalenz von
Injektivitat, Surjektivitdt und damit Bijektivitéit linearer Abbildungen.

Korollar 3.1. INJEKTIVITAT VERSUS SURJEKTIVITAT

Es setn=m und L: R" — R" sei eine lineare Abbildunyg.

Dann ist L injektiv (d.h. dim (kern )L = 0) genau dann, wenn L surjektiv
ist (d.h. rg L =n).
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Beweis. Ubungskapitel 3.3. 0

3.2 Matrixdarstellung (Koordinaten; darstellende Matrix; Basis-
wechsel; Koordinatentransformation; Transformation der darstellenden

Matrix; Tensor; kovariant; kontravariant)

Wie gesagt ist eine lineare Abbildung f: R — R von der Form
f(x) =ax, a€R fixiert .

Insbesondere ist die Abbildung allein durch den Parameter a charakteri-
siert.

Kann diese Beobachtung verallgemeinert werden?
Im Folgenden sei L: R™ — R" eine lineare Abbildung.

Betrachtet seien weiter eine Basis
des R™ und eine Basis

des R™.

Bzgl. der Basis V des R™ ist jedes x € R darstellbar als
XZZO(]XU)v OéjeR,
j=1

und fiir die lineare Abbildung L folgt nach Definition 3.1

L(x) = L(iajz(j)> — i@jL(X(j)) .
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Beobachtung. [(x) ist demnach fiir alle x € R™ festgelegt, wenn nur die
Bilder L(y(j)), j=1, ..., m,irgendeiner Basis des R™ bekannt sind.

Fiir jedes fixierte 1 < j < m kann das Bild L(X(j)) € R" aber wiederum
bzgl. der Basis VW des R" in der Form

n

L) =) ayw”, ajeR,
=1

dargestellt werden, wobei die a;; von den gewidhlten Basen V und W
abhéngen.

Zwei Beispiele.
i) Es sei £ = (e, e?)) die kanonische Basis des R?, F = (f(l),f@),f(?’))

sei die kanonische Basis des R3.

Weiterhin sei L: R? — R3 eine lineare Abbildung und es gelte (wie
bereits gesagt, ist durch diese Wahl die lineare Abbildung eindeutig
bestimmt)

L(g(l)) — ﬁ(l) + £(3) =y, L(Q(Q)) _ f(l) + 2£(2) —z.

Mit obiger Notation ist

CL11:1,CL21:0,CL31:1; CL12:1,CL22:2, a32:0.

Beziiglich der kanonischen Basis £ des R? wird ein beliebiges x € R?
nun in Koordinaten als

X:xle(1)+x26(2):(a:1):(x1) |
o o o ) T2 )¢

geschrieben.
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Die Vektoren y, z € R3 werden in Koordinaten bzgl. der kanonischen
Basis F des R? geschrieben:

ail 1 1
y = a1 | =10 |=1{0 ,
- asi 1 1 F
a19 1 1
z = ap | =12 | =] 2
asg 0 0 F

Bildet man aus diesen Spaltenvektoren eine Matrix A, so folgt fiir alle
x € R?

L(x) = 21L(e) + 2L (e?) =

_— O
(el NI

Beobachtung. Die lineare Abbildung L kann mit einer Matrix A
identifiziert werden.

Die Bilder der Basis des R? werden als Spaltenvektoren im R3
geschrieben und aus diesen Spaltenvektoren setzt sich die Matrix A
zusammen.

Man betrachte die gleiche lineare Abbildung wie im ersten Beispiel.

Als Basis des R? diene aber jetzt G := (g(l),g@)),

= Y

als Basis des R? werde H = (h(l),h@),h(?’) ),

R — O L6 p@ @ L f® ) — O
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gewéhlt.

Man berechnet

und analog

Nun sollen v und w bzgl. der neuen Basis H dargestellt werden. Dazu
beachtet man

was eingesetzt

= 2h" 4+ 2h® — 30®) |
3h® — 2n®

g |«
I

ergibt.

Schlieflich wird fiir beliebiges x € R? bzw. fiir beliebiges u € R?
die Koordinatendarstellung bzgl. der Basis G bzw. bzgl. der Basis H
eingefiihrt, d.h.

X = Oélg(l)+042g(2) =: <&1> ;
g g o
g
B
u = hY 4+ 50?4+ 5h® = | g | .
Bs ),

Insbesondere gilt
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sowle

2 0
VY= 2 ) W= —2
—3 H 3 H

Im dieser Notation kann die lineare Abbildung bei fixierten Basen G
und H als

2 0\
(o), 22 ) ()
2 2
g -3 3/, G

geschrieben werden.
Mit anderen Worten: Die Matrix

2 0\’

2 =2

-3 3 ”

reprasentiert die lineare Abbildung L bzgl. der Basen G und H.

In der Tat berechnet man

2 0 | 2
-3 3 ” g -3 ”
2 0 0
2 =2 <(1)) = —2
-3 3 ” g 3 "

als alternative Schreibweise fiir L(g(l)) = v und L(g@)) = w, wodurch
die lineare Abbildung eindeutig bestimmt ist (s.o.).
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Das allgemeine Schema.

Das allgemeine Schema zur Darstellung einer linearen Abbildung als Matrix
bzgl. gegebener Basen lautet:

i) Es sei G eine Basis des R™, ‘H eine Basis R" und L: R™ — R" sei eine
lineare Abbildung.

i1) Man berechne die Bilder (unter L) der Basisvektoren von G.

i11) Von diesen Bildern wird die Koordinatendarstellung bzgl. ‘H berech-
net.

iv) Die Matrixdarstellung A € M (n,m) der linearen Abbildung L
bzgl. der Basen G und H erhédlt man, indem man aus diesen Spal-
tenvektoren eine Matrix bildet.

Die darstellende Matrix enthélt mit anderen Worten die Koordinaten
der Bilder der Basisvektoren als Spaltenvektoren.

v) Ein beliebiges x € R™ wird mit seiner Koordinatendarstellung

aq
bzgl. der Basis G identifiziert.
04m g
aq
vi) Dann liefert A : die Koordinatendarstellung von L(x)
am

g
bzgl. der Basis H.

Basiswechsel und Koordinatentransformation.

Beim Ubergang von Beispiel i) zu Beispiel ii) wurde dasselbe Problem
bzgl. anderer Basen betrachtet, d.h. mithilfe eines Basiswechsels transfor-
miert.

Ein solcher Basiswechsel kann konkrete Rechnungen erheblich verein-
fachen, falls eine neue Basis die physikalischen oder geometrischen
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Eigenschaften eines Problems widerspiegelt.

Mit dem Basiswechsel andern sich die Koordinaten eines Vektors und man
spricht von einer Koordinatentransformation.

Der Zusammenhang zwischen Basiswechsel und Koordinatentransformati-
on wird nun systematisiert.

Es seien dazu A = (), ..., a(™) und B = (bW, ..., b™) zwei Basen des
R™.

Die ,neuen” Basisvektoren der Basis B seien in Abhéngigkeit der ,alten”
Basisvektoren aus A gegeben, d.h. mit Koeffizienten v;; € R, 1 <17,5 < m,
gelte

b = fyllg(l) T 71m§(m) :
b = pa® + 0t

Aus diesen Koeffizienten entsteht die so genannte Transformationsmatrix
als die transponierte Matrix der Koeffizienten, d.h. man definiert

Y1 oo Uml
Si=0) =1 : P | € M(m,m).
Yim -+ TYmm

Hat nun x € R™ bzgl. A bzw. B die Koordinatendarstellungen

a1 51
. . ,
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so berechnet man

x = a4+ +a,a™ = BbY 4.+ B, b™

j=1 i=1
m m
- Z ( Z 7jiﬁ])§ !
i=1  j=1

Mit anderen Worten gilt die Beziehung

m
o =Y b -
j=1

zwischen den Koordinaten bzgl. A und B.

Die zugehorige Matrixschreibweise lautet

a1 B B o1
=5 L =87 :

Y

A

wobei die Invertierbarkeit von S unmittelbar daraus folgt, dass sowohl A
als auch B Basen des R™ sind.

Beispiel. Sind die ,,neuen” Basisvektoren lediglich Vielfache der , alten”
Basisvektoren im Sinne von h(j) =xaP, j=1,...,m AeR, A#0, so
ist .

S=\,, St=2I,,
)

und man erkennt, dass die Koordinaten mit dem Kehrwert von A skaliert
werden.

In gewissem Sinne verhalten sich also Basis- und Koordinatentransforma-
tionen kontrér.
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Transformation der darstellenden Matrix beim Basiswechsel.

Vollzieht man einen Basiswechsel im Urbild R” und/oder im Bild R" einer
linearen Abbildung, so transformiert sich mit den Koordinaten auch die
darstellende Matrix der linearen Abbildung.

Die Situation ist schematisch in Abbildung 3.2 dargestellt.

R™M R™
— '
Basis A Uu
Transformation S T
Basis B %

Abbildung 3.2: Zur Transformation der darstellenden Matrix.

Wie in der Abbildung angedeutet, sei L: R — R" eine lineare Abbildung,
A = (... al™) sei eine Basis des R™, ¢ = (u'V,...,u™) sei eine
Basis des R" und Aj; € M(n,m) sei die darstellende Matrix der linearen
Abbildung L bzgl. dieser Basen.
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Man betrachte weiterhin ,neue” Basen B = (bm,...,b(m)) des R™
bzw. V = (v, ..., v(") des R".

Gesucht ist die Matrixdarstellung Ag von L bzgl. dieser Basen.
Der Basiswechsel von A nach B werde durch die Transformationsmatrix
S € M(m,m) beschrieben, der Basiswechsel von U nach V analog durch

die Transformationsmatrix T € M(n,n).

Ist L(x) =y und

X — Qla(l) _|_ N _|_ &mg(m)
= Bib" + -4 8D

so gilt mit der darstellenden Matrix Ay} € M (n,m)
251 a B
| =AG | = ALS | ,
o/ y Gm /4 B /5

wobei die zweite Gleichheit aus der bereits gezeigten Koordinatentransfor-
mation folgt.

Eine Transformation der linken Seite ergibt schliefilich

41 241
. — T—l .
Yo/ y Pn 7y
B B
= T3S | = A}
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Zusammenfassend ist folgender Satz gezeigt:

Satz 3.2. BASISWECHSEL

i) Es seien A, B Basen des R™ wund die Transformationsmatriz
S € M(m,m) sei wie oben gegeben.

Ist
X = oqg(l) 44 &mg(m) — ﬁ1h(1) 44 5mb(m) :
so gilt
Qi B B o
=S |, | =571
7 Bm Bm (8797

i1) Sind weiterhin U, V Basen des R", ist die Transformation dieser Ba-
sen durch die Matriz T € M (n,n) gegeben und ist L: R™ — R" eine
lineare Abbildung mit der Matrizdarstellung Aﬁ € M(n,m) bzgl. der
Basen A, U, so lautet die Matrizdarstellung von L bzgl. der Basen B
und YV

A5 =T7144S .

Bemerkung. Da die Spaltenvektoren aus den Koordinaten selbst als Vek-
toren aus dem R™ bzw. R" aufgefasst werden, werden im obigen Satz die
Indizes zur Basisbenennung weggelassen.

Zu den einfithrenden Beispielen.

Die Situation in den einfithrenden Beispielen i), ii) zu Beginn des Kapitels
sieht wie folgt aus:
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Der Basiswechsel von i) nach ii) wird beschrieben durch

100
(1) (31
1 11

die Inverse von T berechnet sich zu

1 00
T = 0 10
-1 —1 1
Es folgt wie behauptet
11
A, =T71102]S
10
1 00 11
= 0 10 0 2 (1_1)
-1 -1 1 10
2 0
= 2 =2
-3 3

Eine kurze Bemerkung zu kovarianten Tensoren erster Stufe.

Tensoren sind Multilinearformen, wobei es sich im einfachsten Fall eines
kovarianten Tensors erster Stufe um eine lineare Abbildung vom R in die
reellen Zahlen handelt.

Eine solche lineare Abbildung wird bzgl. einer gegebenen Basis des R™
durch einen Zeilenvektor reprasentiert. Dieser Zeilenvektor dndert sich wie
oben gesehen bei einem Basiswechsel.
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Eine physikalisch relevante Grofle sollte jedoch unabhéngig von der spezi-
ellen Wahl einer Basis sein, d.h.:

Der Tensor als lineare Abbildung ist ein physikalisch sinnvolles Objekt,
wohingegen es sich bei einem Zeilenvektor nur um eine spezielle Darstel-
lung bzgl. einer fixierten Basis handelt.

Man betrachte nun eine lineare Abbildung L: R — R, eine Basis A des
R™ sowie die Darstellung

(& .. &),
der linearen Abbildung bzgl. A als Zeilenvektor.

Ist B eine weitere Basis des R, so ist nach Satz 3.2 die Darstellung
bzgl. dieser Basis

Yoo Yml
(1 o o )g=(& . &n) | : ,
Yim -+ TYmm

wobei der Basiswechsel wie oben durch die Koeffizienten ~;;, 1 <4,5 < m,
gegeben sei.

Man erkennt fiir alle 7 =1, ..., n:

m

Y = Z%’jgj -

J=1

Mit anderen Worten: Zeilenvektoren (die Koordinaten der linearen Ab-
bildung) transformieren sich bei einem Basiswechsel genau wie die Basis
selbst, weshalb man von einem kovarianten Tensor spricht.

Spaltenvektoren verhalten sich hingegen kontrdr, wie bei Koordinaten-
transformationen bereits festgestellt wurde.

Sie stellen so genannte kontravariante Tensoren erster Stufe bzgl. einer
gegebenen Basis dar.
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3.3 Ubungsaufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 1.
i) Geben Sie eine nicht-lineare Abbildung f: R? — R* an.

it) Finden Sie eine lineare Abbildung L: R — R mit L(3) = —2. Zeigen
Sie, dass es keine weitere lineare Abbildung L: R — R mit L(3) = —2
gibt.

ii7) Finden Sie eine lineare Abbildung L: R? — R? mit

#((0) =) () =(5)

Ist diese eindeutig bestimmt? Bestimmen Sie den Kern und das Bild
von L.

Aufgabe 2.* Zeigen Sie: Kern und Bild einer linearen Abbildung L: R™ —
R" sind Unterrdume des R™ bzw. des R".

Aufgabe 3. Es sei L eine lineare Abbildung vom R™ in den R".

i) Ist es moglich, dass zwei linear abhingige Vektoren x, y € R™ auf
zwei linear unabhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet werden?

it) Ist es moglich, dass zwei linear unabhéngige Vektoren x, y € R™ auf
zwei linear abhéngige Vektoren u, v € R” abgebildet werden?

Falls ja, kann man daraus eine Aussage iiber kern L ableiten?

Aufgabe 4.* Zeigen Sie Korollar 3.1.
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Aufgabe 5. Es sei a = 0, a = 1 oder a = 2 fixiert und L: R* — R® sei
gegeben durch
0
L2 — T3
L(x) = (1 + 24)°
Tr1+ o+ T3+ 24
T1 + X4

i) Ist L eine lineare Abbildung?

i1) Nun sei @ = 1: Durch welche Matrix wird L bzgl. der kanonischen
Basen dargestellt? Bestimmen Sie kern L, rg L und bild L.

R?, wobei gelte

Aufgabe 6.* Es bezeichne £ = (e, e?) die kanonische Basis des R2.
Gegeben seien weiter die Basen V = (v), v(?)) und W = (w(), w®) des

v — o) 4 e
wh) = @

Es sei L: R?> — R? die lineare Abbildung mit

1 2
Vo
4=(27)
Bestimmen Sie AB und A]V,V

Aufgabe 7.* Es sei

1
A=10
1

S = DN

€ M(3,3).

— = DN

Weiterhin bezeichne €& = (eV), e, e

e )) die kanonische Basis des R? und
gegeben sei zudem die Basis V = (v, v?), v(®)) mit
v =el)  v@=el1e® v

3) — o) 4 ¢ 4 g
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Die Matrixdarstellung Ag einer linearen Abbildung L: R?® — R3 sei durch
obige Matrix A gegeben. Bestimmen Sie AY. Berechnen Sie die Koordina-
tendarstellungen von L(v®)) bzgl. der Basen £ und V.

Aufgabe 8.* Es bezeichne & = (g(l),g(z)) die kanonische Basis des R2.
Es sei weiter L: R? — R? die lineare Abbildung mit L(e) = e und
L(e®) = e® — e). Beziiglich welcher Basis V = (v(!),v(?) hat L die

Matixdarstellung
11
& _ 2
e (1 2).

Aufgabe 9. Man betrachte die lineare Abbildung L: R?® — R2, die be-
stimmt ist durch

LeW) = £ 4 £ L(e®) = 2of () 4 £2) L(e®) = —£) 4 £®)

+

Dabei bezeichne (e, e e®) die kanonische Basis des R3, (f1), f?)) be-
zeichne die kanonische Basis des R2.

i) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der linearen Abbildung bzgl. der
kanonischen Basen.

i1) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der linearen Abbildung bzgl. der
Basen

(v, v v®) des R? und (w), w?) des R?, wobei gelte
X(l) — g(l) _|_ 2(2) _|_ e(3) , 2(2) — g(l) — 9(3) , 2(3) — 59(2) _|_ 2(3) 7
w® = 1) 1 4@

#ii) Finden Sie eine Basis (g(V), 5(2)) des R?, sodass die Matrixdarstellung

von L bzgl. der kanonischen Basis des R? und bzgl. (g(l), g(z)) gegeben

ist durch
23 0
01 —2 ’
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2. Man vergleiche die Aufgabe mit der Diskussion linearer Glei-
chungssysteme (z.B. mit dem Superpositionsprinzip im homogenen Fall).

Aufgabe 4. Ist L injektiv, so ist fiir alle x € R", x # 0,
L(x) # L(0) =0,

d.h. kern L = {0}. Aus dem Rangsatz folgt, dass L auch surjektiv ist.

Ist L surjektiv, so ist nach dem Rangsatz kern L = {0}. Aus L(x) = L(y)
folgt aber L(x —y) = 0 und somit x =y. O

Aufgabe 6. Man berechnet

OIS ‘A ‘A C) S MGV R W C)
_ 2 Y —_— 2_ 2_ Y

woraus sich als Transformationsmatrix S von V nach VW bzw. als deren

Inverse S—!

ergibt. Ist 7' die Transformationsmatrix von W nach V, so ist T' = S~}
(Probe!).

N
I
VRN
|
N~ N~
NI—= Nl

NI—= N
N~ Do

Es folgt
177 5
AE:SAVWJFE(l _1)

und

1 /1 13
AEV:SAKVS:§<1 ; ) |
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Aufgabe 7. Fiir die Transformationsmatrizen gilt mit der Notation dieses
Kapitels

111
S=T=1011
001
Als Inverse berechnet man
1 =1 0
St=10 1 -1
0O 0 1
Damit ergibt sich
1 2 3
AV =S51A55 = -1 0 0
11 2
Es folgt
und wegen
3vi) 4+ 2v0) = 5el) + 26 4+ 26
1st
5
L) = 2
2

Aufgabe 8. Aus

11
A§:<12)
folgt
el = L(g(l)) = v 4 v@
e? —e = L(e(2)) = v 4 ov®
also
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Stetige Funktionen

An die Diskussion linearer Abbildungen schliefft sich das Studium der
nichsten besonderen Klasse von Funktionen an, der Klasse der stetigen
Funktionen.

Wihrend lineare Abbildungen mit Methoden der linearen Algebra un-
tersucht wurden, bilden nun Grenzwerte von Folgen und Reihen die
Grundlage fiir den tieferen Einstieg in die Infinitesimalrechnung, d.h. in
die Differential- und Integralrechnung.

Dabei wird in diesem Kapitel der Fall reellwertiger Funktionen einer
Veranderlichen betrachtet.

4.1 Beispiele, Definition und erste Eigenschaften
(Lipschitz-stetige Funktion; Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion;

gleichmifige Stetigkeit)

Der intuitive Begriff der Stetigkeit einer Funktion ist der folgende:

Der Graph einer stetigen Funktion kann ,ohne Absetzen des Stiftes”
gezeichnet werden (vgl. Abbildungen 4.1, 4.2, 4.3).

Die Grenzen dieses intuitiven Begriffes werden aber deutlich, wenn etwa
die Funktion f: R — R,

_ J xcos(l/z), fallsx#0,
f(x)—{ 0, fallsz=0,

91
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Abbildung 4.1: Der Graph einer stetigen Funktion.

Abbildung 4.2: Der Graph der Betragsfunktion.

betrachtet wird (vgl. Abbildung 4.4).

Hier kann dem Graphen nicht unmittelbar angesehen werden, ob die
Funktion stetig ist oder nicht.

Lange Zeit ist man jedoch davon ausgegangen, dass die Natur zumindest
fiir ,,verniinftige” Problemstellungen ,glatte” (d.h. stetige und je nach
Daten bessere) Losungen liefert.!

In der Tat gibt es aber , natiirliche Probleme”, die unstetige Losungen pro-
duzieren, d.h. die Losungen haben so genannte Singularitdten. Das promi-
nenteste Beispiel ist von der Struktur x/|z|.

'David Hilbert formulierte z.B. 1900 auf dem ,Internationalen Mathematikerkongre” in Paris die
berithmten 23 Probleme, die die Mathematik des zwanzigsten Jahrhunderts angehen sollte. Das 19. Pro-
blem lautet: ,,Sind die Losungen regulédrer Variationsprobleme stets notwendig analytisch?”
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Abbildung 4.3: Der Graph einer unstetigen Funktion mit Sprungstellen.

anr
UV

Abbildung 4.4: Die Funktion f(x) = zcos(1/x).

Eine besondere Klasse stetiger Funktionen.

Unter den stetigen Funktionen gibt es eine besondere Klasse von Funktio-
nen, deren Graph anschaulich gesprochen ,,Knickstellen” haben kann.
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Es handelt sich um so genannte Lipschitz-stetige Funktionen, bei denen
der Abstand der Funktionswerte nach oben durch den Abstand der
Argumente abgeschétzt werden kann.

D.h.: Ist I C R ein (evtl. verallgemeinertes) Intervall, so heifit eine Funktion
f: I — R Lipschitz-stetig, falls es eine Konstante K € R gibt, sodass

fly) = f(2)| < Kly — x| firalle z, yel.

Mit anderen Worten: Ist ¢ > 0 beliebig (klein) vorgegeben, so haben die
Funktionswerte f(y) und f(z) einen Abstand kleiner als e, falls nur die
Argumente x und y einen Abstand kleiner als § = ¢/K haben.

Der bekannteste und wichtigste Vertreter der Klasse der Lipschitz-stetigen
Funktionen ist der Betrag:

Die Betragsfunktion ist Lipschitz-stetig, wobei K = 1 gewéhlt werden kann
(vgl. Abbildung 4.5 und Ubungskapitel 4.3).

Abbildung 4.5: Die Betragsfunktion ist Lipschitz-stetig mit K = 1.
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Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion.

Aber nicht jede stetige Funktion ist Lipschitz-stetig (vgl. Ubungskapitel
4.3).

Die allgemeine Definition der Stetigkeit erfordert zundchst den Begriff des
Grenzwertes einer Funktion.

Im Folgenden sei I C R stets ein (evtl. verallgemeinertes) Intervall — dies
dient lediglich der Vereinfachung der Notation und ist nicht grundlegend
fiir die Definition.

Weiter sei in diesem Kapitel auch ohne besondere Erwéhnung f: I — R.

Beobachtung. Ist {z,} eine Folge von Elementen aus I, so ist {f(x,)}
eine reelle Zahlenfolge, die auf Konvergenz untersucht werden kann.

Definition 4.1. GRENZWERT UND STETIGKEIT

i) Es seien xg € I und a € R fiziert. Dann hat f an der Stelle xy den
Grenzwert «, falls fir jede Folge {x,} aus I mit x,, # x¢ fir allen € N
und mit x, — xg fiir n — oo gilt

5, (o) = e
Notation:
lim f(z) =« .
T—X0

i1) Die Funktion f heifst stetig in einem Punkt xo € I, falls
lim f(z) = f(zo) .

T—TQ

iii) Die Funktion heifit stetig auf I, falls sie in jedem Punkt xo € I stetig
15t.
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Bemerkungen.

i) ,Wie immer” gilt: Die Existenz eines Grenzwertes impliziert per defi-
nitionem, dass dieser eindeutig bestimmt ist.

i1) Ist der Definitionsbereich im Gegensatz zur Generalvoraussetzung die-
ses Kapitels kein Intervall und f in einem Punkt nicht definiert, so
kann trotzdem der Grenzwert existieren. Gleiches gilt fiir die Rand-
punkte.

i11) Stetigkeit im Komplexen ist vollig analog definiert.

Reicht es in der Definition denn nicht, nur eine Folge {z,} zu
betrachten?

Zur Beantwortung dieser Frage sei (vgl. Abbildung 4.6) f: R — R,

0, fallsz <0,
f(:(:)—{ 1, fallsz>0.

D
g\
0

Abbildung 4.6: Eine Sprungfunktion ist nicht stetig.

Man betrachte nun zunéchst etwa die gegen Null konvergente Folge {1/n}.

Es ist ]
lim f(—) — lm1=1,

n—00 n n—00
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die Folge {f(1/n)} konvergiert also gegen 1.

Als nédchstes betrachte man beispielsweise die ebenfalls gegen Null konver-
gente Folge {—1/n} mit

1
hmf(——>:hm0:0.

n—00 n n—00

Auch die Folge {f(—1/n)} konvergiert, allerdings mit Grenzwert 0.

Obwohl beide betrachteten Folgen konvergieren, hat f im Nullpunkt
keinen Grenzwert und ist dort insbesondere nicht stetig, was auch der
intuitive Stetigkeitsbegriff vermuten l&sst.

Anhand dieses Beispiels wird deutlich, dass es nicht ausreicht, nur eine
spezielle Folge zu betrachten, um eine Funktion in einem Punkt auf
Stetigkeit zu untersuchen.

Unstetigkeit trotz der Existenz eines Grenzwertes.

Die Existenz des Grenzwertes einer Funktion in einem Punkt zy € [
impliziert nicht die Stetigkeit.

Dies belegt das einfache Beispiel (vgl. Abbildung 4.7)

|1, falls x#1,
ﬂm_{O,be:L

In dem Beispiel gilt
lim f(x) =1#0= f(1).

rz—1

Beipiele stetiger Funktionen.

i) Konstante Funktionen und die Identitdt f(x) = x sind stetig.
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O

Abbildung 4.7: Obwohl der Grenzwert in 1 existiert, ist die Funktion dort nicht stetig.

ii) Es sei f(z) = 2? und zy € R sei fixiert. Weiter sei {z,,} eine beliebige
Folge mit z,, — x( fiir n — oc.

Die Stetigkeit von f im Punkt z( ist gezeigt, falls
Tatséchlich ist

[f(za) = flzo)| = |25 — 5] = [(xa — z0) (25 + 20))|
< Nzp + xo||zn — 70| -

Wegen (Dreiecksungleichung)
|25 + @o| < |zn] + |20

und da die Folge {x,} als konvergente Folge beschrénkt ist (vgl. Teil
I, Kapitel 7.1), existiert eine Konstante K € R mit

’(L’n + .T()’ S K.
Es folgt die Behauptung

n—oo

| f(zy) — f(z0)] < K|z, — 20| — 0.



Kapitel 4. Stetige Funktionen 99

i11) Lipschitz-stetige Funktionen (und damit die Betragsfunktion) sind
stetig (vgl. Ubungskapitel 4.3).

Rechenregeln fiir stetige Funktionen.

Mithilfe des folgenden Satzes (Notation (f + g)(x) := f(x) + g(x) etc.)
verifiziert man unmittelbar die Stetigkeit einer Vielzahl von Funktionen
(z.B. aller Polynome).

Satz 4.1. RECHENREGELN FUR STETIGE FUNKTIONEN

i) Es seien f, g zwei auf I stetige reellwertige Funktionen und ¢ € R sei
fixiert.

(a) Dann sind cf, f+ g und f - g stetige Funktionen.

f

(b) In allen Punkten, in denen g nicht den Wert 0 annimmt, ist 5

stetig.

i1) Die Verkettung g o f stetiger Funktionen f, g ist stetig, sofern sie
definiert ist.

Beweis. Siehe Ubungskapitel 4.3. ]

Bemerkung. An dieser Stelle sei ein wesentlicher Zusammenhang zwi-
schen gleichméfiger Konvergenz (vgl. Teil I, Definition 8.2) und Stetigkeit
erwiahnt (Beweisskizze: Siehe Ubungskapitel 4.3.)

i) Eine gleichméBig konvergente Folge { f,,} stetiger Funktionen f,: I —
R konvergiert gegen eine stetige Grenzfunktion f: I — R.

Diese Eigenschaft verdeutliche man sich anhand der Beispiele aus Teil
I, Kapitel 8.
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i1) Analog zu i) konnen gleichméfig konvergente Funktionenreihen mit
stetigen Funktionen als Glieder der Reihe betrachtet werden.

Insbesondere sind exp, sin, cos, sinh, cosh stetige Funktionen.

Nach Satz 4.1 sind folglich auch Funktionen wie sin?(z), sin(x) cosh(z)
oder ¢5™(®) = (exposin)(x) etc. stetig.

Aquivalente Grenzwertdefinition und gleichmifige Stetigkeit.

In Abbildung 4.5 ist bereits ein anderer Zugang zur Definition des Grenz-
wertes einer Funktion angedeutet:

Satz 4.2. AQUIVALENTE GRENZWERTDEFINITION

Es seien xg € I und a € R fiziert.

Dann hat f genau dann an der Stelle xy den Grenzwert «, falls es zu jedem
e>0 eind=23d(e) >0 gibt, sodass

rel, x#xy, |[t—x <0 = |f(z)—a|<e.

Beweis. Siehe Ubungskapitel 4.3. O

Mithilfe der Formulierung aus Satz 4.2 kann eine Funktion auf ,,gleichméfi-
ge Konvergenzgeschwindigkeit” in allen Punkten untersucht werden:

Definition 4.2. GLEICHMASSIGE STETIGKEIT

Fine Abbildung f: I — R heifit gleichmdf$ig stetig, falls es zu jedem € > 0
ein 6 > 0 gibt, sodass fir alle x, y € I mit |z —y| < § gilt:

[f(z) = fly)l <e.
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Demnach sind insbesondere Lipschitz-stetige Funktionen gleichméfig stetig
(siche Ubungskapitel 4.3).

4.2 Zwei Satze iiber stetige Funktionen (stetigkeit und

Kompaktheit; Zwischenwertsatz; Stetigkeit der Umkehrfunktion)

In Teil I, Ubungskapitel 5, ist bereits angedeutet, dass die Existenz
von Extremwerten einer Funktion im Allgemeinen vom Definitionsbe-
reich abhéngt. Deshalb ist der folgende Satz von fundamentaler Bedeutung.

Satz 4.3. STETIGKEIT UND KOMPAKTHEIT

Es sei I = Ja,b] ein kompaktes Intervall (d.h. abgeschlossen und be-
schrinkt) und f: I — R sei stetig auf I.

Dann nimmt die Funktion f in I ihr absolutes Mazimum und thr absolutes
Minimum an.

Das bedeutet: Es existieren Punkte x1 (genannt Minimalstelle oder Mini-
mierer), xo € I (genannt Mazimalstelle oder Maximierer) mit

f(z1) < f(x) < f(xo)  firalle x € 1.

Beweis. Siehe Ubungskapitel 4.3. O

Schliefllich wird der anschauliche Stetigkeitsbegriff im so genannten Zwi-
schenwertsatz prézisiert (vgl. Abbildungen 4.8, 4.9, 4.10), der mithilfe
eines geeigneten Intervallschachtelungsprinzips gezeigt werden kann.

Satz 4.4. ZWISCHENWERTSATZ

Die Funktion f: R D [a,b] — R sei stetig und o.E. sei f(a) < f(b).

Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an, was bedeutet:
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Aus f(a) < & < f(b) folgt die Ezistenz von (mindestens) einem Punkt
v € (a,b) mit f(ro) = &

f(b)

f(a)

Abbildung 4.8: Veranschaulichung des Zwischenwertsatz.

f(b)

f(a) *~_/

Abbildung 4.9: Der Punkt z( im Zwischenwertsatz muss nicht eindeutig bestimmt sein.

Der Zwischenwertsatz impliziert ein Korollar, welches beispielsweise die
Stetigkeit der Logarithmusfunktion (und vieler bereits angesprochener
Umkehrfunktionen) belegt.
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Abbildung 4.10: Ohne Stetigkeit kein Zwischenwertsatz.

Korollar 4.1.

f(b)

f(a)

STETIGKEIT UND UMKEHRFUNKTION

Es sei f: I — R stetig und streng monoton.

Dann besitzt f eine stetige, streng monotone Umkehrfunktion

e fi) =1,

103
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4.3 Ubungsaufgaben zu Kapitel 4
Aufgabe 1. Zeigen Sie:

i) Die Betragsfunktion ist Lipschitz-stetig.

i1) Lipschitz-stetige Funktionen (und damit insbesondere die Betrags-
funktion) sind stetig.

i11) Lipschitz-stetige Funktionen sind gleichméBig stetig.

iv) Die Funktion f: R — R, f(x) = /|z|, ist im Nullpunkt stetig aber
nicht Lipschitz-stetig.

Aufgabe 2.* Es seien f, g: R — R definiert als

B COS(%) fir x #0 B :CCOS(%) fir x #0
f(x)—{ 0 fir =0 " g(x)—{ 0 fir =0

Sind die Funktionen im Punkt x = 0 stetig?

Aufgabe 3. Ist die Funktion f: R — R stetig, wobei

zsin(ln(|z])) fir x #0,

f(z) =
0 fir x=0.

Aufgabe 4. Es sei f eine Funktion I — R, wobei I C R ein (verallgemei-
nertes) Intervall bezeichne.
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Dann lassen sich auch die einseitigen Grenzwerte definieren:

lim f(x) =y :& firalle {x,}, z,€1, x, <z gilt:

Ty
lim z, =2y = lim f(x,) =1yo;
n—oo n—oo
lim f(z) =y :& firalle {x,}, z,€1, x,>z gilt:
T

lim z, =2y = lim f(z,) =vo .
n—oo n—oo

Weierhin definiere man fiir eine reelle Zahlenfolge {z,} (anlog der Fall

C(_OO” ):

lim z,, = o0
n—oo

& Zu jedem M > 0 existiert ein N € N mit M < x,, fiir alle n > N,

i fl@) =y

& fur alle {z,}, x, €I, gilt: limz, =00 = lim f(z,) =yo.

n—oo n—oo
Existieren die folgenden Grenzwerte:
o2t o2t +1 2?41
lim —, lim ;—, lim 3
r—xl T x—x, L r—o0 I
lim L ,  lim 2z ,
cont 2l e T2
lim x sin(z) g x sin(x) ) x sin(x) )
I L I B N

Aufgabe 5. Es seien f, g: R — R stetige Funktionen. Zeigen Sie, dass
dann auch die Funktionen f 4 g, f - g und f o g stetig sind.

Aufgabe 6. Zeigen Sie Satz 4.2.
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Aufgabe 7.* Zeigen Sie Satz 4.3.

Aufgabe 8.

i) * Zeigen Sie: Fine gleichm#Big konvergente Folge stetiger Funktionen
hat eine stetige Grenzfunktion.

i1) Konvergiert die Funktionenfolge {f,}, fu: [-1,1] = R, fu(z) = (1 —
562)”/ 2 gegen eine stetige Grenzfunktion?

Aufgabe 9. Zeigen Sie, dass die Funktion f: R™ — R, f(x) = 1/ nicht
gleichméafig stetig ist.

Aufgabe 10. Es sei f: [0,1] — [0, 1] eine stetige Funktion.

i) Zeigen Sie, dass ein £ € [0, 1] existiert mit f(§) = £ — ein solches ¢
nennt man Fixpunkt von f.

Hinweis. Verwenden Sie den Zwischenwertsatz fiir die Funktion g(z) =
fl@) =)

i1) Zeigen Sie weiter, dass die Gleichung
exp(x) = 3z

(mindestens) eine Losung = € [0, 1] hat.
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2. Die Funktion f ist nicht stetig. Dazu finde man eine gegen
Null konvergente Folge {z}} mit f(zy) =1 fiir alle k € N.

Die Funktion g ist stetig. Dazu beachte man fiir x # 0
l9(2) — O] = [z cos(1/z)| < [z .

Aufgabe 7. Es sei
s:=sup{f(z): a <z <b}.

Dieses s existiert, wenn der ,, Wert +o00” zugelassen wird.

Nach der Definition von s existiert eine Folge {z1}, a < z < b fiir alle
k € N, mit
k—o0

Der Satz von Bolzano-Weierstra8 (Teil I, Kapitel 7.1) liefert weiter eine
konvergente Teilfolge {w},} und ein & € [a, b] mit
T, guis : €

wobei die Konvergenz () beim Ubergang zu der Teilfolge erhalten erhalten

bleibt.

Andererseits ist f nach Voraussetzung stetig und aus (xx) ergibt sich

fla) ' = f(2) .
Es ist gezeigt

s = f(&) = max f(s),

in der Tat ist s also endlich und f nimmt sein Maximum in 2 an. Die
Annahme des Minimums folgt ebenso. ]
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Aufgabe 8. 7) Es seien 2y € I und € > 0 fixiert. Nach der Dreiecksunglei-
chung gilt fiir alle z € I und fiir alle n € N

[f (@) = fwo)| < [f(x) = ful@)] + | fulz) = fulzo)| + [fulz0) — f(20)] -

Gleichméflige Konvergenz der Funktionenfolge bedeutet

n11_>rrolo ”fn - f”oo = nh_g)lo sSup ‘fn(x) - f(:L‘)| =0.

xel

Ist also € = £/3 gegeben, so existiert ein N = N(£) € N mit

sup | fu(z) — f(x)] <§:§ fir alle n > N .

xzel

Ein solches n sei nun fixiert. Dann gilt fiir alle x € I

£

@) = @) <5, und | falwo) = S(eo)] < 5 -

Zudem ist die Funktion f,, nach Voraussetzung stetig in xy, d.h. zu € exi-
stiert ein § > 0, sodass fiir alle x € I mit |z — x| < 0

€

|fn(x) — fn(‘rO)‘ <Eé= g :

Insgesamt folgt fiir alle z € I mit |z — x| < 0:

[f(x) = f(@o)] <&

und die Stetigkeit der Grenzfunktion ist bewiesen. ]
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Differentialrechnung in einer
Veranderlichen

5.1 Grundlagen (Differenzenquotient; Ableitung; Differenzierbarkeit
und Stetigkeit; Produkt- Quotientenregel; Kettenregel; Ableitung der Um-

kehrfunktion; h6here Ableitungen)

Die Differential- und Integralrechnung geht gleichzeitig auf Newton und
Leibniz zuriick und ist die Grundlage aller modernen Naturwissenschaften.

Der intuitive Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion ist der folgende:
Der Graph einer differenzierbaren Funktion hat keinen , Knick”.

Dementsprechend sollte die Betragsfunktion (vgl. Abbildung 4.2) zwar
stetig aber nicht differenzierbar im Nullpunkt sein, was auch tatséchlich
der Fall ist.

Fiir die Tauglichkeit des intuitiven Begriffs der Differenzierbarkeit gelten
aber dhnliche Einschrankungen wie im letzten Kapitel zur Stetigkeit.

Geometrische Interpretation der Ableitung.

Bei der geometrischen Interpretation der Ableitung wird, wie in Abbildung

111
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5.1 angedeutet, in einem festen Punkt xy die Tangente an den Graphen
der Funktion als affin lineare Approximation der Funktion betrachtet.

N

Abbildung 5.1: Zur geometrischen Interpretation der Ableitung.

Mit anderen Worten: Der Graph der Funktion wird in der N&he des
Punktes (z, f(20)) ,,moglichst gut” mit einer Geraden angenéhert.

Kinematische Interpretation der Ableitung.

Bei der kinematischen Interpretation der Ableitung betrachtet man et-
wa die Bewegung eines Massenpunktes im dreidimensionalen Raum in
Abhéngigkeit von der Zeit.

Diese Bewegung wird durch eine Kurve im R? beschrieben. Das ist eine
Abbildung ~v: R D I — R?, wobei I ein Zeitintervall bezeichnet.

Die Ableitung entspricht in diesem Fall dem Geschwindigkeitsvektor des
Massenpunktes zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢, (vgl. Abbildung 5.2).
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Abbildung 5.2: Zur kinematischen Interpretation der Ableitung.

Differenzenquotient und Ableitung.

Im Folgenden sei I C R stets ein offenes (evtl. verallgemeinertes) Intervall
und f: I — R eine Funktion von I nach R.

Definition 5.1. ABLEITUNG

Es sei f wie oben und xo € I fixiert.
i) Ist x € I, x # xg, so heifit der Quotient
f(@) — f(xo)

r — X

Differenzenquotient von f bzgl. der Punkte x und xg.

i1) Die Funktion f heifst differenzierbar im Punkt xq € I, falls der Grenz-

wert
L f@) = fwo) o+ h) = fa)

T—T0 T — X h—0 h
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existiert.

Der Grenzwert heifit die Ableitung oder der Differentialquotient von f
bei x.

Notation:
d d
f/(xo) oder d—fx(.’ﬁo) oder d_];x:xo .
Die Funktion heifst differenzierbar auf I, wenn sie in jedem Punkt

xg € I differenzierbar ist.

Dann kann eine weitere Funktion (ebenfalls als Ableitung von f be-
zeichnet) betrachtet werden, die jedem Punkt x € I die Ableitung von
f an der Stelle x zuordnet:

ffle TR, I3z f'(z).

Bemerkungen.

i)

i)

Die obige Definition kann nicht auf den Fall mehrerer Verdnderlicher
iibertragen werden, da man ,,nicht durch einen Vektor teilen” kann.

Wie im Ubungskapitel 4.3 definiert, kénnen auch hier die einseitigen
Grenzwerte
f'(zq) zgilg e
o) i J@ = F)
=Ty r — Xy

genannt die rechtsseitige Ableitung und die linksseitige Ableitung, be-
trachtet werden.

Diese sind insbesondere am Rande des Definitionsbereiches von Be-
deutung, wo die Ableitung selbst nicht definiert ist.
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Zu den obigen Interpretationen.

i) Geometrisch entspricht der Differenzenquotient von f bzgl. z1 und x
der Steigung der Sekante s durch die Punkte (zg, f(xg)) und (x1, f(z1))
(vgl. Abbildung 5.3),

f(x1) = f(z9)

L1 — Xo

s(z) = f(wo) + (z — x0) .

In der Tat ist s(zg) = f(x¢) und s(z1) = f(z1) und es handelt sich um
eine Gerade durch die gegebenen Punkte mit der Steigung (f(x1) —

f(20)) /(21 — 20).

Abbildung 5.3: Die Sekantensteigungen gehen in die Steigung der Tangente iiber.

Im Grenzgwert x1 — 1z erhélt man die Steigung der Tangente an

(zo, f(0)).

i1) Kinematisch entspricht der Differenzenquotient der Durchschnittsge-
schwindigkeit im Zeitraum zwischen zy und ;.

Der Grenzwert © — x( gibt die Momentangeschwindigkeit zum Zeit-
punkt zy an.
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Beispiele differenzierbarer Funktionen.

)

i)

i)

Im Fall einer konstanten Funktion verschwindet der Differenzenquoti-
ent identisch.

Demnach ist die Funktion iiberall differenzierbar mit der Ableitung
f'(x) = 0 fiir alle z € 1.1

Es sei f(z) = x fur alle z € R.

Der Differenzenquotient fiir ein fixiertes xy lautet

T — Xy
=1.

T — Xy
Die Funktion ist iiberall differenzierbar mit der Ableitung 1.

Es sei f(x) = 22 fiir alle z € R und z € R sei fixiert.
Dann gilt

flx) = flzo) _ 2*—ag  (x—ao)( + a0)
T — X _l‘—Io_ T — Xy

=xr+xp.

Um zum Grenzwert x — x9 und damit zur Ableitung iiberzugehen,
ist in diesen Differenzenquotienten fiir = eine beliebige Folge {x,,} mit
Grenzwert zy einzusetzen (vgl. Grenzwertdefinition einer Funktion,
Definition 4.1).

Da die Folge {z,} nach Voraussetzung aber gegen z, konvergiert,
konvergiert die rechte Seite der obigen Gleichheit, d.h. auch der
Differenzenquotient, gegen 2x.

Zusammenfassend ist gezeigt: Die Funktion f(z) = 22 ist in jedem
zo € R differenzierbar mit der Ableitung f'(xy) = 2.

Man beachte, dass die Frage nach einer méglichen Umkehrung der Aussage (Impliziert eine iiberall
verschwindende Ableitung die Konstanz einer Funktion?) an dieser Stelle noch nicht beantwortet werden

kann.
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iv) Es sei f(x) = /x fiir £ > 0 und zy > 0 sei fixiert.

In der zweiten Schreibweise des Differenzenquotienten (z = xy + h)
gilt fiir |h| hinreichend klein

f(;c0+h}z— flxo) %(m— Vo)

1 (Vao +h — /@) (VX + h + /o)

h \/xo—f—h—f‘\/l'_()
1

\/5130—|—h+\/$_0
1
2/To

h—0
%

Die Funktion f(x) = /x ist demnach in allen Punkten zy > 0
differenzierbar mit Ableitung f'(x¢) = 1/(2,/x0).

Im Punkt zy = 0 ist die Wurzelfunktion aber nicht differenzierbar:

Die Tangentensteigungen werden fiir beliebig kleine z( beliebig grof,
d.h. auch der einseitige Grenzwert des Differenzenquotienten existiert
im Nullpunkt nicht.

Stetigkeit und Differenzierbarkeit.
Als typisches Beispiel sei f(z) = |z| im Punkt xy = 0 betrachtet.

Fiir die Nullfolge {x,} = {1/n} gilt
fle) ~ fa) (1m0

Tn — T (1/n) =0

Fiir die Nullfolge {z,} = {—1/n} gilt hingegen

FE) — @) _ (Ym—0 _
Tp, — T (—1/n)—0 '
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Der Grenzwert des Differenzenquotienten kann also im Nullpunkt nicht
existieren und wie erwartet ist die Betragsfunktion im Nullpunkt nicht
differenzierbar.

Das Beispiel der stetigen Betragsfunktion belegt: Aus der Stetigkeit einer
Funktion folgt nicht die Differenzierbarkeit.

Es gilt aber die Umkehrung im Sinne von

Satz 5.1. DIFFERENZIERBARKEIT IMPLIZIERT STETIGKEIT

Ist die Funktion f: 1 — R im Punkt xq € I differenzierbar, so ist f im
Punkt x( stetig.

Beweis Siehe Ubungskapitel 5.4. 0

Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen.

Wie bei der Betrachtung stetiger Funktionen sind im néchsten Schritt
Summe und Produkt differenzierbarer Funktionen zu untersuchen. Dabei
werden explizite Vorschriften zur Berechnung der Ableitung mitgeliefert.

Satz 5.2. RECHENREGELN FUR DIFF'BARE FUNKTIONEN

Es seien [, g zwei auf I differenzierbare reellwertige Funktionen und ¢ € R
set fiziert.

i) Dann sind auch cf, f+ g und fg auf I differenzierbar mit

(a) (cf) =cf';
(b) (f+9) =1 +9;
(c) (fg) = f'g+ fqg' (Produktregel).
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i1) Ist g(xg) # 0 fir xg € I, so ist auch f/g in x¢ differenzierbar mit
(Quotientenregel)

FY (g — L' (@0)g(wo) — f(0)g'(x0)
() @ TN .

Beweisidee. Exemplarisch wird hier nur gezeigt, wie die zwei Summanden
bei der Ableitung eines Produktes entstehen:

Es seien z, x¢ € I. Dann gilt

f(x)g(x) — f(x0)g(o)

T — Xy
_ J@)g(z) — flzo)g(x) + fl2o)g(x) — f(20)g(0)
= DTGy gy 20 =9
S f(wo)g(wo) + f(xo)g (wo) -
Das ist aber genau die Behauptung. ]

Bemerkung. Es gilt sogar:

i) Fiir alle n € N sei f,,: I — R auf I differenzierbar.

Sind die Funktionenfolgen {f,} und {f} auf I gleichméBig konver-
gent und bezeichnet f den Grenzwert der Folge {f,}, so ist auch f
differenzierbar mit

fl=f fir n—oo.

i1) Dies gilt analog fiir Funktionenreihen (d.h. bei gleichméBiger Konver-
genz der Reihe und der Reihe der Ableitungen):

[kacr)] ~ S fl@)
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Mit anderen Worten: Unter diesen Voraussetzungen ,,darf die Ablei-
tung in die Reihe hereingezogen werden”.

Weitere Beispiele differenzierbarer Funktionen.

Satz 5.2 und die anschliefenden Bemerkungen liefern beispielsweise:

i) Fiir alle k € Z (z # 0 fiir k < 0) gilt (vgl. Ubungskapitel 5.4)

/
d 1 > 1 , 1.,
3 P = [ZH] = Ll = gkt

k=0 k=0 k=1
N =1
¥
k=1 j=0
i7i) In Tabelle 5.1 sind die Ableitungen einiger bekannter Funktionen fest-
gehalten.
iv) Es sei f(x) = tan(x), x € (—n/2,7/2). Dann ist nach der Quotien-
tenregel
, cos(x) cos(x) — sin(z)(— sin(x)) 1
fz) = 2 a2
cos?(z) cos?(x)

Ableitung der Verkettung von Funktionen.

Auch bei der Verkettung differenzierbarer Funktionen kann man auf
Differenzierbarkeit schliefen und die Ableitung berechnen, ohne explizit
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f(x) f(x) Def. Bereich Bem.
zk kbt |R, 2#0 fir k<0| keZ
NE %% Rt vgl.
z® oz R* aeR
e’ e’ R

sin(xz) | cos(z) R

cos(z) | —sin(x) R
sinh(x) | cosh(x) R
cosh(z) | sinh(zx) R

Tabelle 5.1: Die Ableitungen einiger bekannter Funktionen.

die Definition nachzuvollziehen.?

Satz 5.3. KETTENREGEL

Die Verkettung g o f zweter reellwertiger differenzierbarer Funktionen f, g
sei wohl definiert (d.h. das Bild von f liege im Definitionsbereich von g ).

Dann ist auch g o f differenzierbar und es gilt

(go f)(z) =g (f(2)f(x).

Sprechweise. Man formuliert die Kettenregel oft als , d&uflere Ableitung
mal innere Ableitung”.

2Im so genannten Leibnizkalkiil schreibt man formal fiir die Ableitung der Funktion z(y(z)):

a_dx
de  dy dz’

Diese Notation wird jedoch in der Regel im Folgenden nicht verwendet.
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Beispiele.

i) Fiir alle z € R sei h(x) = V1422, d.h. h = go f mit g(y) = \/y und
flx) =1+ 22

Aus der Kettenregel folgt
W(z) = ¢(f(2)f (z)

i1) Fir fixiertes a > 0 und fiir alle z € R ist die Funktion f(x) = a®
definiert als (vgl. Teil I, Kapitel 8.2)

f(z) = exp(zIna))
Mithilfe der Kettenregel folgt
f'(z) = exp(zIn(a)) In(a) = a” In(a) .

Analog wird die Funktion x* abgeleitet (sieche Ubungskapitel 5.4).

Ableitung der Umkehrfunktion.

Der folgende Satz zur Ableitung der Umkehrfunktion folgt unmittelbar aus
der Kettenregel durch Differentiation der Identitéit (f~! o f)(x) = a:

(@) f(x)=1.

Satz 5.4. ABLEITUNG DER UMKEHRFUNKTION

Die Funktion f: I — f(I) (y = f(x)) sei bijektiv und differenzierbar mit
f'(x) #0 fir alle x € 1.
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Dann ist fiir alle y € f(I) die Ableitung der Umkehrfunktion f~1 gegeben

durch
1 1

W =50 = 7wy

Bemerkung. Die Funktion f(z) = x? ist zwar bijektiv, die Ableitung
verschwindet aber im Ursprung. Deshalb ist die Umkehrfunktion in Null
nicht differenzierbar.

Beispiele

i) Fiir z > 0 sei die Funktion f(x) = 2? betrachtet. Die Umkehrfunktion
f1ist die Wurzelfunktion und Satz 5.4 liefert wegen f'(z) = 2z

1 1
2 Yy) 2y

Das die bekannte Ableitungsregel fiir die Wurzelfunktion, wobei iibli-

dy

cherweise die unabhéngige Variable wieder mit x bezeichnet wird.

ii) Auf RT betrachte man die Funktion In(y) = f~!(y) als Umkehrfunk-
tion der Exponentialfunktion e* = f(x).
Nach Satz 5.4 gilt (y = e”, x = In(y))

1 1 1

! —_— —_— = —_ -
ln (y) - et eln(y) y :

i1i) Die Ableitungen der trigonometrischen Umkehrfunktionen sind ohne
Beweis in Tabelle 5.2 festgehalten.
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f(x) f'(z) Def. Bereich
in(z) ! l<z<l
arcsin(z —-l<ux
V1—a?
1
arccos(x) | — -l<z<l1
V1—a?
1
arctan(z) T2 R
x

Tabelle 5.2: Die Ableitungen der trigonometrischen Umkehrfunktionen.

Hohere Ableitungen.

In Definition 5.1, i), ist bereits festgehalten, dass die Ableitung einer auf
I differenzierbaren Funktion f selbst wieder eine Funktion f: I — R ist.

Somit kann auch die Funktion f” auf Differenzierbarkeit untersucht werden.
Sagt die erste Ableitung etwas iiber die Steigung des Graphen einer Funk-

tion aus, so gibt die zweite Ableitung Informationen iiber die Kriimmung,
wie im nachsten Abschnitt noch deutlich wird.

Definition 5.2. HOHERE ABLEITUNGEN

i) Es sei f: I — R differenzierbar auf I mit der Ableitung f': I — R.

Ist auch f" differenzierbar auf I, so heifst die Ableitung von f' die
zweite Ableitung von f.

Notation:
f"(x)  oder fP(z) oder —f(x).

i1) Analog wird die dritte, vierte etc. Ableitung von f definiert.

iii) Eine Funktion f: I — R heifit von der Klasse C*(I), falls f k-mal
differenzierbar ist und die Ableitung f*) eine stetige Funktion ist.
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Bemerkungen.
i) C°(I) bezeichnet die Klasse der auf I stetigen Funktionen.

ii) Nicht alle auf I differenzierbaren Funktionen sind von der Klasse C*.

Dies belegen Beispiele wie z%sin(1/x), die zwar iiberall differenzier-
bar sind, deren Ableitungen aber keine stetigen Funktionen sind
(vgl. Ubungskapitel 5.4).

Beispiel. Es sei wieder f(z) = v/1 + 22 fiir alle x € R. Dann gilt

d i d 1
[ () i —(1+2%) 2

1 )
= < — 5) (1+2%) 2222 + (1 +2%) 2

1
(1422)2

5.2 Lokale und globale Extrema, Mittelwertsatz (not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema; Suche nach glo-
balen Extrema; Satz von Rolle; Mittelwertsatz; Ableitung und Monotonie;

konvexe und konkave Funktionen; Regeln von I’Hospital)

Im Folgenden sei I = [a,b] bzw. I = (a,b). Die Falle I = (—o00,00)
etc. werden analog behandelt.

Bei der Beschreibung von Naturvorgdngen gehort es zu den wesentli-
chen Aufgaben, die Maxima oder Minima bestimmter Groflen zu finden
(z.B. den Flicheninhalt, die Energie bei der Deformation eines Festkorpers
oder die sogenannte Wirkung nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung . .. ).

Hier liefert die Differentialrechnung die wesentlichen Hilfsmittel.
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

In Satz 4.3 wird untersucht, ob eine Funktion in einem Punkt ihren
insgesamt grofiten bzw. kleinsten Wert annimmt.

Man spricht vom absoluten Maximum bzw. Minimum oder auch vom
globalen Maximum bzw. Minimum — Abbildung 5.4 zeigt die Skizze einer
,zweidimensionalen Landschaftskontur”, bei der das absolute Maximum
bzw. Minimum jeweils am Rand realisiert wird. (Maximum und Minimum
miissen aber natiirlich nicht am Rand liegen.)

Ebenso relevant sind aber die Hiigel und Té&ler mit zumindest lokal
maximaler bzw. lokal minimaler ,, Energie” im Innern von [:

Die in zy bzw. 21 dargestellten Kugeln werden dort liegen bleiben, wobei ein
noch so kleiner Anstof} reicht, die Kugel im Punkt x, ins Rollen zu bringen.

Bei kleinen Anstoflen wird die Kugel in x; wieder in ihre Position

zuriickrollen. Stof8t man sie aber mit viel Schwung an, so kann sie jedoch
beispielsweise den , Hiigel” in xy iiberwinden.

f(x)

Abbildung 5.4: Lokale und globale Maxima (Minima) sind zu unterscheiden.
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Definition 5.3. LOKALE EXTREMA

Eine Funktion f: I — R hat an der Stelle xo € I ein lokales Maximum
(lokales Minimum) f(xo), falls ein v > 0 existiert mit

f(x) < f(xo) (lok. Max.) bzw. f(xg) < f(x) (lok. Min.)
fir alle v € I N (zg—r,x0+ 7).

Gilt fiir x # xy jeweils die strikte Ungleichung, so spricht man von einem
strengen lokalen Mazimum (Minimum,).

Sprechweise: Lokale Mazxima und lokale Minima heifien lokale Extrema.
Punkte x, in denen lokale Mazxima bzw. lokale Minima angenommen wer-

den, heiflen lokale Maximierer bzw. lokale Minimierer (lokale Mazimalstel-
len bzw. lokale Minimalstelle).

Bemerkung. Ein Vergleich mit Satz 4.3 zeigt unmittelbar, dass globale
Extrema automatisch auch lokale Extrema sind.

Anhand von Abbildung 5.5 wird deutlich, dass bei der Suche nach lokalen
Extrema im Inneren des Definitionsbereiches zunédchst Punkte mit hori-
zontaler Tangente an den Graphen zu finden sind.

Aber nicht alle Punkte mit horizontaler Tangente sind lokale Extrema, wie
Abbildung 5.6 zeigt (typisches Beispiel: f(z) = 2 im Punkt x = 0). Trotz
horizontaler Tangente liegt im Punkt xy kein Extremum vor, es handelt
sich um einen sogenannten Sattelpunkt.

Mit anderen Worten: Die Bedingung , horizontale Tangente” in einem
inneren Punkt ist eine notwendige aber keine hinreichende.

Schlielich ist bei der Diskussion von Abbildung 5.5 noch zu beachten,
dass die Steigung des Graphen selbst im Falle eines globalen Extremums
am Rand von [ (hier ist die einseitige Ableitung zu betrachten) nicht ver-
schwinden muss.
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f(x)

Abbildung 5.5: Die Tangente in einem lokalen Extremum und die Steigung am Rande.

-

Abbildung 5.6: Kein lokales Extremum trotz horizontaler Tangente.

Satz 5.5. NOTWENDIGE BEDINGUNG

Die Funktion f: I — R habe in einem Punkt o € (a,b) ein lokales
Extremum und sei dort differenzierbar.
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Dann gilt
f/(x()) = 0 .

Sprechweise: Punkte mit horizontaler Tangente an den Graphen, d.h. mit
f'(xg) = 0 heiflen stationdre oder kritische Punkte.

Beweis. Es sei xy € (a, b) ein lokaler Minimierer von f (Maximierer analog).

Es existiert ein § > 0 mit (zg — d, 29 + ) C (a,b), wobei § hinreichend
klein mit 6 < r (vgl. Definition 5.3) gew#hlt wird.

Aus der Eigenschaft , lokaler Minimierer” folgt
flzo+h) = f(x0) 2 0
fir alle A mit 0 < |h| < 6, d.h.
f(zo +h) — f(@0)
h
f(:L’() + h) —
h

>0 firalle 0<h<§,

f(ilfo)

<0 furalle —d<h<0.

Dabei hat sich in der zweiten Zeile das Vorzeichen vertauscht, da die
Abschétzung f(xzo+h)— f(zo) > 0 durch die negative Zahl h geteilt wurde.

Aus der ersten Zeile und der Differenzierbarkeit von f folgt weiter f'(xq) >
0, aus der zweiten f’(xy) < 0, und wie behauptet ist f'(zq) = 0. O

Die Suche nach globalen Extrema.

Zur Herleitung einer hinreichenden Bedingung fiir lokale Extrema sind noch
einige Vorbereitungen notwendig. An dieser Stelle kann aber schon festge-
halten werden, wie globale Extrema ermittelt werden koénnen:
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i) Im ersten Schritt wird untersucht, ob solche iiberhaupt existieren. Hier
ist Satz 4.3 das wichtigste Hilfsmittel.

i1) AnschlieBend wird dort, wo die Funktion differenzierbar ist, nach
Punkten mit horizontaler Tangente gesucht. Die Funktionswerte an
diesen Stellen sind die ersten Kandidaten fiir globale Extrema.

i19) Im néchsten Schritt wird das Randverhalten untersucht: Ist beispiels-
weise das Definitionsintervall kompakt, I = [a, b], so berechnet man
die Funktionswerte in @ und b. Auch diese sind Kandidaten.

iv) In den Punkten, in denen die Funktion nicht differenzierbar ist, sind
die Funktionswerte als weitere Kandidaten zu berechnen (z.B. wird
das Minimum der Funktion f(z) = |z| im Punkt x = 0 angenommen,
in dem f nicht differenzierbar ist).

v) Vergleicht man nun alle Kandidaten miteinander, so findet man die
globalen Maxima bzw. Minima (falls existent).

Beispiel. Betrachtet sei die Funktion f: [-2,2] = R, f(z) = (1 — 2?2

VAN

-2 -1 0 1 2

Abbildung 5.7: Die Funktion f(z) = (1 — 2%)? in [-2,2].

Das Definitionsintervall ist kompakt, die Funktion ist stetig und Satz 4.3
zeigt, dass zumindest ein globales Maximum und zumindest ein globales
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Minimum existiert.

Es gilt
fl(x) = —4a(l - 2%,

woraus sich die kritischen Punkte 1 = —1, 29 = 0 und x3 = 1 ergeben.

Wegen f > 0 und f(z1) = f(z3) = 0 kann in diesem speziellen Beispiel
direkt festgestellt werden, dass f in x; und 3 ein globales Minimum (und
damit automatisch auch ein lokales Minimum) hat.

Da fiir alle x € [—1,1] die Ungleichung f(z) < 1 = f(z9) gilt, liegt
in x9 ein lokales Maximum vor — dies wird spéter auch mithilfe einer
hinreichenden Bedingung verifiziert.

Zuriick zur Suche nach globalen Maxima: Die Funktion ist in allen
inneren Punkten differenzierbar und als Kandidaten sind lediglich die
Funktionswerte in den kritischen Punkten und die Funktionswerte in den
Randpunkten zu ermitteln:

f(=2) =9 = f(2) zeigt, dass das globale Maximum in den Randpunkten
2 und —2 und nicht im Punkt x9 = 0 realisiert wird.

Der Satz von Rolle.

Der Satz von Rolle ist der néchste Schritt bei der Analyse einer Funktion

f:la, b = R.

Wie in Abbildung 5.8 illustriert, besagt der Satz u.a., dass eine differen-
zierbare Funktion zwischen zwei Nullstellen einen kritischen Punkt haben
muss, genauer gesagt gilt:
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Abbildung 5.8: Zum Satz von Rolle.

Satz 5.6. SATZ VON ROLLE

Es sei f: |a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b).

Ist f(a) = f(b), so existiert ein xy € (a,b) mit f'(xq) = 0.

Beweis. Nach Satz 4.3 nimmt die stetige Funktion f auf dem Kompaktum
[a, b] sowohl ein globales Maximum M als auch ein globales Minimum m an.

Im Fall m = M ist die Funktion konstant und es gilt /" = 0.

Nun zum Fall m < M: In diesem Fall kann wegen f(a) = f(b) hochstens
einer dieser Werte in einem Randpunkt angenommen werden.

In (a,b) wird also entweder das absolute Maximum oder das absolute
Minimum (oder beides) angenommen.

Nach Satz 5.5 verschwindet dort die Ableitung von f. ]
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Der Mittelwertsatz.

In Verallgemeinerung des Satzes von Rolle besagt der Mittelwertsatz,
dass fiir eine gegebene differenzierbare Funktion f im Intervall (a,b)
(mindestens) ein Punkt z( existiert, in dem die Tangente an den Graphen
von f die gleiche Steigung hat wie die Sekante durch die Punkte (a, f(a))
und (b, f(b)) (vgl. Abbildung 5.9).

/
e

L

Abbildung 5.9: Zum Mittelwertsatz.

Satz 5.7. MITTELWERTSATZ

Die Funktion f: |a,b] — R sei stetig und auf (a,b) differenzierbar.

Dann ezistiert ein xy € (a,b) mit

Erste Konsequenzen aus dem Mittelwertsatz sind im folgenden Korollar
festgehalten, welches als Ubungsaufgabe gezeigt werden kann.
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Korollar 5.1. FOLGERUNGEN AUS DEM MITTELWERTSATZ

Es sei f wie in Satz 5.7.
i) Ist f'(x) =0 fir alle z € (a,b), so ist f konstant.

it) Es ist f'(x) > 0 fir alle x € (a,b) genau dann, wenn f auf [a, 0]
monoton wachsend ist (analog ,<” und monoton fallend).

iii) Ist f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend auf
la,b] (analog: ,<” und streng monoton fallend).

Hier ist die Umkehrung i.A. falsch, wie die Funktion f(x) = 2® belegt.

Nun kénnen Funktionen auch nach ihrem Kriimmungsverhalten klassifi-
ziert werden.

Konvexe und konkave Funktionen.

Eine typische (streng) konvexe Funktion ist die Funktion f: R — R,
f(x) = x* — der Graph ist eine , Linkskurve”.

Eine typische (streng) konkave Funktion ist der Logarithmus In: R™ — R
— der Graph ist eine ,,Rechtskurve”.

Die geometrische Vorstellung ist dabei, dass der Graph konvexer (konka-
ver) Funktionen stets oberhalb (unterhalb) aller seiner Tangenten liegt.
Dies ist den Abbildungen 5.10 und 5.11 verdeutlicht.

Umgekehrt liegt die Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) bei
einer konvexen (konkaven) Funktion im Intervall (a,b) oberhalb (unter-
halb) des Graphen (vgl. Abbildung 5.12 und Abbildung 5.13).

Mit anderen Worten ist der Funktionswert einer konvexen (konkaven)
Funktion kleiner oder gleich (grofier oder gleich) dem Sekantenwert an
dieser Stelle im Sinne von:



Kapitel 5. Differentialrechnung in einer Verdnderlichen 135

f(x)

Abbildung 5.10: Der Graph einer konvexen Funktion liegt oberhalb seiner Tangenten.

f(x)

Abbildung 5.11: Der Graph einer konkaven Funktion liegt unterhalb seiner Tangenten.

i) Eine Funktion f: I — R heifit konvex, falls fiir alle z, y € I und fiir
alle A € (0,1) gilt

fAz+ (1 =Ny) <Af(z) + 1= f(y) -

i1) Eine Funktion f: I — R heifit konkav, falls fiir alle z, y € I und fiir



136 Kapitel 5. Differentialrechnung in einer Verédnderlichen

f(x)

Abbildung 5.12: Zwischen zwei Punkten liegt die Sekante (durch diese Punkte) einer
konvexen Funktion oberhalb des Graphen.

f(x)

Abbildung 5.13: Zwischen zwei Punkten liegt die Sekante (durch diese Punkte) einer
konkaven Funktion unterhalb des Graphen.

alle A € (0,1) gilt

fOz+ (1 =Ny) > Af(z)+ (1 =N f(y) .

ii1) Bei streng konvexen bzw. streng konkaven Funktionen gelten die
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strikten Ungleichungen.

Ist f konvex (komkav) und zweimal differenzierbar, so erkennt man
anhand von Abbildung 5.10 (Abbildung 5.11), dass die erste Ableitung f’
monoton wachsend (fallend) ist.

Fiir die Ableitung f” der monoton wachsenden (fallenden) Funktion f’
gilt folglich f” >0 (f <0).

Satz 5.8. ZWEITE ABLEITUNG UND KONVEXITAT/KONKAVITAT

FEs sei f: (a,b) — R zweimal differenzierbar.
i) Ist f"(x) >0 fir alle x € (a,b), so ist f streng konvez.

it) Ist f"(x) <0 fir alle x € (a,b), so ist f streng konkav.

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema.

Mit diesen Vorbereitungen kann nun eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz lokaler Extrema formuliert werden. Wieder ist die geometrische
Vorstellung in den Abbildungen 5.10 und 5.11 wiedergegeben:

Strenge Konvexitdt (Konkavitdt) in der Néhe eines kritischen Punktes
impliziert die Existenz eines lokalen Minimums (Maximums).

Satz 5.9. HINREICHENDE BEDINGUNG

Es sei f: I = (a,b) = R von der Klasse C*(I).
Im Punkt xy € (a,b) gelte weiter f'(x¢) = 0.

i) Ist f"(x9) > 0, so hat f in xy ein strenges lokales Minimum.
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it) Ist f"(zy) < 0, so hat f in xy ein strenges lokales Maximum.

Bemerkung. Der Satz macht keine Aussage iiber den Fall f”(zy) = 0. In
diesem Fall ist das Verhalten der Funktion bzw. der Ableitung genauer zu
analysieren (vgl. Ubungskapitel 5.4).

Im oben diskutierten Beispiel f(x) = (1 — 2?)?, x € [-2,2] ist
f(z) =122 — 4.

Fiir die kritischen Punkte x; = —1 und 23 = 1 gilt demnach f”(x;) > 0,
f"(x3) > 0 und es handelt sich (wie bereits gesehen) um strenge lokale
Minima.

Im Punkt z9 = 0 ist f”(z3) < 0, es handelt sich um ein strenges lokales
Maximum.

Wendepunkte.
Neben Extrema sind Wendepunkte charakteristisch fiir eine Funktion.

In einem Wendepunkt geht der Graph der Funktion von einer ,,Linkskurve
in eine Rechtskurve” iiber (oder umgekehrt), d.h. von einem konvexen in
einen konkaven Bereich (oder umgekehrt).

Wendepunkte konnen als (strenge) lokale Extrema der ersten Ableitung
interpretiert werden — die Situation ist in Abbildung 5.14 angedeutet.

Es sei f: (a,b) — R von der Klasse C3((a,b)). Analog zur Diskussion lokaler
Extrema gilt:

i) In einem Wendepunkt zy € (a,b) gilt immer f”(xy) = 0.
i1) Ist f"(xo) = 0 und f"'(xg) # 0, so ist xy ein Wendepunkt.
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f(x)

Abbildung 5.14: Ein Wendepunkt.

Die Regeln von I’Hospital.

Zum Abschluss dieses Paragraphen wird nun eine wichtige Folgerung
aus dem (verallgemeinerten) Mittelwertsatz vorgestellt, mit deren Hilfe
Grenzwerte von Quotienten berechnet werden konnen, die sich nicht aus
den bisher bekannten Regeln erschlieflen.

Beispielsweise liefert Satz 5.10 den Grenzwert vom Typ ,,%”
lim sin(x) |
z—0 T

Satz 5.10. REGELN VON L’HOSPITAL

Es seien f, g: (a,b) — R differenzierbar und z, € (a,b).

Ist f(xg) = g(zo) =0, ist g'(xg) # 0 fiir x # xy und existiert der Grenzwert

lim f(z)

T—To g’(gj) ’
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so qilt
/
lim _f(x) lim / (x)
T—1 g(x) T— g’(aj)
Beispiele.
i) Es ist
I sin(z)  lim cos(r) 1
x—0 xX z—0 1

i1) Die Regel kann auch mehrfach hintereinander angewandt werden:

lim = lim = lim cos(z) =

sin(x) 1
z—0 332 z—0 2z z—0 2 2 ’

1 — cos(x)

i71) Eine analoge Aussage gilt fiir Grenzwerte z — oo, falls f und g im
Unendlichen gegen Null konvergieren, z.B.

lim [\/z(z+1) —2z] = lim —”H_E_l

T—00 T—00

8 [~

= lim
SN
) 1 1
= lim = —.
J:—>o<>2 1_|_l 2

iv) Ebenso gelten die Regeln fiir Grenzwerte der Form = — xg, f(x),
g(r) — +oo. Wie iiberall sind dabei auch einseitige Grenzwerte zuge-
lassen:

lim zIn(x) = lim
x—0t x—0t

SEE
S
{
o

+
|
ml
&
{
o
+
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5.3 Numerische Differentiation (Extrapolation zum Limes h — 0;

zentraler Differenzenquotient)

8”, die nicht analytisch mit den Regeln von

I’Hospital berechnet werden koénnen, approximiert man mit numerischen
Mitteln.

Grenzwerte vom Typ

Man beachte, dass die Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten
von diesem Typ ist.

Die Grundidee ist eine Polynominterpolation nach Teil I, Kapitel 6,
zusammen mit einer Extrapolation zum Limes h — 0.

Die allgemeine Aufgabenstellung lautet:

Gegeben sei eine Funktion g: (0,b] — R, b > 0, wobei fiir 0 < h < b die
Funktion ¢ explizit ausgewertet werden konne. Zudem sei g als stetige
Funktion in den Nullpunkt fortsetzbar.

Gesucht ist eine numerische Néaherung fiir

lim g(h) =: g(0) .

h—0t

Beispiele.

i) Man approximiere numerisch

h3/2
li :
— sin(h)
i1) Man approximiere numerisch
lim cosh(h) -1
h—0+  sinh(h)

i11) Fiir eine differenzierbare Funktion f: I — R setzt man in einem fi-
xierten inneren Punkt zy € I und fiir |h| hinreichend klein

g(h) = f(l‘o+h})l— f (o) .
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Gesucht ist in diesem Beispiel eine Ndherung fiir den Grenzwert des
Differenzenquotienten, d.h. fiir die Ableitung von f in xy.

Die allgemeine L6sungsidee.

i) Zunichst werden die Werte g(h;), i = 0,...,n, fiir geeignete Stiitz-

stellen hg > hy > --- > h, > 0 und fiir geeignetes n € N (nicht
zu gro, um starke Oszillationen zu vermeiden, vgl. Teil I, Kapitel 6)
berechnet.

i1) Man 16se im néchsten Schritt die Interpolationsaufgabe von Lagrange
(vgl. Teil I, Kapitel 6) zu diesen Daten, d.h. betrachtet sei das eindeu-
tig bestimmte Interpolationpolynom p, vom Grad n durch die Punkte

(h07g(h0))7 Tt (hm g(hn)>

ii1) Ist die Giite der Approximation von g mit p, in der Néhe des Null-
punkts hinreichend gut, so ist p,(0) eine gute Néherung fiir g(0).

Zu den ersten beiden Beispielen.

i) Gesucht ist eine Naherung fiir

h3 /2
lim

h—0+ sin(h) -

Bekanntlich ist dieser Grenzwert 0.

In den Stiitzstellen hy = 1/8, hy = 1/16, hy = 1/32, hy = 1/64 liefert
die Berechnung der Funktionswerte
hi |18 | 116 | 1/32 | 1/64
17/ sin(h;) | 0.35447578 | 0.25016283 | 0.17680547 | 0.12500509

Anstatt den Wert 0.12500509 als Nédherung zu wihlen, legt man
durch die berechneten Werte das Interpolationspolynom vom Grad 3,
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wie es in der Abbildung 5.15 rot angedeutet ist.

Der exakte Verlauf ist griin gekennzeichnet und belegt eine recht gute
Ubereinstimmung.

Fiir p3(0) ergibt sich der Wert 0.05938205, der zwar nicht um Gréflen-
ordnungen, aber dennoch deutlich néher bei der 0 liegt als der Wert
0.12500509.

0351
0.30
0.25 /
0.20 | /
0.15 /‘/
0.10 |

0.05

%
0002 006 0.10
X

Abbildung 5.15: Extrapolation von h*?2/sin(h) im Limes h — 0.

it) Mit den gleichen Stiitzstellen wie oben soll

. cosh(h) —1
1 M e a——
B0+ sinh(h) 0

ndherungsweise berechnet werden.
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Die Daten lauten in diesem Beispiel

hi |18 | 1/16 | 1/32 | 1/64
i | 0.06241875 | 0.03123983 | 0.01562373 | 0.00781235

Die Extrapolation zum Limes h — 0 liefert p3(0) = 3.638 - 107°, die
Approximation ist also tatsédchlich um Groflenordnungen besser als
der Wert 0.00781235.

In der fiir die h; natiirlichen Skalierung aus Abbildung 5.16 kann der
Unterschied zwischen dem Approximationspolynom und der exakten
Losung nicht mehr aufgelost werden.

0.06
0.05 e
0.041 ‘
0.03-
0.02 -

0.01 1

”
1 .~

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
X

Abbildung 5.16: Extrapolation von (cosh(h) — 1)/sinh(h) im Limes h — 0.

Erst in der extremen VergrofSerung aus Abbildung 5.17 erkennt man
die Abweichungen in der Ndhe des Nullpunkts (wegen zu vieler
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Rechenschritte ist die exakte Losung nicht bis in den Ursprung
dargestellt).

1.x 10761

8.x 1077

6.%x 10771

4. %1071

2.x 1077

O T T T T T T T T T \
0 2.x10°7 4.x10°7 6.x10°7 8x10°7 1.x10°°
X

Abbildung 5.17: Extrapolation von (cosh(h) — 1)/sinh(h) im Limes h — 0.

Natiirlich approximiert das Interpolationspolynom die Funktion nur
in der Nahe des Ursprungs so gut.

Zur Illustration dieser Tatsache sind die Verldufe von Interpolations-
polynom und exakter Losung in Abbildung 5.18 in einem grofleren
Bereich dargestellt.

Die Abweichungen fiir grole h sind fiir die gegebene Fragestellung
jedoch irrelevant.
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Abbildung 5.18: Extrapolation von (cosh(h) — 1)/sinh(h) im Limes h — 0.

Beispiel: Numerische Differentiation.

Zur numerischen Differentiaton einer C''-Funktion f: I = (a,b) — R in
einem Punkt xy € I kann wie oben angemerkt der Differenzenquotient

fwo + 1) = fxo)
h

g(h) =

herangezogen werden.

Die Extrapolation zum Limes h — 0 liefert wie beschrieben einen Néhe-
rungswert fiir die Ableitung von f im Punkt zy. Aber:

Wichtige Beobachtung. Man betrachte den zentralen Differenzenquoti-

enten
f(xo+h) — f(xo—h) .

d(h) = o7
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Der zentrale Differenzenquotient 6(h) konvergiert im Limes h — 0 eben-
falls gegen f’(z¢) (Beweis: Ubungskapitel 5.4).

Der wesentliche Vorteil im Hinblick auf diesen Paragraphen ist, dass der
zentrale Differenzenquotient ein gerade Funktion in A ist, d.h.

flao + (=) = flzo = (=h)) _ flzo+h) — flao—h)

—2h 2h

Dies legt die Idee nahe, mit geraden Polynomen, d.h. mit Polynomen in
Abhingigkeit von h? zu approximieren.

Tatséachlich ist die Giite der Approximation in der Regel deutlich besser,
wenn mit dem zentralen Differenzenquotienten in h? anstelle des Differen-
zenquotienten in h approximiert wird.

Beispiel. Es sei f(z) = sin(x). Mittels des zentralen Differenzenquotien-
ten soll eine Néherung fiir f’(0) = 1 berechnet werden.

Der zentrale Differenzenquotient von f in 0 lautet

_ sin(h) — sin(—h) _ sin(h)

o) 2h h

= g(h*).

Obwohl in den Differenzenquotienten das Argument h einzusetzen ist,
handelt es sich tatsdchlich um eine Funktion von h?2.

In der Tat ist sin(h) = h — $h* + ... und
sin(h) 1,
=1—=h
A +
Man setzt
1 1 in(h
g(h):=1—zh+..., dh g(h2):1—§h2+---zsm}£).

Es sei jetzt hg = 1/8, hy = 1/16, hy = 1/32.
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Zu berechnen ist als Naherungswert fiir (sin(x))’ = cos(x) an der Stelle 0
das Interpolationspolynom der Ordnung 2 von ¢ zu den Stiitzstellen h?,
=0, 1, 2.

Dieses ist an der Stelle 0 auzuwerten.

Der Algorithmus von Neville (vgl. wieder Teil I, Kapitel 6) liefert die Werte
hi g(hi) = sin(hy)/h; | k=1 k=2
1/8)2 | poo(0) = 0.997397867

2
( (
(1/16)2 | p1o(0) = 0.999349085 | py 1 (0) = 0.999999491
(1/32)2 | pao(0) = 0.999837248 | py1(0) = 0.999999969 | p2(0) = 1.000000001

Man erkennt deutlich die Giite der berechneten Approximation.

Ein weiteres Beispiel (insbesondere zum Vergleich zwischen der Extrapo-
lation mit dem Differenzenquotienten und der Extrapolation mit dem zen-
tralen Differenzenquotienten) findet sich im Ubungskapitel 5.4.
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5.4 Ubungsaufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 1. Es sei a > 0 fixiert und f: R — R, f(z) = |z|* fur alle z € R.
Ist f differenzierbar im Nullpunkt?

Aufgabe 2.* Ist die Funktion f: R — R,

[ 2*sin(1/x) fir z#£0,
f(x)—{ 0 fir =0,

differenzierbar im Punkt xy = 07 Ist die Ableitung eine stetige Funktion?

Aufgabe 3.* Zeigen Sie Satz 5.1.

Aufgabe 4.* Zeigen Sie: Fiir alle k € Z (x # 0 fiir £ < 0) gilt
d

— b = kPt
dx

Aufgabe 5.

i) Bestimmen Sie mit Hilfe der Reihendarstellungen die Ableitungen von
sin(z), cos(z), sinh(x), cosh(x).
Benutzen Sie dann die Quotientenregel, um die Ableitung von cot(z)
zu berechnen (wo sie existiert).

i1) Berechnen Sie (dort wo sie existieren) die Ableitungen der Um-
kehrfunktionen arcsin(z), arccos(x), arctan(z) der trigonometrischen
Funktionen.
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Aufgabe 6. Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen (wo
sie definiert sind):

i) f(w) =2,

i) f(z) =a"), a> 0 fixiert;
iii) f(x) = exp(exp(exp(z)));
) f(x) ="

Aufgabe 7. Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei [a,b] C I. Die
Funktion f: I — R sei differenzierbar auf ganz I und die Funktion f’ sei
eine auf dem Intervall [a,b] stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f eine auf
[a, b] Lipschitz-stetige Funktion ist.

Hinweis. Man benutze Satz 4.3 der Vorlesung.

Aufgabe 8.

i) Die Funktionen f und g: R — R seien dreimal differenzierbar. Berech-
nen Sie (f - g)®).

i1) Finden Sie eine Funktion f: R — R, die auf R genau zweimal diffe-
renzierbar ist.

i11) Es seien a < b € R fixiert und f: (a,b) — R die durch f(z) = In(x)/x
definierte Funktion. Ist f konvex bzw. konkav?
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iv) Berechnen Sie die zweite Ableitung der Funktion f: f(z) = In(In(z)).
Fiir welche 2 € R ist die Funktion definiert?

Aufgabe 9.*
i) Zeigen Sie Korollar 5.1.

it) Essei U = (0,1)U(2,3) und f: U — R sei differenzierbar mit f'(z) =0
fiir alle x € U. Ist f eine konstante Funktion?

Aufgabe 10.* Betrachten Sie die Funktionen f, g: R — R,
f(z) = 2?sin(x) , g(x) = z*cos(x) .
Ist der Punkt 2y =0
i) ein kritischer Punkt;
i1) eine lokale Minimalstelle bzw. Maximalstelle;
i11) ein Sattelpunkt

von f bzw. g7

Aufgabe 11. Es seien f: [ — R und I C R jeweils gegeben durch
i) fx) =2 —2x+1, I =[-2,2];
i) f(x) =a?=2z|+1, [ =[-2,2];

ii1) f(z) =a2*—2lz|+1, I =R.

Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Maxima und Minima von f.
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Aufgabe 12.* Es sei [ = [—1,1] C R und f: I — R gegeben durch
f(z) = 2%x + 2% .

Ist f stetig auf I? Ist f differenzierbar auf (—1,1)7 Bestimmen Sie alle
lokalen und globalen Maxima und Minima von f auf I.

Aufgabe 13.* Es sei I = [—2,2] C R und die stetige Funktion f: I — R
sei gegeben durch

ze® 1 fiir <0,

xel™® fiir o >0.

) =4

Ist f differenzierbar auf (—2,2)? Bestimmen Sie alle lokalen und globalen
Maxima und Minima von f auf [.

Aufgabe 14.
i) Berechnen Sie (falls existent) die Grenzwerte
limz*, lim Tz
z—0 T—00

i1) Berechnen Sie (falls existent)

: 1 1
lim [ ' — —] :
»—=0 Lsin(z) x

i1i) Berechnen Sie (falls existent)

1= %2 — cos(x)
lim .
=0  xsin(x)

Aufgabe 15. Es sei f: I — R im Punkt x( € I differenzierbar. Zeigen Sie:
Der zentrale Differenzenquotient in x konvergiert gegen f(xg).
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Aufgabe 16. Es sei x > —1, f(x) =14+ 2z, n =2, hy = 1/8, hy = 1/16,
hy = 1/32.

Berechnen Sie einen Naherungswert (,, Extrapolation zum Limes h — 07, 8
Nachkommastellen) fiir f/(0) mittels

i) des Differenzenquotienten;

ii) des zentralen Differenzenquotienten (als Polynom in h?).

Aufgabe 17. Studieren Sie die Moglichkeiten Ihres Computeralgebrasy-
stems in der Differentialrechnung.
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2. Fiir xy # 0 ist die Funktion differenzierbar mit

f'(xo) = 2zgsin(1/z) + 25 cos(1/x0)(—1/20)*
= 2xgsin(1/zg) — cos(1/xz) .

Fiir 2o =0

— Jo||sin(1/a)

'f(sc) — f(o)
x—0

< || —- 0,

falls z — 0, d.h. f ist im Nullpunkt differenzierbar mit f’(0) = 0.

Aufgabe 3. Es sei {x,} eine Folge aus I, x,, # x(, mit x,, = xg fiir n — 0.
7 zeigen ist:

flwn) "= f(ao) -

Nach Voraussetzung ist f in x( differenzierbar, was

() = £(z0) noe

Tp — X0

/(o) -

bedeutet.

Aus den Rechenregeln fiir Folgen ergibt sich
f(@n) — f(20)

Lp — Lo

f(xn) — f(wo) = (2 — 20) "= f(20) - 0=0,

also genau die Behauptung. [

Aufgabe 4. Der Beweis wird mit vollstdndiger Induktion gefiihrt.
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Induktionsanfang: Fiir k = 0 und k = 1 ist die Aussage bereits verifiziert.

Induktionsschluss: Es sei nun angenommen, dass die Aussage fiir ein k£ € N
richtig sei. Dann folgt aus der Produktregel nach der Induktionsannahme

d d
Eackﬂ = E(ajkx) = ka2l 4+ 281 = (k4 1)a" |
die Aussage gilt somit auch fiir £ + 1 und die Behauptung ist fiir alle
k € Ny bewiesen.

Fiir negative k € Z folgt die Behauptung aus der Quotientenregel. O]

Aufgabe 9.

i) i) Ist f'(x) = 0 fur alle = € (a,b), so folgt aus dem Mittelwertsatz
fir alle x1, x5 € (a,b) (0.E. 1 < x9) und fiir ein & € (x1, x9)

f(z2) — f(21)

To — I

=f(§)=0,

also die erste Behauptung.

it) Ist f'(x) > 0 fur alle z € (a,b), so ergibt sich genau wie in 7):
f(x9) > f(x1) fur x9 > x1, d.h. die Monotonie.

Ist umgekehrt f monoton wachsend und in zy € (a,b) differen-
zierbar, so gilt (x > x)

Tl L — X0

i1i) Die Aussage iii) folgt analog zum ersten Teil von 4i) und das
Korollar ist bewiesen. U

i1) Finden Sie ein einfaches Gegenbeispiel.
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Aufgabe 10. Fiir alle x € R ist

2

f'(z) = 2xsin(z) + 2% cos(z) ,  ¢'(x) = 2z cos(x) — 2*sin(x)

und wegen f'(0) = ¢’(0) = 0 handelt es sich in beiden Féllen um einen
kritischen Punkt.

Die zweiten Ableitungen berechnen sich zu

f"(z) = 2sin(x) + 4z cos(z) — x*sin(z) |

¢"(r) = 2cos(x) — 4xsin(x) — 2° cos(z) .

Aus ¢"(0) = 2 > 0 folgt mit der hinreichenden Bedingung, dass der Punkt
xo = 0 eine lokale Minimalstelle von g ist.

Wegen f”(0) = 0 liefert Satz 5.9 aber keine Aussage fiir die Funktion f.

Allerdings ist fiir x < 0, |z| hinreichend klein, f(x) < 0 und fir x > 0, |z
hinreichend klein, f(z) > 0, d.h. im Nullpunkt kann kein lokales Extremum
vorliegen — der Punkt zy = 0 ist ein Sattelpunkt der Funktion f.

Aufgabe 12. Als Summe, Produkt und Verkettung stetiger Funktionen
ist die Funktion f stetig und nimmt auf dem kompakten Intervall [—1,1]
nach Satz 4.3 ihr globales Maximum bzw. Minimum an.

Analog folgt, dass die Funktion auf (—1,1) fiir z # 0 differenzierbar ist.

Nach der Definition des Betrages kann f geschrieben werden als
2 (z+2%) fir 0<z+2i=z(1+2),
flz) =

22 (—(z +2?)) fir 0>2+2°=2(1+2),

B(1+4+x) fir 0<2x<1,
a —23(1+2) fir —1<2<0.
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Wegen
3 _
lim +2°(1+2)—0
z—0 x—0

= lim+2*(1 +2) =0
z—0

ist die Funktion in z; = 0 differenzierbar mit der Ableitung 0.

Da f(x) > 0 fiir alle x € I und da f(0) = 0 gilt, handelt es sich im Punkt
r1 = 0 um ein globales (und damit auch lokales) Minimum.

Fiir x # 0 ist
fl(z) = :i:(3:l:‘2(1 +x) + x3) = :taj’z(llx +3)=0

im Punkt zo = —3/4.

Fir —1 < z < 0 ist aber f’(z) = —2z(12x + 6) und f"(-3/4) < 0
impliziert, dass im Punkt x; = —3/4 ein lokales Maximum vorliegt.

Bei der Suche nach evtl. weiteren globalen Minima bzw. globalen Maxima
ist die Funktion noch in den Randpunkten x3 = —1 und z4 = 1 auszuwer-
ten und mit den beiden bisherigen Kandidaten zu vergleichen.

Aus o7
f(xl):f($3):0<f($2):%<f(l‘4):2
folgt, dass in x3 ebenfalls ein globales Minimum angenommen wird, in x4

das globale Maximum.

Aufgabe 13. Die Funktion ist als Summe, Produkt und Verkettung
stetiger Funktionen stetig und nimmt auf dem kompakten Intervall [—2, 2]
nach Satz 4.3 ihr globales Maximum bzw. Minimum an.

Analog folgt, dass die Funktion auf (—1,1) fiir z # 0 differenzierbar ist.
Anhand von

f(x) — £(0) {63’1 fir <0,

el fir x>0
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erkennt man, dass die Funktion im Punkt xy = 0 nicht differenzierbar ist.

Fir x # 0 ist
/ e H1+x) fir <0,
flx)=9 |- )
e "(l—z) fir >0,

d.h. die Ableitung verschwindet in den Punkten 1 = —1 und z5 = 1.

SchlieBSlich berechnet man

e 1(2+1x) fir <0,
f(@) =
el (x—2) fir >0.

Wegen f"(z1) > 0 liegt dort ein lokales Minimum vor, analog handelt es
sich wegen f”(z5) < 0 and der Stelle x um ein lokales Maximum.

Der Vergleich mit den Funktionswerten in den Randpunkten z3 = —2 und
x4 = 2 ergibt

flz) = —e 2 < f(as) = =22 < fzg) =0 < fwy) =21 < fmg) =1.

Damit ist das globale Minimum im Punkt z; = —1 gefunden, das globale
Maximum im Punkt x9 = 1.

Es bleibt noch anzumerken, dass im Punkt xy = 0 kein lokales Minimum
vorliegt, da die Funktion im Nullpunkt ihr Vorzeichen wechselt.
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Kapitel 6

Integralrechnung in einer
Veridnderlichen

6.1 Das bestimmte Riemannsche Integral (Zerlegung; Fein-
heit; Untersumme; Obersumme; Unterintegral; Oberintegral; Riemann inte-
grierbare Funktionen; Integrabilititskriterium; Rechenregeln fiir integrier-
bare Funktionen; Integration auf Teilintervallen; orientiertes Riemannsches

Integral; Flicheninhalt)

Im Folgenden ist stets [ = [a,b] und f: I — R eine beschrinkte Funktion.

Idee zur Einfiihrung des bestimmten Integrals.

Das bestimmte Integral fab f(x) dx soll den Fliacheninhalt der vom Gra-
phen von f und der x-Achse eingeschlossenen Punktmenge beschreiben,
so wie es in Abbildung 6.1 angedeutet ist.

Das Problem bei dieser suggestiven Vorstellung ist aber:

Wie ist der Fldcheninhalt iiberhaupt definiert, wenn es sich nicht um ein
elementargeometrisches Objekt handelt?

In der Tat sieht die Vorgehensweise umgekehrt aus:

161
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f(x)

Abbildung 6.1: Zur suggestiven Vorstellung des bestimmten Integrals.

i) Man definiert zundchst das bestimmte Integral.

i1) Dabei soll ,einfachen” geometrischen Objekten (Rechtecken, Drei-
ecken etc.) der Fliacheninhalt zugeordnet werden, der mit der Ele-
mentargeometrie konsistent ist.

i71) Um dies zu erreichen, approximiert man bei der Definition des Inte-
grals die von einem Graphen eingeschlossene Menge mit Rechtecken,
denen elementargeometrisch ein Flacheninhalt zugeordnet ist.

iv) Es ist zu untersuchen, ob zum Grenzwert iibergegangen werden kann.

v) Mithilfe des bestimmten Integrals kénnen schliefilich Flacheninhalte
definiert werden, die elementargeometrisch nicht bekannt sind.

Die Definition des bestimmten Integrals

Die oben angesprochene Approximation mit Rechtecken erfolgt via
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Definition 6.1. UNTER- UND OBERSUMME

i) Eine Zerlequng Z des Intervalls I = [a,b] in Teilintervalle I;, j =1,
.., m, der Linge |I;| ist eine Menge von Punkten

Z={a=x<v1<29<--- <20 =b}.
Hierbei ist I; := [xj_1, %], Axj:=x;—x;1 =|L],7=1, ..., n, und
A(Z) := max{Azy,...,Ax,}
heifit die Feinheit der Zerleqgung Z.
it) Ist fur j=1, ..., n
m; = inf{f(x): €L},
m; = sup{f(z): xz €[},

l

3

so heifit
Sz(f) =) m;Az;
j=1
die Untersumme,
gg(f) = ijij
j=1

die Obersumme von [ zur Zerleqgung Z.

In den Abbildungen 6.2 und 6.3 sind eine Unter- und eine Obersumme
dargestellt.

Man erkennt fiir jede Zerlegung als unmittelbare Folgerung aus der Defi-
nition

Sz(f) < Sz(f) .

Bei einer sukzessiven Verfeinerung (vgl. Ubungskapitel 6.6) lassen die
Abbildungen 6.2 und 6.3 im Falle von ,,gutartigen Funktionen” erwarten,
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3nm st 3n Ix o 2n
4 2 4

L2 T 2r
4 2 4

X

Abbildung 6.2: Eine Untersumme von f(x) = sin(z) + x.

3n m St 3n Ix o 2n
4 2 4

T r 2
4 2 4

X

Abbildung 6.3: Eine Obersumme von f(z) = sin(z) + x.

dass die Folge der Obersummen von oben und die Folge der Untersummen
von unten gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergieren (vgl. wieder
Ubungskapitel 6.6).

Dies motiviert
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Definition 6.2. BESTIMMTES INTEGRAL

Die Funktion f: I = [a,b] — R sei beschrdinkt.

Dann sind das Unterintegral Z und das Oberintegral T definiert als

Z(f) := sup{Sz(f): Z ist Zerlegung von I}
Z(f) = inf{Sz(f): Z ist Zerlequng von I} .

Die Funktion heif$t (Riemann-) integrierbar auf I, falls gilt

b
L) =T = T() = [ f@)do= [ f(o) da.
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Notation: Die Klasse der auf I integrierbaren Funktionen wird mit R(I)

bezeichnet und fabf(x) dx heifit das bestimmte Integral von f zwischen

den Grenzen a und b.

Die Funktion f nennt man auch den Integranden, x heifst die Integrations-

variable.

Der direkte Umgang mit der Definition kann recht schwierig sein.

Im Folgenden erkennt man allerdings, dass die Klasse der auf einem

kompakten Intervall [a, b] integrierbaren Funktionen noch deutlich grofier

ist als die Klasse der auf [a, b] stetigen Funktionen.

Dennoch gibt es nicht integrierbare Funktionen, wie in Ubungskapitel 6.6

zu zeigen ist.
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Erste Beispiele.

i) Fir eine Konstante ¢ € R sei f(z) = ¢ auf [a,b]. Es folgt fiir jede
Zerlegung Z von [

n

Sz(f) =) cAw;=c(b—a)=Sz(f).

j=1

Somit ist f auf [a, b] integrierbar mit

/abcdx:c(b—a).

ii) Es sei I = [0,1] und f(z) = x auf I. Zu n € N betrachte man die
dquidistante Zerlegung

Sa() = Y- = 536

n
— 1 1 5
Sz,(f) = §+— -

(\)
3
DO | —

Da hier nur eine spezielle Zerlegungsfolge betrachtet wird, ist die
Integrabilitdt von f nach wie vor unklar.

Man bendotigt noch:
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Satz 6.1.

INTEGRABILTITATSKRITERIUM

Fiir eine beschrinkte Funktion f: I — R gilt

Zu jedem € > 0 qibt es eine Zerlequng Z von I mit

R(I _
feRl) < {Sz<f)—§z(f)<5-
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Konsequenz. Die Funktion f(z) = x ist auf I = [0, 1] integrierbar mit

1
1
/xdx:—.
0 2

Rechenregeln fiir integrierbare Funktionen.

Die folgenden Rechenregeln erleichtern die Suche nach weiteren inte-
grierbaren Funktionen erheblich. Insbesondere folgt beispielsweise die
Integrierbarkeit von Polynomen auf [a, b].

Man beachte allerdings, dass im Gegensatz zu den Rechenregeln fiir
differenzierbare Funktionen (Satz 5.2) keine konstruktive Vorschrift zur
Berechnung des Integrals gegeben wird.

Satz 6.2.

RECHENREGELN ZUR INTEGRIERBARKEIT

FEs seien f, g € R(I) und o, p € R.

Dann gilt:

i) af +Bg € R(I) mit

I(af + Bg) = «I(f) + PL(g) -

it) fg € R(I).
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ie) [f| € R(I), wobei | f|(x) := | f(x)].
iv) Ist |g| > ¢ fiir eine Konstante ¢ > 0, so ist auch f/g € R(I).

v) Ist fiir alle x € I die Ungleichung f(z) < g(x) richtig, so folgt
Z(f) <Z(g) -
vi) [Z(f)| < Z([f1)-

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition des Riemannschen
Integrals. U

Weitere Klassen integrierbarer Funktionen.

Satz 6.3. WEITERE KLASSEN INTEGRIERBARER FUNKTIONEN

Fiir eine beschrankte Funktion f: [a,b] — R gilt:
i) Ist f monoton, so folgt [ € R(I).
i1) Ist f stetig, so folgt f € R(I).

In der Tat sind sogar stiickweise stetige Funktionen integrierbar.

Dabei ist der Begriff ,stiickweise stetig” in Abbildung 6.4 illustriert. Man
beachte, dass die einseitigen Grenzwerte in den Sprungstellen und am Ran-
de des Intervalls existieren miissen.
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f(x)

4

Abbildung 6.4: Eine stiickweise stetige Funktion.

Abschlielende Bemerkungen zur Definition.

i) Eine Funktion f € R(I) kann auch iiber Teilintervalle integriert wer-
den im Sinne von:

(a) f ist auch auf jedem Teilintervall I’ C I integrierbar.

(b) Ist I in endlich viele Teilintervalle Iy, Is, ..., I, zerlegt, die
hochstens Randpunkte gemeinsam haben, so gilt

/If(:c) dz = i/jjf(:c) dz

i1) Das Integral fab f(x) dzx ist bisher nur auf Intervallen [a,b], d.h. fur
a < b definiert.

Das orientierte Integral ist in Erweiterung des obigen Integralbegriffs
fiir a = b als fff(x) dz := 0 definiert, im Fall b < a setzt man

/abf(x) dx ::—/af(x) dz

iii) Ist f stetig auf I = [a,b] und ist f(x) > 0 fiir alle z € I, so ist

/f
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positiv und definiert den Flacheninhalt der Menge
F::{zeRQ: a<wz <b 0<x9< f(x1)}
(vgl. Abbildung 6.1).

6.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung (Stammfunktion; unbestimmtes Integral)

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das Bindeglied
zwischen diesen beiden Disziplinen und gleichzeitig ein starkes Werkzeug,
um Integrale analytisch zu berechnen.

Die Idee des Satzes sei hier anhand eines einfachen Beispiels erldautert:

f(x)

Xo Xoth X

Abbildung 6.5: Zum Haupsatz der Differential- und Integralrechnung.

Man betrachte fiir x > 0 die Funktion f(x) = az, @ > 0, man betrachte
den Flacheninhalt (zg > 0)

Aw) = | " ) da

und ebenso fiir A > 0

ro+h
A(xg+h) = /0 f(z) dz .
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Nun wird die relative Anderung “AA/Ax” betrachtet, d.h. gesucht ist der
Differenzenquotient von A an der Stelle x,

/:OM f(x) dz — /Oxo f(x) dx] :

Die Differenz A(xo+h)— A(xg) setzt sich zusammen aus dem Flicheninhalt
des in Abbildung 6.5 blau gekennzeichneten Rechtecks R und dem des
roten Dreiecks D.

1
h

Der Fliicheninhalt von R ist axoh, der von D ist ah?/2.

Es ergibt sich

% [/Oxo—i—h f(o) do— /0960 i) dx] _ %{owoh + %hq

"0 arg = f(xo) .

Die Ableitung des Fliacheninhalts A(xg) nach xy entspricht dem Funktions-
wert f(xo).

Prizise Formulierung.

Definition 6.3. STAMMFUNKTION

Betrachtet seien zwei Funktionen F, f: |a,b] — R.

Ist F' stetig auf |a,b], differenzierbar auf (a,b) und gilt F'(x) = f(x) fir
alle x € (a,b), so heifst F' eine Stammfunktion von f.

Stammfunktionen sind nicht eindeutig bestimmt, da mit F' fiir eine beliebi-
ge Konstante C' € R auch die Funktion Fr = F + (' eine Stammfunktionen
von f ist.
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Dies ist aber die einzige Form der Mehrdeutigkeit: Nach Korollar 5.1 ist
die Differenz zweier Stammfunktionen immer konstant.!

Satz 6.4. HAauprTSATZ

FEs sei f: I =la,b] — R eine stetige Funktion.

Dann gelten die beiden folgenden Aussagen:

2= [0

i1) Ist umgekehrt F' eine Stammfunktion von f, so ist

i) Die Funktion

ist eine Stammfunktion von f(x

b
/a F(t) dt = F(b) — F(a) =: [F(x)] — F(x)

Bezeichnung: Die Gesamtheit aller Stammfunktionen einer stetigen Funk-
tion f heifst das unbestimmte Integral der Funktion f.

Notation:
{F : F ist Stammfunktion von f} =: /f(a:) de = F(x)+C .
Sprechweise: Das Aufsuchen einer Stammfunktion wird als Integration von

f bezeichnet. (Nach dem Hauptsatz “macht die Differentiation die Integra-
tion wieder rickgingig”.)

Beweis. Ad i). Zu h # 0, z, v+ h € (a, b) betrachtet man den Differenzen-
quotienten

AR F(x) ::%[F(az—kh)—F(a:)] : F(x):/xf(t) dt

I'Man beachte, dass hier als Definitionsbereich immer ein Intervall gew#hlt ist.
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Zu zeigen ist fiir das fixierte x:

ApF(2) "3 f(2) .

In der Tat gilt

x+h
AWF(z) — % / F(8) dt

f@ =5 [ swa

In der zweiten Gleichnung ist zu beachten, dass f(x) fiir fixiertes = eine
Konstante ist und bzgl. der Integrationsvariablen ¢ integriert wird.

Es folgt
1 xz+h
AP =@l < gl [ (0= 1) a
S]%WWmﬂﬂﬂ—ﬂ@M
telfab], |v—t <|hl}
hj)O 07

wobei im letzten Schritt die Stetigkeit von f auf dem kompakten Intervall
la, b] ausgenutzt wurde. Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt.

Ad ii). Da die Differenz zweier Stammfunktionen konstant ist, kann nach
i) jede Stammfunktion F' von f in der Form

F(a:):/xf(t)dtJrC, CeR.

geschrieben werden.

Insbesondere ist

F(b) = /bf(t) dt +C |

Fla) - /af(t)dt+0 e



174

d.h.
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F(b)—F(a):/bf(t) dt+C—C:/bf(t) dt

und der Hauptsatz ist bewiesen. [l
f(x) /f(x) dx giiltig, falls
1
k k+1
-1
x k+1x +C keZ, k#—-1, xR
1
- In(|z|) + C r#0
1
¢ a—H$a+1+C O{#—l, x>0
e’ e"+C reR
aa:
a” +C reR, 0<a, a#1
In(a)
sin(x) —cos(z) + C reR
cos(x) sin(z) + C reR
tan(z) —In(| cos(z)|) + C r# 2k+1)r/2, keZ
cot(x) In(|sin(z)|) + C x#kn, kEZ
1
o2 (z) tan(x) + C x# 2k+1)r/2, keZ
1
5 —cot(z) +C r#kr, kel
sin”(x)
1
arcsin(z) + C -l<z<l1
N (@)
1
arccos(x) + C -l<z<l1
T ()
1
22 arctan(x) + C reR
Tabelle 6.1: Einige unbestimmte Integrale.
Beispiele.
", n € N,

i) Als ein einfaches Beispiel sei hier die Funktion f(z) =
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betrachtet. Diese hat als eine Stammfunktion

anrl
F(r) =
() n+1’
woraus
b 1
/ " dr = [bn—H . an—H}
a n+1
folgt.

i1) Ohne Beweis sind in Tabelle 6.3 einige unbestimmte Integrale aufge-
listet.

6.3 Integrationstechniken (einfache Integrationstechniken; partielle

Integration; Substitutionsregel; Partialbruchzerlegung)

Im Gegensatz zur Differentiation ist eine geeignete Vorgehensweise bei
der Integration oft nicht ersichtlich — manche Integrale kénnen analytisch
iiberhaupt nicht berechnet werden.

Dennoch gibt es einige Werkzeuge zur Integration bzw. zur Umformung
von Integralen.

Die wesentlichen Techniken werden in diesem Paragraphen vorgestellt.

6.3.1 Einfache Integrationstechniken

Es seien f, g stetig auf [a,b]. Dann gilt (auf [a, b))

)/cf dx—c/f de, ceR,
i) [ (1) +g(e) do = [ f@) ot [ o) da,

xy / J;/((;C)) dz = In(|f(x)|) + C, falls f keine Nullstellen hat,

wobei die Funktion f in der letzten Zeile zusitzlich von der Klasse C' sei.
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Beispiele.

i) Mita; €eR, j=1,...,n,ist

J+1

/[iajxj} dx:iaj/xj dx:iaj :,C_|_1 +C'.
=0 =0

/=0 J

i1) Es sei f(x) = tan(x), x € [a,b] C (—7/2,7/2). In diesem Intervall
hat der Kosinus keine Nullstelle und wegen cos(z) > 0 fiir alle z €
(—m/2,7/2) gilt

/tan(x) dz = /2;2((?) dz = —/%I(lg)) da

= —In(cos(z)) + C'.

6.3.2 Partielle Integration

Hierbei handelt es sich um die Folgerung aus der Produktregel.

Satz 6.5. PARTIELLE INTEGRATION

Es seien f, g: a,b] — R von der Klasse C*.

Dann gilt fiir das unbestimmte Integral

/ F@)g(x) dz = f(z)g(x) — / F(2)g(x) da

bzw. fiir das bestimmte Integral

/abf(a:)gl(sc) dr = [f(x)g(x)]z — /ab F(x)g(z) dz .

Beispiele.

i) Mit f(z) =2 und ¢'(x) = e* folgt

/xewdzzxex—/exdwzwex—ex—l—C.
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it) Mit f(z) = In(z) und ¢'(x) = 1 ergibt sich auf [a,b] C (0, 00)

/ In(z) do — / In(z)l dz = In(z)z — / éx do
= zln(z) —x+C.

iii) Ist f(x) = ¢'(x) = cos(x), so sieht man

also

/COSQ(SL‘) dez = /Cos(sc) cos(z) dx
= cos(x)sin(x) +/sin2(:z:) dx

= sin(x) cos(x) + /1 dr — /COSQ(QT) de |

/COSQ(x) dz = %[sin(az) cos(z) +z] + C .

6.3.3 Substitutionsregel

Die Regel zur Substitution ist eine Folgerung aus der Kettenregel.

Satz 6.6.

Es sei f: [a,b] — R stetig und g: [c,d] — [a,b] sei von der Klasse C*.

SUBSTITUTIONSREGEL

Dann gilt fir alle to, t; € [c,d]

g(t1) t
/ ) de= [ Fla(t)g'(t) dt

(to) to

177

Fiir die Substitutionsregel gibt es zwei verschiedene Arten der Anwendung.
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Erste Anwendungsvariante.

Gesucht sei j;il h(t) dt, wobei der Integrand h die spezielle Struktur

h(t) = f(g(t)g'(t)
habe.

Mit anderen Worten erkennt man (bis auf evtl. konstante Faktoren) das
Produkt aus einer Verkettung von Funktionen und der inneren Ableitung

Dann gilt

Kann hier die rechte Seite explizit berechnet werden, so ist auch die linke
Seite bekannt.

Beispiel. Gesucht sei das bestimmte Integral

2 2
/ tel T dt .
0

Die Funktion A(t) := te'**" lisst sich in der Form

h(t) = 361“2%(1 +2)
schreiben, also mit f(x) := e” und g(t) := 1 + t*:
2h(t) = f(g(t)d'(t)

Es folgt

[ et = 5 [ o) a

1 5 _
:—/emdx:6 6.
2/, 2




Kapitel 6. Integralrechnung in einer Verdnderlichen 179

Zweite Anwendungsvariante.

In dieser Variante versucht man, f;}l f(x) dz durch eine geeignete Transfor-
mation der Integrationsvariablen zu berechnen, d.h. man sucht eine Trans-
formation

ZU:g(t), tOSt§t17

mit der Eigenschaft

xg=g(tg) und 1z =g(t1).

Hierbei sei g: [to,t1] — [xo,21] (0.E. gelte ty < t; und xg < x1) bijektiv
(etwa ¢'(t) > 0 fiir alle t € [tg,?;]) und von der Klasse C.

Bezeichnet dann 1 := g~! die Inverse von ¢, so gilt mit ty = 1 (zy) und

t1 =Y(z1)

x1 P(xy)
/ f(x) dz = /w T ar

Bemerkung. Das formale Vorgehen sieht wie folgt aus:

Man substituiert z = g(t) in f;ol f(z) doz und schreibt in der Leibnizschen

Weise ;
Jgt) = Ti , also  dr=g'(t)dt.

Die untere Integrationsgrenze xy = ¢(ty) wird zu tg = 1(xg), die obere
transformiert sich analog.

Beispiel. Gesucht sei zu fixiertem r > 0
T
/ V2 —z?de.
0

2 — r?sin®(x) = r? cos?(x) bietet sich die Substitution

Wegen r

x = g(t) :=rsin(t) , ogtgg,
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an, wobei ¢'(t) = r cos(t). Man beachtet (1) = g™1)

0=9(0), r=g(r/2), dh $(0)=0, () =7

Mit der Substitutionsregel berechnet man

r /2
/ Vr2—z?dr = / \/r2 — r2sin?(t) rcos(t) dt
0 0

2

/2
= 7“2/ cos*(t) dt = Ly
0 4

6.3.4 Partialbruchzerlegung

Mithilfe einer sogenannten Partialbruchzerlegung konnen gebrochen-
rationale Funktionen (vgl. Teil I, Kapitel 5.1)

f(x) = ]% . p, ¢ Polynome vom Grad m bzw. n ,
q(x

integriert werden.

Die prézise Darstellung aller méglichen Félle erfordert eine etwas techni-
sche Notation.

Zum prinzipiellen Verstédndnis geniigt es aber bereits, sich von den folgen-
den Beispielen leiten zu lassen.

Falls no6tig: Polynomdivision.

Wie in Teil I, Kapitel 5.1, kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit
grad p < grad q ,

angenommen werden.

Ansonsten wird eine Polynomdivision vorgeschaltet.
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Beispiel. Ist
B 23+ 322 — 4x + 2
o —x2—x+1

/(@)

so liefert die Rechnung

Y

472 — 3+ 1
f(x)_\(/_)/ \xg_xg_x_i_lju
p(z)/q(z)

es ist also ()
p(z
flz)=r(z)+—7=,
() = r(e) + 25
wobei das Polynom r(z) elementar zu integrieren ist und wobei grad p <
grad q.

Nullstellen von ¢ mit Vielfachheit 1.

Beispiel. Es sei

q(r) 222 —6x+4

Zunéchst sucht man die Nullstellen z;, o des Nennerpolynoms ¢: x1 = 1,
To = 2, in denen die Funktion nicht definiert ist.

Beide Nullstellen sind verschieden und haben die Vielfachheit 1, d.h. ¢(x)
kann als

q(z) =2(x — 'z - 2)' =2(z — 1)(z — 2)

in Linearfaktoren zerlegt werden.

In dieser Situation macht man den Ansatz

plz} __A B
qiz) -1 x+2°

wobei A und B reelle Konstanten bezeichnen.
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Der Ansatz liefert

o)

q(z) 2(x = 1)(z —2)
A B
N x—1+x—|—2

A(x —2)+ B(z — 1)
=D~ 2)

r(A+ B)+ (—2A - B)
(x —1)(x —2) '

Ein Koeffizientenvergleich (man vergleicht die Koeffizienten zu allen auf-
tretenden Potenzen von z) zeigt

A+ B =

24— B =

mit der Losung (Probe!)

Insgesamt ist

2 101 1
de = —- d d
/2x2—6x+4 ‘ 2/33—1 x+/x—2 v

1
= —§1n\x—1|+ln(|x—2|)+0.

Dabei ist im unbestimmten Integral als Gesamtheit der Stammfunktionen
wie immer die Integrationskonstante C' € R zu beriicksichtigen und die
Stammfunktionen sind in den Polstellen von f nicht definiert.
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Nullstellen von ¢ mit Vielfachheit 2 und gréfer.

Beispiel. Es sei
p(z) 2+ 1
q(v) 23 —222+x

Zunéchst werden wieder die Nullstellen x1, x9, r3 des Nennerpolynoms ¢
gesucht: r1 =0, 29 =1, x3 = 1.

Die Nullstelle 1 = 0 hat die Vielfachheit 1. Die Nullstellen 29 = 23 = 1
sind gleich, d.h. 1 ist Nullstelle der Vielfachheit 2 und ¢(x) wird gemé&s
q(z) = 2" (z —1)* = 2(z — 1)?

in Linearfaktoren zerlegt.

Nun macht man den Ansatz (A, B, C reelle Konstanten)
A B C
plz) A

q(z) @ x—l—'_(a:—l)Q'

Dieser liefert

p(z) _ 2? +1

g(z)  a(z—1)°
A B C
B E+x—1+(x—1)2

A(x — 1>+ Bx(x — 1) + Cx
z(x —1)2

2> (A+B)+x(—2A—B+C)+ A
x(r —1)2 '

Aus einem Koeffizientenvergleich folgt
A+B = 1,
—2A—-B+C = 0,
A =1
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mit der Losung (Probe!)

Insgesamt ist

+1 2
/ vt de =ln|z| ———+C.

3 — 222+ x—1

Irreduzible quadratische Polynome.

Beispiel. Es sei

Bei der Suche nach Nullstellen des Nennerpolynoms findet man nur die
eine Nullstelle 1 = 1 der Vielfachheit 1.

Das Polynom zerfillt nicht in Linearfaktoren und kann lediglich in der
Form

¢(z) = (& = 1)(a” + 1)
zerlegt werden, wobei 22 41 irreduzibel ist, d.h. keine reelle Nullstellen hat.

Der Ansatz lautet in diesem Fall

p(x) A +B+Cx
qlr) x—1 22+1
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und fihrt auf

p(z) 1
q() (z = 1)(2* +1)

A JrB-l—C’x
x—1 2+ 1

A(@*+1)+ Bz — 1)+ Cx(z — 1)
(x —1)(x2+1)

2*(A+C)+x2(B—-C)+ (A— B)
(x —1)(2241)

Hier ergibt ein Koeffizientenvergleich

A+C = 0,
B-C =0,
A-B =1

mit der Losung (Probe!)

1 1
2’ 2
Man berechnet
/x3—x2+x— 1 dr = §ln\m— 1] —§a,rctan(x) —Zln(\x2+1\)+0.

6.4 Uneigentliche Integrale (lokal integrierbare Funktionen; Kon-

vergenzkriterien)

In der Definition 6.2 des bestimmten Integrals sind zwei verschiedene Arten
der Beschranktheit vorausgesetzt:

i) Das Intervall, iiber welches integriert wird, ist beschrénkt.

i1) Der Integrand f ist eine beschrinkte Funktion.
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Nun wird der Frage nachgegangen, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen
man auf diese Einschriankungen verzichten kann.

Das typische Beispiel dieses Kapitels ist das Integral
dx

., a R fixiert .
1T

Hier bezeichnet I ein evtl. verallgemeinertes Intervall.

Ist etwa I = [l,00), so ist iiber ein Intervall ,unendlicher Linge” zu
integrieren und es ist unklar, ob das Integral existiert.

f(x)

1 X

Abbildung 6.6: Unbeschrianktes Intervall versus unbeschrankte Funktion.

Ist beispielsweise I = (0,1], so ist zwar das Integrationsintervall be-
schrinkt, die Funktion wird jedoch in der Ndhe des Nullpunkts beliebig
grof3. Damit ist ebenso unklar, ob das Integral existiert.

Geometrisch lautet die Frage, ob der in Abbildung 6.6 griin bzw. rot schraf-
fierte Flacheninhalt endlich ist oder nicht.
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Unbeschrinktes Integrationsintervall.
Es sei I = [a,00) und f € R(|a,b]) fiir alle b mit a < b < 0.
Man nennt die Funktion f in diesem Fall lokal integrierbar.

Mit anderen Worten: Fiir alle b € I existiere das bestimmte Integral

/abf(x) dz

Definition 6.4. UNEIGENTLICHES INTEGRAL

Es sei | wie oben definiert lokal integrierbar.

i) Falls der Grenzwert

b
lim / f(x) dz
b—oo J,
existiert, so heifit dieser das uneigentliche Integral von f dber |a, o).

Sprechweise: Das uneigentliche Integral existiert oder konvergiert.

Notation:

/oof(x) dz := bli)m bf(x) dz .

Andernfalls heift [ f(z) dz divergent.

it) Das uneigentliche Integral [ f(x) dz heifit absolut konvergent, falls
[1f ()] dz konvergiert.

Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz des uneigentlichen Inte-
grals.

Bemerkung. Uneigentliche Integrale der Form

/_boo f(z) dz
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sind analog zu diskutieren.

Cauchyscher Hauptwert.

Bei einem uneigentliches Integral der Form

| reyas

ist jedoch Vorsicht geboten:

Das Integral konvergiert per definitionem, falls fiir ein beliebiges a € R
sowohl [* f(x) dx als auch [ f(z) dz konvergiert:

/_Zf(x)dx ::/aoof(x) dx—l—/_iof(a:)daz.

Existiert eines der Integrale [ f(z) dz, [°_ f(z) dz nicht, so kann trotz-

dem der sogenannte Cauchysche Hauptwert existieren (vgl. Ubungskapitel
6.6).

Das Standardbeispiel.

Esist fir alle 1 < b < o0

(1 1 b
1‘ falls a1,
= { l—az*'h

In(|z)|  falls a=1,

b dx

1z

bl—a _
=< 11—«
In(b) falls a=1.

falls o # 1,
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Demnach ist

(0.9]

d

/ i divergent fiir « <1 .
T

Es ist aber

> dz 1 .
= fir o > 1.
1

Konvergenzkriterien.

In der Regel kann jedoch nicht wie im obigen Beispiel explizit gerechnet
werden und man benotigt Konvergenzkriterien um zu entscheiden, ob ein
uneigentliches Integral existiert oder nicht.

Satz 6.7. KONVERGENZKRITERIEN

Es sei f: I =la,00) = R lokal integrierbar.

i) Das uneigentliche Integral faoo f(x) dz existiert genau dann, wenn zu
jedem € > 0 ein & > a existiert mit

b/

f(x) dz
b

<e fiiralle b, b > ¢.

it) Majorantenkriterium: Ist fir alle x € I die Ungleichung |f(z)| <
g(z) richtig und ist [° g(x) dz konvergent, so ist [ f(z) da absolut
konvergent.

i11) Minorantenkriterium: Gilt umgekehrt 0 < g(x) < f(z) fir alle x €
I und divergiert das uneigentliche Integral faoog(ac) dx, so divergiert

auch [ f(z) dz.
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Beispiele.

i)

i)

Man betrachte

X .

/mmd
2 3

Fiir z € [2,00) ist 1 < 22, d.h.

V1422 =1 +22< V222 < V2.

Wegen der Konvergenz von (vgl. obiges Standardbeispiel)

ist auch

konvergent und das Majorantenkriterium belegt die Konvergenz von

/oov1+x2
9 e

Betrachtet sei das uneigentliche Integral

/ sin(x) de
0 T

wobei es im Nullpunkt keine Schwierigkeiten gibt, da sin(x)/x be-
kanntlich stetig in 0 fortgesetzt werden kann.

Dieses uneigentliche Intergral ist konvergent, aber mnicht absolut
konvergent:

Zum Konvergenzbeweis beachtet man, dass fiir beliebige 0 < b < ¥/
gilt (partielle Integration)

/b/ sin(x) dp — _ cos(x)

i T
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Somit kann abgeschétzt werden

b b
sin(z) 1 1 1
de| < =42 —d
/b x o= b+b’ /5372 ‘
2b—>oo
< - =0
b

Nach dem ersten Konvergenzkriterium aus Satz 6.7 konvergiert das
Integral.?

Es gilt jedoch fiir alle £ € N:

//m sin(x)‘ dr — zk:/jw sin(x)‘ da
0 x PRI C AN VY
ko1 fm
Z—/ | sin(z)| dz
= TG
2.1
T

— oo falls k — o0,

das Integral konvergiert wie behauptet nicht absolut.

Unbeschrankte Funktionen.

Es sei nun f: I = [a,b) — R bzw. I = (a,b] — R auf allen kompakten
Teilintervallen von [a,b) (bzw. von (a, b)) integrierbar, aber nicht notwen-
digerweise fiir “z — b~" (bzw. fir “c — a™) beschrinkt.

*Eulers Formel (1781) besagt [~ w de =13.
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Definition 6.5. UNEIGENTLICHES INTEGRAL

Es sei f wie oben im Fall unbeschrinkter Funktionen.

i) Falls der Grenzwert

3
Sligl‘/a f(x)dz  bzw. Slgg/f

existiert, so heifit dieser das uneigentliche Integral von f iber I.

Sprechweise: Das uneigentliche Integral existiert oder konvergiert.

Notation: ,
[ #a) s

Andernfalls heifst f; f(z) dz divergent.

i1) Das uneigentliche Integral f;f(a:) dx heifit absolut konvergent, falls
fab |f(x)| da konvergiert.

Absolute Konvergenz tmpliziert Konvergenz des uneigentlichen Inte-
grals.

Im Fall unbeschrankter Funktionen gelten analoge Bemerkungen und Kri-
terien wie Fall eines unbeschriankten Integrationsintervalls (insbesondere
das Majorantenkriterium).

Beispiele.
i) Fir 0 < ¢ < 1ist

;jf {2\/_] 22 /e" Y 9

demnach ist
U dx 5

ﬁ — 4,

insbesondere ist das Integral konvergent.
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i1) Analog folgt die Konvergenz von

1

1

/da:: imFall O<a<l1
g T 1l -«

und die Divergenz dieses unbestimmten Integrals im Fall @ > 1
(vgl. Ubungskapitel 6.6).

6.5 Numerische Integration (Newton-Cotes Formeln; Newton-

Cotes Summenformeln; Integrationsverfahren von Romberg)

Obwohl etwa jede stetige Funktion nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung eine Stammfunktion besitzt, ist diese héufig nicht
analytisch darstellbar.

Selbst elementar aussehende Integrale wie

/ e dg

konnen nur nédherungsweise bestimmt werden.

Die Idee.

Im ersten Schritt zur numerischen Integration , d.h. zur numerischen Ap-
proximation von

b
Hﬂ:/ﬂmm

wird der Integrand f durch ein Interpolationspolynom p,, ersetzt und

/ab pn(z) da

Im einfachsten Fall approximiert man f; f(x) dz durch die “Flache unter
der Verbindungsstrecke zwischen (a, f(a)) und (b, f(b))” (vgl. Abbildung

als Naherung zu berechnet.
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f(x)

Abbildung 6.7: Zur numerischen Integration.

6.7).

Dies entspricht der unten diskutierten Trapezregel.

Die Konstruktion.

Es seien

a<zo<ri < <z, <b

gegeben und p,, bezeichne das (eindeutig bestimmte) Interpolationspoly-
nom vom Grad < n mit

flx) =pp(z;)), i=0,...,n.

An dieser Stelle sei an die Lagrangesche Darstellung des Interpolationspo-
lynoms (vgl. Teil I, Kapitel 6) erinnert:
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Dabei heilen die

Quadraturgewichte.

Sie sind unabhéngig von f und nur anhéngig von den gewihlten Stiitz-
stellen.

Wird speziell f = 1 gewahlt, so folgt

2”:%(”) =b—a.
i=0

Die Newton-Cotes Quadraturformeln.

Im Fall dquidistanter Stiitzstellen spricht man von den sogenannten
Newton-Cotes Quadraturformeln:
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i) Es sei fiir n € Nund fiiri =0, 1, ..., n

h—
ri=a-+1th, h= ¢

n
Hier ist xg = a, x, = b, d.h. die Intervallgrenzen sind Teilpunkte und
man spricht von den abgeschlossenen Newton-Cotes Formeln .
i1) Es sei firn € Ngund firi =0, 1, ..., n

B b—a

c—a+(i+Dh. h= |
;i =a+ (i+1) S

In diesem Fall ist xyp > a und z, < b, d.h. die Intervallgrenzen sind
keine Teilpunkte und man spricht von den offenen Newton-Cotes For-
meln.

Zur Berechnung der Quadraturgewichte.

Die konkrete Berechnung der Quadraturgewichte ozl(n)

der abgeschlossenen Newton-Cotes Formeln vorgestellt.

sei hier am Beispiel

Dabei soll gleichzeitig zu Groéflen az(n), 1 =0, ..., n, iibergegangen werden,
die nicht mehr vom Intervall [a,b] sondern lediglich noch von ¢ und n
abhéngen.

Mit der Transformation t: [a,b] — [0, n),

folgt

n) Lor— a+t(x)h — (a+ kh)
L == =
(@) H X — T, a+ih — (a + kh)
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Fiir die Quadraturgewichte ergibt sich fiir ¢ = 0, ..., n mittels der Substi-
tution 7 = t(x)

Es gilt
n 1 n "
af:E ' ozl():ﬁ(b—a):n
1=0 1=0
und die an) héngen zudem wie angestrebt nur von ¢ und n ab.

Sie werden einmal berechnet und dann tabelliert:

Abgeschlossene Newton-Cotes Formeln.

ni|h 1) =0,1,....n Name
n 1
1 1
Lib—al; 3 Trapez-Regel
b—a 1 4 1 .
215 15 5 3 Simpson-Regel
b—a 1 3 3 1 3_
3|73 8 8 8 8 s-Regel
b—a 7032 12 32 7 .
4 e % % % % % Mllner—Regel
Elb=a |10 7 50 50 75 19
5 288 288 288 288 288 288
b—a |41 216 27 22 27 216 41 ]
6|5 R0 810 840 siy 840 o sag | Yveddle-Regel
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n=1 TrapezRegel IL(f)="2%(f(a)+ f(b))

n =2 Simpson-Regel L(f)=2(f(a)+4f(“2) + f(b))

n=3 2-Regel I3(f) = 3h(fo+3f1+3f2+ f3)

n =4 Milner-Regel I4(f) = 3h(7f0 +32f1 + 12f5 + 32f5 + Tfy)
n=5 I5(f) = 2h(19fy + T5f1 + 50f2 + 505

+75f4 + 19f5)
n =6 Weddle-Regel I4(f) = 140 h(41fy + 216 f1 + 27 fo + 272 f5
o7 fu 4+ 216f5 + 41f5) .

Hierbei ist f; := f(a+ih), i =0,...,n.

1
/ * dz .
0 1+CU2

Der exakte Wert ist (auf 9 Stellen)

Beispiel. Zu berechnen sei

1
x 1 1
dr = = In(1 2‘ — 0.346573590 .
/01+:z:2 =5 {1 +2%)|

Die Trapez-Regel liefert in diesem Beispiel

1

—[f(()) + f(l)] —0.25.

[1(f):2

Die Simpson-Regel ergibt

11

L(f) =55

53 [f(o) +4f(%) +f(1)} _ 2 a5

60
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Summenregeln.

Nun wurde bereits bei der Polynominterpolation diskutiert, dass es im
Allgemeinen nicht giinstig ist, mit einer grofien Anzahl von Stiitzstellen
zu arbeiten.

Es besteht also nicht die Hoffnung, ein Integral durch Newton-Cotes
Formeln mit wachsender Anzahl n von Stiitzstellen immer besser zu
approximieren.

Idee. Stattdessen zerlegt man das Intervall [a,b] in N Teilintervalle
[xiflaxi]v

ri=—ati—2 —a+tihy, i=0,1,....N.

f(x)

Abbildung 6.8: Zu den Newton-Cotes Summenformeln.

Auf diesen Teilintervallen wendet man dann eine Newton-Cotes Formel fiir
kleines n an (vgl. Abbildung 6.8):

N
]nz(f) = Z Inl[wifl,xi](f)
i=1

ist eine geeignete Ndherung, wobei fiir ¢« = 1, ..., n die Grofe Iy, , 4,
das Integral iiber [z;_1,z;] des Interpolationspolynoms p, zu (n + 1)
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dquidistanten Stiitzstellen in [x; 1, x;] bezeichne.
Es ergeben sich die Newton-Cotes Summenformeln.

Beispielsweise sieht die Situation im Fall der Trapez-Summenregel wie
folgt aus:

Esist N e N, hy =(b—a)/N und z; = a+ ihy fiiri =0, 1, ..., N.

Fiir die Trapez-Regel auf dem Intervall [z;_1, ;] ist anzusetzen

h=x;,—x,_1=a+1thy — (a—l—(i—l)hN) = hy = b]:[a .
Es folgt
iy
T(fh=hy) = IE(f) = >5[ f @) + f(@)]
=1

= h %f(:lio) + flz1) + f(22) + ... flav-1) + %f(xN)]

~ %f(a)+f(a+h)+f(a+2h)+...

(b h) + %f(b)] .

Beispiel. Eine N&herung von fol 1z dz iber die Trapez-Summenregel
mit N =4 ist
1r1 1 1 3 1
T k) = glar@ 41 (3) +1(5) +(5) + 570
(fiha) = 2|57 +f(3) +F(5) +F(7) +35/QD)
1[0+ TR
4 417 25 425 4
= 0.341323529 .

116 14 316 1]



Kapitel 6. Integralrechnung in einer Verdnderlichen 201

Bemerkung. Die Idee des Integrationsverfahrens von Romberg ist es
schlieBlich, T'(f,hy,) zu einer absteigenden Folge von Stiitzweiten hy;,,
t = 1, ..., m, zu berechnen und anschlieBend zu diesen Daten eine
Extrapolation zum Limes h — 0 (vgl. Kapitel 5.3) durchzufiihren.

Dabei kann wieder mit “Polynomen in h?” gearbeitet werden.
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6.6 Ubungsaufgaben zu Kapitel 6

Aufgabe 1. Eine Zerlegung Z* von [ heifit Verfeinerung der Zerlegung
Zvonl (Z C Z¥), falls alle Teilpunkte von Z auch Teilpunkte von Z* sind.

Zeigen Sie:
i) Ist Z C Z*, so folgt
Sz(f) < 8z(f) < Sz(f) <Sz(f) .
i1) Fiir zwei beliebige Zerlegungen 21, Z, von [ gilt
Sz (f) < Sz(f).
iii) Fiir jede Zerlegung Z von [ ist
Tlint f < 85() < 52(7) < [l sup f

iv) Fiir eine beliebige Zerlegung Z von [ gilt
Sz(f) <Z(f) <Z(f) < S=z(f) -

Aufgabe 2. Es sei I = [0, 1]. Gibt es eine beschriankte Funktion f: I — R,
die nicht von der Klasse R(I) ist?

Aufgabe 3.

i) Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes 4.4 den so genannten
Mittelwertsatz der Integralrechnung:

Es sei f stetig auf I = [a,b] und es sei p € R(I) mit p(z) > 0 fir alle
x € I. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

[ ) az =5 [ o)
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i1) Wie lautet der Spezialfall p = 1 und wie ist dieser geometrisch zu
interpretieren?

Aufgabe 4. Es sei ¢: [0, 1] — R stetig und f: [0,1] — R fiir alle z € (0,1)
gegeben durch

Berechnen Sie f'(z).

Aufgabe 5.* Berechnen Sie

1
/ (1+ %)™t dt .
0

Aufgabe 6. Berechnen Sie die bestimmten bzw. unbestimmten Integrale

2m 2
.. 92 X +1
d d
/0 sin“(z) dx /:1:3—23:2+x T,
(2
/de, /xQe‘”dx,
cos(z?) + 1

/e dz | /\/1+x2dx,

e2r + 1

/ x de / cos(In(x)) In(z) de
202 — 6x + 4 1 x

/ 1 dz /€1+1n(:r)+x2 dz .
w3 —at+ar—1
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Aufgabe 7. Es sei f eine lokal integrierbare Funktion auf R. Der Cauchy-

sche Hauptwert
| @ a

lim /_Zf(x) dz .

R—o0

ist (sofern existent)

i) Berechnen Sie den Cauchyschen Hauptwert ffooo 23 dx.

it) Zeigen Sie, dass [ 2® dx divergiert.

Aufgabe 8.

i) Es sei o € R fixiert. Konvergiert das uneigentliche Integral

1
dx?
0 x“

i1) Konvergiert das uneigentliche Integral

© xv1 4+ 2?2
Tdaz?
0

i11) Konvergieren die uneigentlichen Integrale

2 sin(x) 009 o
/ e de . / 3 — sin(x) dp 2
0 T(2+7w) 2 z(z+1)

Aufgabe 9.* Konvergiert das uneigentliche Integral

o 2
/ e dx?
0
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Aufgabe 10.*

i) Berechnen Sie die unbestimmten Integrale

x sinh(z?) 4dr — 4
d d 1 dx .
/ 1 + cosh(z?) T / 224 /a: n(x) do

i1) Berechnen Sie das bestimmte Integral

N
/ cos(m + x?)(mx + %) dx .
0

i11) Konvergiert das uneigentliche Integral

2 6sin(ac)
/ —da?
0 =(2+ )

Aufgabe 11.

i) Bestimmen Sie eine Approximation (8 Nachkommastellen) von

1
x
d
/0 1+ 22 o

i) mit der Trapez-Regel; i7) mit der Simpson-Regel; iii) mit der 3/8-
Regel; iv) mit der summierten Trapez-Regel zu N = 4.

Wie grof} ist jeweils der (absolute) Fehler?

i1) Berechnen Sie eine Approximation (8 Nachkommastellen) von

1
/ V1—22dx
0

mit der Simpson-Regel und mit der summierten Trapez-Regel zu
N =4.

Wie grof} ist jeweils der (absolute) Fehler?
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 5. Gesucht ist das bestimmte

1
/ (1+ )"t dt
0

zu dessen Berechnung sich die Substitutionsregl anbietet:

Die Funktion h(t) := (1 + t?)"t lsst sich in der Form
1

h(t) = =(1+t%)" d

— (1 2
> G tt)

schreiben, also

2h(t) = f(g(t))d'(t)
mit f(z) := 2" und g(t) := 1+ t2.
Es folgt

! 2\n - 1 ! /
[aserea = 5 [ rowgo a
1 2

= 5/1;U”da:

:En—i-l 2 2n+1_1
- 2(n+1)’1 T 2m+1)°

Aufgabe 9. Zur Analyse des Integrals

o 2
/ e ¥ dx
0

beachtet man zunichst, dass 22 > 2x — 1 aus (z — 1)? > 0 folgt, d.h. fiir
alle x > 0 gilt

2

e <l = g(n) .

Weiter ist fiir alle 0 < b
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die Funktion ¢ ist somit eine konvergente Majorante von e und das
Majorantenkriterium impliziert die (absolute) Konvergenz von [;° e du.

Aufgabe 10.
i) Es ist

/ x sinh(z?) q
Tr =

1 + cosh(x?)

/%%(lqtcosh(a?)) "

1 + cosh(x?)

%ln (1 + cosh(z?)) .

Beim zweiten Integral beachtet man 22 —4 = (z+2)(z —2) und macht
den Ansatz einer Partialbruchzerlegung:

4 — 4
x?2 —4

B

+ r— 2
A(=2)+ B(x +2)

2 —4
r(A+ B)—2A+2B

2 —4

Man erhélt unmittelbar die Losung A = 3, B = 1.

Es folgt

4o — 4
/x2_4dx =

1 1
d d
+ 2 x+/x—2 o

3In (Jz +2[) +In (Jz —2]) .

Eine partielle Integration liefert schliellich fiir das dritte Integral

1
/xln(x) de = §:U2ln

1

— —2%In

2

1 [, 1
(9:)—§/x de

1 1

(x) — Za:2 = §x2(ln(x) — %) :
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ii) Es ist 7z + 23 = z(7 + 2?) und die Substitution y = 7 + 22 liefert
zusammen mit einer partiellen Integration

NZs 1 2
/ cos(m + %) (rx + %) dv = 5 / cos(y)y dy
0 s

i1i) Fir x < 2 gilt 2+ x < 4 und wegen 0 < z hat man sofort

1

(2 + ) =

1
4o

Weiter impliziert —1 < sin(x) aufgrund der Monotonie der Exponen-
tialfunktion

esin(x) >

Q|

Insgesamt ergibt sich fiir alle 0 < & < 2

2 sin(z) 1 2 1
[ st [ La
0 (24 ) de |, x

was die Divergenz des Integrals zeigt.
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Kapitel 7

Der Satz von Taylor

7.1 Taylor-Formel und Taylor-Reihe (Taylor-Polynom; Rest-
glied; Integraldarstellung des Restgliedes; Lagrangesche Restgliedformel;

die Klasse C'*°; reell analytische Funktionen)

In Kapitel 5 wird eine Funktion f in der N&he eines fixierten Punktes x
mit einer (affin) linearen Funktion approximiert, deren Steigung die erste
Ableitung von f im Punkt xg ist.

Fir eine “bessere” Approximation, die beispielsweise auch das
Kriimmungsverhalten von f beriicksichtigt, liegt es nahe, die Funkti-
on mit quadratischen Polynomen bzw. mit Polynomen hoherer Ordnung
zu approximieren (nicht zu verwechseln mit der Polynominterpolation aus
Teil I, Kapitel 6).

Als Preis ist der hohere Rechenaufwand zu zahlen (sei es analytisch oder
numerisch).

Entscheidend ist bei diesen Betrachtungen die Giite der Approximation,
d.h. die Abweichung der Approximation von der gegebenen Funktion f.
Dabei hiangt der Fehler im Allgemeinen davon ab, wie weit man sich vom
gegebenen Punkt zy entfernt.

In Abbildung 7.1 ist zur Veranschaulichung der Sinus mit einem Polynom
ersten, dritten und fiinften Grades approximiert.

211
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’ N N~
\_ /o N =
A\ . \ —-—pn=3
X % N

Abbildung 7.1: Taylor-Polynome des Sinus.

Motivation fiir die Taylorsche Formel: Polynome.
Man betrachte im einfachsten Fall ein Polynom vom Grad n,

p(z) = ag + a17 + agx® + - - + apz”

Fir k=0, 1, ..., n ist die k-te Ableitung an der Stelle Null
M (0) = Ky,

mit anderen Worten: Es gilt
“ 1
p(z) = Z Hp(k)(o)xk -
k=0
Zu beliebigem xy € R kann das Polynom ebenso in der Form

pla) = bl — z)"
k=0
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geschrieben werden und analog gilt

p(w) = 3 Lo ao) o — o)
k=0

Falls eine Funktion in Polynomdarstellung ,entwickelt” werden kann, so
miissen die Koeffizienten ebenfalls von dieser Form sein.

Definition 7.1. TAYLORSCHE FORMEL

Es sei f: I = (a,b) — R von der Klasse C"(I) und es sei xy € (a,b).

Dann heifst

) (o
To(w;10) = ) / k:(. O)(ﬂf — )"
k=0

das Taylor-Polynom n-ten Grades zum Entwicklungspunkt xg.

Die Taylorsche Formel lautet
f(x) =T,(z;20) + Rp(z — x0)

wobei das Restglied R, (x — xq) im Folgenden zu quantifizieren ist.

Bemerkungen.

i) Das Taylor-Polynom ist nach Definition 7.1 so aufgebaut, dass die
Ableitungen des Taylor-Polynoms an der Stelle xy bis zur Ordnung n
mit denen von f iibereinstimmen.

i1) Die Taylorsche Formel in Definition 7.1 ist lediglich eine Definition
des Restglieds. Ohne eine Abschéatzung der Grofle des Restglieds
enthélt sie keinerlei Information.

Beispiel. Es sei a € R, o # 0, fixiert und fiir z > —1 sei f(x) = (14 z)°.
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Dann gilt fiir alle k € N

filx) = al+2)",

() = ala—1)(1+z)*2,

f(k)(x). = .Oé(a_l)---(@—k-i-l)(lﬁ—x)ak‘

Setzt man in Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten (Teil I, Defini-
tion 2.2) fiir alle k € N

(Z) ::a(a—l)..é!(oz—kJrl), <g> .

(1+x)a:i<z)xk+}zﬂ(g;).

k=0

so folgt

Man vergleiche dies mit dem binonischen Lehrsatz (Teil I, Satz 2.2).

Zur Giite der Approximation.

Eine Antwort auf die Frage nach der Grofle des Fehlers gibt

Satz 7.1. ERSTE DARSTELLUNG DES RESTGLIEDS

Es sei f: I = (a,b) — R wvon der Klasse C"*1(I) und es seien xy,
r=x0+h € (a,b).

Dann gilt

1
1
Ro(h) = /0 (L= o D g o) d
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Beweis. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden Lemma
(vgl. Ubungskapitel 7.2). O

Lemma 7.1. HERLEITUNG DER RESTGLIEDDARSTELLUNG

Fiir eine stetige Funktion o: [0,1] — R von der Klasse C"1((0,1)) gilt

n!

P1) =3 o0 + [ - dr.

Beweis. Der Beweis folgt induktiv mithilfe partieller Integration
(vgl. Ubungskapitel 7.2) B

Weitere Darstellungen des Restglieds.
Es gibt eine Reihe von verschiedenen Darstellungen des Restgliedes:

Uber eine einfache Substitution gelangt man zur Integraldarstellung des
Restgliedes in ihrer iiblichen Form.

Die wohl bekannteste Darstellung ist die Lagrangesche Restgliedformel.
Sie folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung (siehe
Ubungskapitel 6.6).

Korollar 7.1. WEITERE RESTGLIEDDARSTELLUNGEN

Es seien f, x und xy wie oben gegeben, h = x — x.

i) Integraldarstellung des Restgliedes: Fs ist

Ry (x — o) = /w = ) () dt

n!
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i1) Lagrangesche Restgliedformel: Es ist fir ein 6 € (0, 1)
1
(n+1)!

Ru(x — xy) = £t (2o + OR)AHL

Wie in der Einleitung dieses Kapitels bereits angedeutet, erkennt man
anhand der Restglieddarstellungen, dass eine “gute Approximation” der
Funktion durch ein Taylor-Polynom in der Regel nur fiir “kleine |h|”,
d.h. in der Ndhe des Entwicklungspunktes z(, erwarten werden kann.

Umgekehrt ausgedriickt: Ist bei festem n der Punkt z sehr weit von x
entfernt, so kann das Restglied (der Fehler) sehr grof§ werden.

Beispiele.
i) Es sei f(x) = e”. Dann ist
2 n n k
r x x
Ttg Tt =D

T n! k'
k=0

To(x;0) =1+

genau wie es die Definition als Potenzreihe erwarten lésst.
Fiir das Restglied gilt (fiir ein 6 € (0, 1))

e n+1 el n+1
“%@”=:hn+an =
el -
= (n+1)! =

Insbesondere ist fiir jedes fixierte x € R bewiesen:
R(z) "= 0.

ii) Ahnliches gilt fiir sin(x), cos(x) ...(vgl. Ubungskapitel 7.2). Die
Taylor-Polynome des Sinus zum Entwicklungspunkt zy = 0 sind in
Abbildung 7.1 veranschaulicht.
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Entwicklung als Potenzreihe.

Das Beispiel Exponentialfunktion 148t vermuten, dass eine Funktion
unter gewissen Voraussetzungen im Grenzwert n — oo durch die Taylor-
Polynome reproduziert wird, d.h. (zumindest lokal) als Potenzreihe
geschrieben werden kann.

Es stellen sich die wesentlichen Fragen:

i) Konvergiert die Folge {7, (z;x¢)} im Grenzwert n — oo gegen eine
Funktion T'(x)?

i1) Falls ja, ist der Grenzwert T'(x) gleich f(z)?

Ist f™*1) eine stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a, b], so ist
1 nach Satz 4.3 auf [a, b] insbesondere beschrénkt.

Demnach existiert eine Konstante K = K (n) mit
’f(”“)(x)‘ < K(n) fiir alle x € [a, b

und es gilt
K(n)

(n+1)!

| B = m0)| < @ — o[

Da die Konstante K (n) aber von der Ordnung n der Ableitung abhéngt,
bedeutet das noch nicht zwingend, dass das Restglied fiir grole n bei
fixiertem x klein wird.

In Satz 7.3 ist eine explizite Bedingung an die Konstante formuliert, unter
der das Restglied tatséchlich gegen Null konvergiert.

Zuvor soll jedoch anhand eines prominenten Beispiels illustriert werden,
dass die Folge der Taylor-Polynome (die Raylor-Reihe) konvergieren kann,
der Grenzwert aber nicht mit der Funktion f iibereinstimmt.
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In diesem Fall konvergiert das Restglied zwar, es konvergiert jedoch nicht
gegen Null.

Cauchys Beispiel.

Betrachtet sei die in Abbildung 7.2 skizzierte Funktion f: R — R,

Es ist

eV fir x40,
fm_{o fir x=0.

Abbildung 7.2: Cauchys Beispiel.

flx) = 2z 31"
(z) = (4370 — 6z e V",

Induktiv sieht man, dass im Nullpunkt alle rechtsseitigen und linksseitigen
Ableitungen existieren und gleich Null sind, die Funktion ist beliebig oft
differenzierbar (von der Klasse C™) und fiir alle k € Ny gilt (vgl. Ubungs-
kapitel 7.2)

FR0)=0.

Dementsprechend ist fiir jedes n € N

" fk)
10y = Y W0 .
k=1 '
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alle Taylor-Polynome um 0 verschwinden identisch, die Funktion f hinge-
gen nicht und das Restglied kann fiir grofle n nicht klein werden.

In der Tat gilt in Cauchys Beispiel nach der Taylorschen Formel fiir das
Restglied um den Nullpunkt: R, (z) = f(x).

Selbst wenn die Folge {T},(z; x¢)} im Grenzwert n — oo konvergiert, kann
nicht auf f(z) = lim, o T, (z; x0) geschlossen werden.

Reell analytische Funktionen.

Reell analytische Funktionen kénnen per definitionem (lokal) als Potenz-
reihen dargestellt werden.

Satz 7.2. REELL ANALYTISCHE FUNKTIONEN

Es sei f: I = (a,b) — R beliebig oft differenzierbar und es sei xg € (a,b).

Falls fiir jedes x € (a,b)
lim R, (z —xp) =0

n—oo

gilt, so ist fiir alle x € (a,b)

% (k) (g
k=0 ’

Sprechweisen:

i) In diesem Fall heifst die Funktion f reell analytisch oder von der Klas-
se CV.
ii) Die Reihe Y., AE) (x — x0)* heifst Taylor-Reihe von f um den

k!

Entwicklungspunkt x.
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Bemerkungen.

i) Die Potenzreihendarstellung einer Funktion ist, sofern sie existiert,
eindeutig bestimmt. An dieser Stelle sei an die Konvergenzkriterien
fiir Potenzreihen aus Teil I, Kapitel 8.2, sowie an die Definitionen von
Exponentialfunktion, Sinus, Kosinus ... (Teil I, Kapitel 8.3) erinnert.

i1) Nach Satz 7.2 konvergiert die Taylor-Reihe von f gegen f, falls das
Restglied gegen Null konvergiert.

Beispiel. Es sei —1/2 < x < 1/2, 29 =0 und f(x) = In(1 + z). Es ist

1
/ _
1
i
f (.CC) - (1+$)2’
| 1
(k) k-1 .
fY () = (=1)" " (k 1)|(1—|—x)k fir alle k € N
Die Identitét
1(1_|_) 12_|_13 +(1)n—11n_|_
n r) = r—=x"+ ==z —x
2 3 n
= 1
_ Z(_l)klkxk
k=1
folgt aus
Satz 7.3. KRITERIUM FUR REELL ANALYTISCHE FUNKTIONEN

Essei f: I = (a,b) = R von der Klasse C*(I) und mit reellen Konstanten
M, r >0 gelte fir alle z € (a,b) und fir alle k € Ny

|F®) ()| < RIMrF

Ist § € (0,7r) und ist x € (a,b) derart, dass |x — xo| < 9 gilt, so folgt

f) = 3 F ) — o)t
k=0
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Beweis des Satzes. Es ist

1 n n
R, (h) = mﬂ (zg+0R)A, h=x—u1,

also fiir |z — 2| < 0 nach Voraussetzung

O\ n+1 N0
R,(m) < M(5) "0
r
und aus Satz 7.2 folgt die Behauptung. ]

Zuriick zum Beispiel. Im obigen Beispiel f(x) = In(1 + ) bleiben die
Voraussetzungen von Satz 7.3 zu verifizieren:

Fiir |z] < 1/2 und fiir alle k£ € N ist
1N\ —F
F® ()] < R(1+2)7F < k!<§) |

Der Satz kann also angewandt werden und die Konvergenz der Taylor-
Reihe um zp = 0 gegen f fiir |z| < 1/2 ist bewiesen.

Bemerkung. In der Tat kann gezeigt werden, dass die Taylor-Reihe von
In(1+2) um zp =0 fir —1 <z <1 gegen In(1 + x) konvergiert.

Konstruktion mithilfe der geometrischen Reihe.

Die explizite Berechnung einer Taylor-Reihe kann in bestimmten Féllen
auf eine geometrische Reihe zuriickgefiihrt werden. Dieser “Trick” wird
bei der Reihenentwicklung in der Funktionentheorie erneut aufgegriffen.

Es sei beispielsweise die Funktion f(x) = 1/(1 4+ z) um den Punkt xy = 1
zu entwickeln.
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Es ist fiir |z — 1| < 2

1 1 1
l1+z 2+ (z—1) 2 1421
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7.2 Ubungsaufgaben zu Kapitel 7

Aufgabe 1.*
i) Zeigen Sie Lemma 7.1.

i1) Zeigen Sie damit Satz 7.1.

Aufgabe 2. Zeigen Sie in Cauchys Beispiel mithilfe vollstandiger Induk-
tion: Fiir alle k € N gilt und fiir z #£ 0 gilt

f (@) = pr(1/w)e

wobei pg(t) ein Polynom der Ordnung 3 bezeichnet. Folgern Sie daraus

f € C®(R).

Aufgabe 3.*
i) Es sei f: R — R gegeben durch
z— f(z) = (r—2)2.

Berechnen Sie fiir ein fixiertes xyp € R das Taylor-Polynom T5(x; )

zweiten Grades zum Entwicklungspunkt zy von f und zeigen Sie
Ty(z;x0) = f(z) (fir alle z € R).

i1) Bestimmen Sie fiir n € N das Taylor-Polynom n'" Grades zum Ent-

wicklungspunkt zo = 1 von f(z) = ze* 1.

Aufgabe 4.

i) Bestimmen Sie fiir n € N das Taylorpolynom n'" Grades zum Ent-

wicklungspunkt xy = 1 sowie das Restglied in Lagrangescher Darstel-
lung von
fl) =2 32> +3zx—1.
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i1) Bestimmen Sie fiir n € N das Taylorpolynom n'*® Grades zum Ent-
wicklungspunkt xy = 0 von
(a) f(z) ="+,

2

(b) f(z) =e".

i11) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom dritter Ordnung zum Entwick-
lungspunkt 0 der Funktion f: R — R, f(x) = sin(z?).

Aufgabe 5.

i) Bestimmen Sie fiir n € N das Taylor-Polynom n'" Grades zum Ent-
wicklungspunkt zo = 0 von f(z) = zel®”),

i1) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom dritter Ordnung zum Entwick-
lungspunkt 0 der Funktion f: R — R, f(z) = x cos(m + ).

Aufgabe 6. Die Funktion f: R — R sei fiir alle x € R gegeben durch
f(z) = 2*sin(x) .

Berechnen Sie das Taylorpolynom dritten Grades T5(z;x¢) von f um den
Entwicklungspunkt xy = 0.

Aufgabe 7.

i) Berechnen Sie fiir die Funktion f(z) = cos(z) das Restglied Rs(z —0)
in Lagrangescher Darstellung.

i1) Berechnen Sie
lim cos(:r:g —1
z—0 X

mit Hilfe dieser Restgliedabschatzung und der Taylorschen Formel.
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1.

i) Es wird sukzessive partiell integriert mit dem Ergebnis

= —[%w(n)(OH...%w’(O)} +/O1 (t) dt .

Aus fol ¢'(t) dt = o(1) — (0) folgt das Lemma. O

i1) Fir 0 <t <1 setzt man ¢(t) := f(xo+ th) und es folgt
Gt)=nhf'(xo+th), ¢"(t)=h*f"(wo+th), ...,
also fir k=0,1,...,n+1
B (t) = hE ) (2 + th) .
Lemma 7.1 liefert

flxo+h) = (1)

n

1
= Hf(k)(fo)hk
k=0
|
+/ —'(1 — t)”f(”“)(a:o + th)h”le dt .
0 n!

Dies ist genau die Behauptung des Satzes. [
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Aufgabe 3.
i) Es ist
Ty(x; 20) = (20 — 2)* 4+ 2(xg — 2)(z — 20) + (x — 20)*
und ausmultiplizieren ergibt die Behauptung.
i1) Man schreibe

et = (r—1)e" et
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Fourier-Reilhen

8.1 Einfijhrung (Spektrum; harmonische Analyse; Periode einer Funk-
tion; trigonometrische Reihen; trigonometrische Polynome; Fourier-

Koeffizienten)

Reell analytische Funktionen haben eine Reihendarstellung als Taylor-
Reihe, die iiber die Ableitungen definiert ist.

Im Falle periodischer Funktionen existiert unter ansonsten sehr viel
schwécheren Voraussetzungen eine weitere Reihendarstellung, ndmlich die
als so genannte Fourier-Reihe.

Motiviert ist diese Reihendarstellung durch das Beispiel einer schwingen-
den Saite. Ebenso typische Beispiele periodischer Funktionen sind andere
mechanische Schwingungen oder Wechselstromkreise etc.

Grund- und Oberschwingungen.

In diesem Kapitel wird der Frage nachgegangen: Lé&sst sich eine peri-
odische Funktion als Uberlagerung oder Superposition von Grund- und
Oberschwingungen darstellen?

Man spricht von einer harmonische Analyse.

Mit anderen Worten soll das diskrete Spektrum periodischer Funktionen

227
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studiert werden. In der Technik ist diese Frage z.B. bei der Analyse von
Messkurven oder Signalen von grofler Relevanz.

Als exemplarisches Beispiel wird in Kapitel 8.2 die so genannte Ségezahn-
funktion diskutiert.

Zur Verdeutlichung der Betrachtungen dieses Kapitels ist in den Abbildun-
gen 8.1 bis 8.7 die harmonische Analyse der Sdgezahnfunktion veranschau-
licht.

Erinnerung: Periodische Funktionen.

Eine Funktion f: R — R heifit periodisch mit der Periode T" # 0, falls fiir
alle z € R gilt: f(z+T) = f(x).

\ 2\ \
],
-2n - 1] b4 2n 3n 4n
X
_27

Abbildung 8.1: Die Sdgezahnfunktion.

w

Beispiele.

i) Als einfachstes Beispiel dienen konstante Funktionen, die bekannte-
sten Beispiele sind sin(x) und cos(x).

i1) Fir beliebige Amplituden A;, A; € R ist die Funktion
Aj sin(wyx) + Ag sin(wa)

periodisch, falls das Verhéltnis der Kreisfrequenzen (und damit der
Perioden) rational ist.
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Ja\

27

Abbildung 8.2: Die Sdgezahnfunktion: Grundschwingung.

2T -T

229

Abbildung 8.3: Die Sdgezahnfunktion: Grundschwingung und eine Oberschwingung.

AN

T T
X

<7

Abbildung 8.4: Die Sdgezahnfunktion: Grundschwingung und zwei Oberschwingungen.

i71) Insbesondere hat die Funktion sin(x) + sin(wzx) die Periode 2, falls

w € 7 (vgl. Ubungskapitel 8.3).



230 Kapitel 8. Fourier-Reihen

N W
L L

=27

Abbildung 8.5: Die Sidgezahnfunktion: Grundschwingung und zehn Oberschwingungen.

=27

Abbildung 8.6: Die Sdgezahnfunktion: Grundschwingung und 25 Oberschwingungen.

-2n 3n 4

a
[*)
]

Abbildung 8.7: Die Sdgezahnfunktion: Grundschwingung und 500 Oberschwingungen.

Im Folgenden werden zunéchst o.l2. 27-periodische Funktionen betrachtet.
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Die Form einer Fourier-Reihe.

Fourier-Reihen sind (konvergente) trigonometrische Reihen der Form

% + Z(an cos(nz) + by sin(nz)) ,  a,, b, €R,

n=1

die Partialsummen
N
50 Z a, cos(nx) + by, sin(nz))

heiflen trigonometrische Polynome.
Wie oben erwéhnt, sollen 2m-periodische Funktionen analysiert werden.

Damit z.B. die Summe von zwei Sinus-Termen — etwa A; sin(z)+ Az sin(wx)
mit Konstanten A;, A und w — die zur gegebenen Funktion passende
Periode 27 hat, muss nach obiger Bemerkung fiir jede Oberschwingung
w € N gelten, d.h. trigonometrische Reihen mit obigen Frequenzen sind
die passende Grundlage der harmonischen Analyse.

Fragen. Prézisiert lauten die entscheidenden Frage dieses Kapitels:

i) Lésst sich eine 27-periodische Funktion in eine trigonometrische Reihe
entwickeln?

i) Wenn ja, in welchem Sinne konvergiert die Reihe?

Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.

Zur Vorbereitung bendtigt man das folgende Lemma, welches als Ubung
nachzurechnen ist (vgl. Ubungskapitel 8.3).



232

Lemma 8.1.
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EIGENSCHAFTEN TRIGONOMETRISCHER FKT.

i) Firm, n € NU{0} =: Ny gelten die Orthogonalititsbeziehungen

2m
/ cos(mzx)cos(nz)de = 0  firm#n;
0
2m
/ sin(ma)sin(nx) de = 0 firm #n;
0

2m
/ cos(mz)sin(nx) der = 0.
0

i1) Fiir m, n € Ny gelten die Normierungsbeziehungen

27 ..
/ cos’(nz) do = { T JfirneN,
0

2 firn=20;

27 ..
. 9 B m firn €N
/0 sin“(nz) de = { 0 firn=0.

Zundchst wird nun einfach angenommen, dass eine formal gebildete
Fourier-Reihe gleichméfig gegen eine Funktion f konvergiert.

Die Fourier-Koeffizienten.

Unter dieser Konvergenzannahme folgt

Satz 8.1.

KOEFFIZIENTEN DER FORMALEN REIHE

Konvergiert die Fourier-Reihe (die Folge der Partialsummen)

Qg

N
5+ Z(an cos(nz) + by, sin(nz))

n=1
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im Intervall [0,27] gleichmdfig gegen eine Funktion f(x), so ist [ stetig
und es gilt

1 21
a, = — (x)cos(nx)dzr, n=0,1,2,...,
T Jo
1 21
b, = — (x)sin(nz) dx, n=1,2,
T Jo

Der Satz besagt also, dass aus der angenommenen gleichméfliigen Konver-
genz der Reihe gegen eine Funktion f automatisch Darstellungsformeln
fiir die Koeffizienten a,, und b,, folgen.

Beweisidee von Satz 8.1. Zunéchst ist insbesondere mithilfe der gleichmafi-
gen Konvergenz zu verifizieren, dass im Beweisverlauf Integration und
Summation vertauscht werden diirfen.

Ist das der Fall, so folgt aus der Darstellung

flx) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nz))

unmittelbar
2

0 (x) cos(kz) dx

2m o0 2m
= %/ cos(kx) dz + Z/ (an cos(nz) + b, sin(nx)) cos(kx) dz
0 T Jo
= QiT
und der Satz ist bewiesen. ]
Wie bereits betont, beantwortet der Satz nicht die Frage nach der Dar-
stellbarkeit einer gegebenen Funktion f als Fourier-Reihe, da es keinerlei

Rechtfertigung fiir die Voaraussetzung ,,gleichméflige Konvergenz” in Satz
8.1 gibt.

Dennoch motiviert der Satz die nachfolgende Definition.
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Definition 8.1. FOURIER-KOEFFINZIENTEN

Die reellwertige Funktion f sei auf [0,27] definiert und integrierbar.

i) Die Zahlen

1 27
a, = — (x)cos(nx)dx, n=0,1,2,...,
T Jo
1 2w
b, = — (x)sin(nz)dx, n=1,2,...
T Jo

heiflen Fourier-Koeffizienten von f.
i1) Die mit diesen Koeffizienten formal gebildete Reihe

% + Z(an cos(nx) + by, sin(nzx))

n=1

heifit Fourier-Rethe von f.

Beispiel. Wie in Abbildung 8.8 angedeutet, sei f: R — R periodisch mit

2T 5_11: REI
2

STE RS

3n
2
X

Abbildung 8.8: Die Zackenfunktion f.

der Periode 27 gegeben durch

) = T, 0<zx<m,
= 2 —x, w<x<2m.
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Die Fourier-Koeffizienten lauten

0 fiir n = 2m ,

ay = T, Gp= 4 neN,
0 : {—2 firn=2m+1,
™

b, = 0, neN.
Die Fourier-Reihe ist gleichmiflig konvergent (sieche Ubungskapitel 8.3).
Beobachtung. Schlieflich sei noch angemerkt, dass sich die Berechnung

der Koeffizienten fiir gerade bzw. ungerade Funktionen mithilfe der
folgenden leicht zu verifizierenden Beobachtung vereinfachen 1af3t.

Ist f gerade, also f(—z) = f(z) fir alle x € R, so folgt
b, = 0 furalle neN,
2 ™
a, = —/ f(x)cos(nz) dx fiir alle n € Ny .
T™Jo
Ist f ungerade, also f(—x) = —f(x) fir alle x € R, so folgt

a, = fiir alle n € Ny ,

b, = /f sin(nz) de fiir alle n € N .

8.2 Der Satz (Sdgezahnfunktion; Gibbs-Phinomen; stiickweise glatte

Funktion; mittlere quadratische Abweichung; Parsevalsche Gleichung)
Das Musterbeispiel dieses Kapitels.
Es sei f: R — R periodisch mit Periode 27 und
flz)=m—2x fir 0 <z <27 (Sdgezahnfunktion) .

In diesem Fall ist f ungerade, also a,, = 0 fiir alle n € Ny (wie f in den
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Sprungstellen definiert ist, spielt fiir dieses Argument keine Rolle).

1 2m 1 2m
b, = — (x)sin(nz) dox = —/ (m — x) sin(nzx) dz
T Jo T Jo
1 2m
= ——/ zsin(nz) dx
T Jo
1 1 2r 1 [T 2
= [x( — Ecos(nx)) . + ﬁ/o cos(nx) dx] =

Die (formale) Fourier-Reihe lautet:

2(sin(z) + %Sin(Qa:) + %Sin(?)a:) +...)=2 Z singlnq:) :

Zur Konvergenz der Reihe.

Betrachtet seien im Musterbeispiel die Partialsummen

. al sin(nx)
SN($) = 22

n

n=1

sowie die Differenz

Ry(z) := Sn(z) — f(z) .

Man kann zeigen: Fiir x € (0, 27) gilt

4
(2N + 1)sin(z/2) ’

[B(2)] <

d.h.: GleichméaBige Konvergenz gegen f(z) gilt nur auf Teilintervallen der
Form [e, 2m — €] (weg von der Sprungstelle).

Fir x = 0, x = 2w, ...ist Sy = 0, es liegt keine Konvergenz der Reihe
gegen die Funktion in den Sprungstellen vor.
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Man beobachtet aber, dass es sich hier genau um den Mittelwert zwischen
dem linksseitigen und dem rechtsseitigen Grenzwert von f an der entspre-
chenden Stelle handelt.

Man kann weiter zeigen: Fiir xy = /(N +1/2) und fiir alle N hinreichend
grof3 gilt

Ry(zx) > 0.1789 - .

Mit anderen Worten: Auch wenn N sehr grofl wird, iiberschwingen die

Partialsummen den Wert 7 um ca. 18 % (Gibbs-Phdnomen — vgl. insbe-
sondere die Abbildungen 8.5 bis 8.7).

Eine geeignete Funktionenklasse und das Hauptresultat.

Bevor nun das Hauptergebnis dieses Kapitels formuliert werden kann, ist
eine geeignete Funktionenklasse einzufiihren.

Anhand von Abbildung 6.4 ist oben bereits erldutert, was unter einer
stiickweise stetigen Funktion zu verstehen ist (hochstens endlich viele
Sprungstellen, einseitige Grenzwerte existieren in den Sprungstellen und
am Rande des Intervalls).

Eine Funktion f: [a,0] — R heifit stiickweise glatt, falls sowohl f als
auch [’ stiickweise stetig sind, wobei f’ in den Sprungstellen von f nicht
definiert sein muss.

Eine stiickweise glatte Funktion hat also hochstens endlich viele Sprung-
stellen und endlich viele “Ecken”.

Die Bedeutung stiickweise glatter Funktionen in den Anwendungen wird
deutlich, wenn man etwa an Einschaltvorginge denkt.
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Satz 8.2. KONVERGENZ VON FORURIER-REIHEN

Die 2m-periodische Funktion f sei in [0, 2w] stickweise glatt.

i) Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f fir alle z € R.

i1) Ist f stetig an der Stelle x, so gilt

oo

fla) ==+ Z(an cos(nx) + by, sin(nx)) .

iit) Ist x eine Sprungstelle von f, so gilt

f($+) ‘5 f(x_) _ % + Z(an cos(n:v) + b, Sin(b$)> .

n=1

iv) In jedem abgeschlossenen Intervall, in dem f stetig ist, ist die Reihe
gleichmafig konvergent (vgl. Gibbs Phinomen,).

Beispiel. Im Beispiel am Ende von Kapitel 8.1 (Zackenfunktion) ist f
stiickweise glatt und stetig, also

f(x):{2x’ 0<r<m }:__%zoo:cos 2m+ )

T—x, wlr<2m 2m + 1
m=0

Insbesondere folgt mit der Wahl z =0

= T
ZQerl T8

m:O

Eine Reihe von weiteren Beispielen wird im Ubungskapitel 8.3 diskutiert.
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Funktionen mit der Periode T > 0.

Die Diskussion von periodischen Funktionen f mit Periode T' > 0, T" # 2,
erfolgt analog (mittels der Transformation u = 27z /T).

Die Fourier-Reihe lautet dann

- 2 2
% + Z (an cos (%nm) + b, sin (%nx))

n=1

mit den Fourier-Koeffizienten

a, = /f cos —n:z:)dx, n=0,1,2...,

2 2
b, = T/o f(x)sin(%nx)dx, n=12,....

Verschiebung des Integrationsintervalls.

Statt des Intervalls [0,7] konnen analog Intervalle der Form [a,a + T,
a € R, betrachtet werden, d.h.

27T
n — 7 g d ; 20,1,2,...,
a / ) cos Tna:) x n
b, = —/ ) sin T7Tn:1:)dx, n=12....

Vorsicht. Fiir die Sdgezahnfunktion berechnet man beispielsweise

by = —/O%(W —x)sin(z) = 2.

0

Es gilt jedoch
1 3T
—/ (m—x)sin(z) = —2 # by .

™
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Handelt es sich hier um einen Widerspruch? (vgl. Ubungskapitel 8.3)

Approximation im quadratischen Mittel.

Approximiert man eine 27-periodische Funktion mit einem trigonometri-
schen Polynom

P,(x) = % + Z(ak cos(kx) + By sin(kx))

k=1

mit Koeffizienten derart, dass

Q= / (@) - Poe)]? da

(mittlere quadratische Abweichung) minimal wird (Approximation im qua-
dratischen Mittel), so erhélt man genau die Fourier-Koeffizienten.

Die Parsevalsche Gleichung.

Gilt lim,, oo @, = 0 (konvergiert also die Fourier-Reihe im quadratischen
Mittel gegen f), so gilt die Parsevalsche Gleichung

o 1 2m
+Z a4+ b)) == fA(x) do
k=1

0

Man beachte: Konvergenz im quadratischen Mittel impliziert nicht punkt-
weise Konvergenz.
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Komplexe Notation.

Man setzt im Fall einer 27-periodischen Funktion

1 2

:27r

f( ) —inx da,/, )

Dabei beobachtet man zunachst
1 27 . 2

B )
_27T

f(z)cos(nz) de — — f(z)sin(nz) dx |

Cn
2

d.h. es gilt
¢, +c_,=a, und ¢,—c_,=—1ib,.

Man beobachtet weiter:

o

o0
Z cpe™ = ch cos(nx) + isin(nx))

n=—00 n=0

o

+ Z c_n(cos(nz) — isin(nz))
= c¢pcos(x) + Z(cn + c_p,) cos(nx)

+ Z i(cy, — c—p) sin(nx)

ap = 1
= 5 + Z(an cos(nz) + by, sin(nzx))

n=1

die Fourier-Reihe ist in komplexer Schreibweise dargestellt.

Hat f die Periode T' > 0, so setzt man anlog (in diesem Beispiel symme-
trisch zum Ursprung)

1 T/2 - 21
Cn = — flx)e "% do
7/,
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und die Fourier-Reihe wird geschrieben als

oo

o 27
E : cneme.

n=—oo
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8.3 Ubungsaufgaben zu Kapitel 8
Aufgabe 1. Begriinden Sie:
i) Fir beliebige Amplituden Ay, As € R ist die Funktion
Ap sin(wix) + Ag sin(wa)
periodisch, falls das Verhéltnis w; /wy der Kreisfrequenzen rational ist.
i1) Fiir beliebige Amplituden A, As € R ist die Funktion
Aj sin(x) 4+ Ay sin(wz)

periodisch mit Periode 27, falls w € Z, d.h. bei einer Fourier-Reihe
kann man o.E. w € N annehmen.

Aufgabe 2. Zeigen Sie Lemma 8.1.

Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten der Zackenfunktion.

Aufgabe 4. Es sei f: R — R die 2m-periodische Funktion mit f(z) =
x +sin(x) — 7 fir 0 < x < 2.

i) Skizzieren Sie f. Bestimmen Sie die explizite Abbildungsvorschrift
flx) = ... fir =27 < z < 0. Ist f eine gerade bzw. eine ungera-
de Funktion?

i1) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f.

ii1) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourier-Reihe von f?
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Aufgabe 5. Es sei f: R — R die 27-periodische Funktion mit f(z) = §—m
fiir 0 <z < 27. Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f.

Aufgabe 6. Es sei f: R — R,

7T2$ .TCZ

f(x):§<1—ﬁ> fir —r<z<n

und f(x) = f(z + 27), d.h. f sei 2r-periodisch.

i) Skizzieren Sie f. Deuten Sie dabei insbesondere die Lage der Extrem-
werte und Nullstellen von f an.

i1) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f.

Aufgabe 7. Es sei f: R — R die Funktion mit der Periode 8, die gegeben

ist durch
2—x fir 0<2o <4,
)= <

r—6 fir 4<x<8.

Skizzieren Sie f. Geben Sie die Fourier-Reihe von f an. Gegen welche
Funktion konvergiert die Fourier-Reihe, wo konvergiert Sie gleichméfig?

Aufgabe 8. Es sei h: R — R die 27-periodische Funktion mit

1 fir — 7 <z<-—-7/2,
1/2 fir —7/2<az<0,
0 fir =0,
—1 fir O<zr<m.

h(z) =

Gegen welche Funktion konvergiert die Fourier-Reihen von A7



Anhang A

Tensoren: Weitere Bemerkungen zur
Definition

A.1 Kovariante und kontravariante Tensoren (kovariant;
kontravariant; lineares Funktional; Dualraum; Multilinearform; Tensorpro-

dukt; Tensor zweiter Stufe)

Im letzten Abschnitt von Kapitel 3.2 wurde bereits folgendes Szenario
diskutiert:

Man betrachte eine lineare Abbildung L: R™ — R, d.h. die darstellenden
Matrizen bzgl. einer Basis A bzw. einer Basis B des R™ sind Zeilenvektoren.

Die darstellende Matrix bzgl. der Basis A sei
(& -0 &)
und Satz 3.2 liefert die darstellende Matrix bzgl. der Basis B

Yi1oo--- UYmi
(%--- 7/)m):(51 fm) : :
Yim -+ TYmm

mit den Koeffizienten v;;, 1 <4, j < m, des Matrixwechsels.
Aufgrund von
m
Y = Z SUISE
j=1

245
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handelt es sich um einen kovarianten Tensor erster Stufe.

Die linearen Abbildungen vom R in die reelle Zahlen liefern das erste
Beispiel eines linearen Funktionals.

Weitere lineare Funktionale?

In Verallgemeinerung des obigen Beispiels definiert man:

Definition A.1. LINEARES FUNKTIONAL

Es sei V' ein Vektorraum tber einem Korper K.

Dann ist die Menge aller linearen Abbildungen
e: V=K

selbst wieder ein Vektorraum tiber K und heifSit der zu V' duale Vektorraum
oder Dualraum von V.

Bezeichnung: V*.

Jedes o € V* heifit Linearform oder lineares Funktional auf V.

Beispiel.

i) Ist V.= R™ und sind ay, ..., a, € R fixiert, so entsteht wie in der

Einleitung dieses Anhangs beschrieben eine Linearform ¢ € (R™)* aus
der Vorschrift

21
p: R" =R, : = a1y + o QT -
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Beziiglich der kanonischen Basis kann ¢ mit dem Zeilenvektor
(ay ...apn) identifiziert werden und es gilt

|

o) = (araz ...an) | 7 | R

Tm

Wie ebenfalls bereits erwihnt, konnen die Elemente von (R™)* bzgl. ei-
ner beliebigen gegebenen Basis A des R™ als Zeilenvektoren der Lange
m interpretiert werden und folglich hat der Dualraum (R™)* des R™
die gleiche Dimension m wie der R™.

it) Um sich eine Linearform auf (R™)* vorstellen zu kénnen, d.h. eine

Abbildung ¥ € ((R™)*)",
v (R —>R (R"—=>R)—>R),

identifiziert man einen Vektor x € R™ mit der linearen Abbildung
definiert durch

Pe(p) == p(x) fiir alle p € (R™)* .

Bemerkung. Von besonderem Interesse sind auch lineare Funktionale auf
Funktionenrdumen, was aber an dieser Stelle nicht vertieft werden soll.

Duale Basis.
Das obige Beispiel soll nun noch ein wenig systematisiert werden:

Mit der kanonischen Basis des R™ existiert auch eine kanonische Basis des
(R™)*, die zugehorige duale Basis.
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Sie ist gegeben durch

e =(100...00),
e = (010..00),

™) = (000 ...01),

und jede Linearform auf R™ (d.h. jeder Zeilenvektor — bei fixierter Basis)
kann klarerweise als Linearkombination der (g(i))T, 1 <12 < m, geschrieben
werden.

Man beachte, dass fiir alle 1 <1,57 < m gilt

(g(j))T(g(i)) =8 -

Die hier geschilderte Prozedur zur Konstruktion der dualen kanonischen
Basis kann natiirlich analog mit anderen Basen des R'™ durchgefiihrt
werden.

Weiter sei analog zu ii) des obigen Beispiels festgehalten:

Ist V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, so kann der Bidualraum (V*)*
mit V' selbst identifiziert werden.

Mit dieser Identifikation verhalten sich lineare Funktionale auf dem (R")*
wie der R™ selbst.

Es sei an dieser Stelle an die Notation und die Koordinatentransformation
aus Satz 3.2,

m
Ty\—1 :
BZ:ZijOCja (pw):((’y”) ) , 221’ co,m,
j=1
erinnert, man spricht von einem kontravarianten Tensor erster Stufe.

Das “kontrére” Verhalten ist bereits in Kapitel 3.2 angedeutet.
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Warum wird ein Tensor als (multi-) lineares Funktional definiert?

Wird beispielsweise ein Spannungstensor einfach als 3 x 3-Matrix ein-
gefithrt, so ist er bzgl. einer gegebenen Basis des R? definiert.

Eine andere Basis erfordert dabei eine andere Matrixdarstellung.

Eine physikalische Grofle sollte aber unabhingig von der zugrunde lie-
genden Basis sein und deshalb wird von einer Matrixdarstellung zu
Multilinearformen iibergegangen.

Erinnerung. Der Begriff Bilinearform (n = 2) bzw. allgemein n-
Linearform (Multilinearform) wurde im Paragraphen 2.2 erklart.

Es handelt sich um eine Abbildung M von n Vektorrdumen Vi, Vs, ..., V,,
in den zugrunde liegenden Korper K,

M:Vix.---xV,>K,
die linear in jedem Argument ist.

Mit diesen Vorbereitungen kann nun definiert werden, was allgemein unter
einem Tensor zu verstehen ist.

Definition A.2. TENSOR

Gegeben sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V' idber einem Korper
K mit dem Dualraum V* von V.

Die Elemente der Menge TP(V') der Multilinearformen M,
M:VXxVx. - xVxV'xV'x...xV'"3K,

q mal P mal

heiflen q-fach kovariante und p-fach kontravariante Tensoren tiber V.

Dabei setzt man TP(V) = K.
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Bemerkung. Die Begriffe kovariant und kontravariant sind wie in den
Beispielen motiviert.

Konstruktion von Tensoren hoherer Stufe.

Nach den Beispielen von Tensoren erster Stufe und der allgemeinen
Definition eines Tensors beliebiger Stufe, zeigt nun das Tensorprodukt wie
Tensoren hoherer Stufe in natiirlicher Weise produziert werden.

Dazu bezeichnen U und V' zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.

Jedes feste u € U kann als Linearform auf U* interpretiert werden (wie
bereits im obigen Beispiel ii)).
Die Vorschrift lautet:

w(u®) :=u"(u) furalle v* € U".

Man beachte, dass die rechte Seite wohl definiert ist. Analoges gilt
natiirlich auch fiir jedes feste v € V.

Schlieflich kann etwa auf U* x V* die Bilinearform v ® v: U* x V* =+ K
(u@v)(u*,v") =u(u)v(v*) firalle v* €U, v € V*.

definiert werden.

Die Gesamtheit aller endlichen Summen von Termen dieser Form heifit
das Tensorprodukt U ® V und besteht aus den Bilinearformen auf U* x V'™,

Bemerkung. Analog wird Uy ® Uy ® - - - ® U, definiert.

Beispiel. Es sei (U*)* = U = R™, V = (R™)* und die kanonische Basis
des R™ sei fixiert.

Dann kann u € R™ als Spaltenvektor geschrieben werden, v € (R™)*
wird als Zeilenvektor interpretiert.
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Damit wirkt u® v’ auf ein Paar (x7, y) bestehend aus einem Zeilenvektor
und einem Spaltenvektor.

Es ist
Uy
u(x’) := ( T1 ... Tm ) : fiir alle x” € (R™)* .
uTTL
Analog ist
Y1
viy)=(v ... vp) ; fiir alle y € R™ .
Ym
Es ist also
uq Y1
uedvi xy) = (z1 .. )| ¢ (v oonovn )|
um ym
uq Y1
:(:L'l xm) : (U1 Um) :
um y'ﬂl
U117 ... ULV (A
= ( 1 ... ITm ) : : :
Up V1 .. UpUpn, Ym

Auf diese Art wird der Tensor u ® v! zweiter Stufe fiir die fixierte
kanonische Basis dargestellt.

Als Ubungsaufgabe iiberlege man sich, wie der Tensor im Sinne von
Definition A.2 zu bezeichnen ist.

Mit diesen Bemerkungen soll die (teils heuristische) Diskussion von Ten-
soren abgeschlossen werden.
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Anhang B

Konditionierung einer numerischen
Aufgabe — Stabilitit eines
Algorithmus

B.1 Konditionierung einer numerischen Aufgabe (dif
ferentielle Fehleranalyse; Landausche Symbole; relative Konditionszahlen;

Problemfehler)

Eine numerische Aufgabe ist die Berechnung der Ausgabedaten

y = f(x)

bei einer gegebenen Funktion f: R™ D U — R" aus den Eingabedaten
xeU.

In der Praxis involviert dabei die Berechnung von f(x) in der Regel eine
Vielzahl von Auswertungen.

Einfaches Beispiel. Es sei f: R? = R, x 5 y = 21 + T».

Was versteht man unter der Konditionierung einer numerischen
Aufgabe?

Eine numerische Aufgabe heifit gut konditioniert, falls “kleine” Stérungen
der Eingabedaten nur “kleine” Storungen des Ergebnisses (der Ausgabe-
daten) verursachen.

253
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Beispiel. Die Eingabe in eine numerische Aufgabe sei einmal

3.7041
b= ( 1.8519 ) '

- (37040
b= ( 1.8518 ) '

Die numerische Aufgabe selbst laute: Man 16se das Gleichungssystem

Eine zweite Eingabe sei

2.4692 1.2345
1.2345 0.6172

) Ausgabedaten = Eingabedaten ,

wobei die Eingabedaten einmal durch obiges b, bei der zweiten Berechnung
durch b gegeben seien.

Die Ausgabedaten berechnen sich zu

(3 . 12344
Y=\ _3 oW —6170 )

Dabei ist zu betonen, dass die Ausgabedaten exakt berechnet sind und
keine numerischen Néherungen darstellen.

Beobachtung. Stérungen der Grofienordnung 10~% in der Eingabe fithren
in dem Beispiel zu Stérungen der GréSennordnung 10* in der Ausgabe.

Auch bei exakter Rechnung machen kleine Stérungen in der Eingabe das
Ergebnis vollig unsicher.

In dem konkreten Beispiel berechne man die Determinante der obigen
Matrix und interpretiere deren Einfluss auf die numerische Aufgabe.

Um die Auswirkungen kleiner Fehler zu quantifizieren, arbeitet man bei
der sogenannten differentiellen Fehleranalyse meist mit:
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Definition B.1. LANDAUSCHE SYMBOLE

Es sei U C R™ eine Umgebung der Null, g: U — R" und h: U — R'.

i) Man schreibt
9(x) = O(h(x))  fir x =0,

falls €, C' > 0 existieren mit

lgX)|| < Cllrx)l fir alle x € U mat |[x] <e.

i1) Man schreibt
9(x) = o(h(x))  fir x =0,

falls es ein € > 0 sowie eine Funktion p: U — [0, 00) gibt mit p(x) —
0 fiir x — 0 und

l9(x)| < o(x)||h(x)|| fir ale x €U mit ||x|| <e.

iti) Ist f: U — R" eine weitere Funktion, so setzt man (o(h(x)) analog)

f(x) =9(x)+0(hx)) = [f(x)-g9x)=0hZx).

Bemerkung. Analog kénnen auch Grenziibergénge x — x, fiir beliebiges
x, € U betrachtet werden.

Beispiele. Esist ( m=n=1[01=1)

cos(z) = O(1),
3 = o(z?),
cos’(z) =1 = o(x)
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Zur differentiellen Fehleranalyse einer numerischen Aufgabe.
Man betrachte zunéchst den einfachsten Fall m =n = 1:

Fiir f: R D [a,b] — R, sei die numerische Aufgabe der Berechnung von
y = f(z) ndher analysiert.

Dabei sei f € C*([a,b]) und x, z + Ax € (a,b), wobei Ax eine Stérung der
Eingabedaten (aufgrund von Rundungsfehlern etc.) bezeichne.

Aus dem Taylorschen Satz (Lagrangesche Restglieddarstellung nach Ko-
rollar 7.1) folgt fiir die korrespondierende Storung Ay der Ausgabedaten

Ay = f(x+ Az) — f(x)
= fl(v)Az + Ri(Ax)
mit
IRy(Az)| < LAz sup f(z+ 0AT)
2 0<f<1
Nach Voraussetzung ist f von der Klasse C? und fiir eine Konstante c gilt

sup f(z+ 0Az) < c,
0<o<1

es kann anschétzt werden
Ry(Aa)| < S lAal,
d.h. fiir |[Az| — 0 gilt
Ay = f'(z)Az + O(|Ax|?) .

Ist allgemein f: R™ C U — R", so folgt analog fiir alle j =1, ..., n

Ay;=> 5y () AT; + O(|Ax[) .
i=1 L

Dabei setzt man



Anhang B. Konditionierung einer numerischen Aufgabe . .. 257

und betrachtet fir j = 1, ..., n die Funktionen f;: U — R unabhéngig
voneinander.

Weiter betrachtet man die partiellen Ableitungen (i = 1, ...,m, j = 1,
)

df;
91, (%),

deren systematisches Studium in Teil III, Kapitel 6.1 folgt.
In diesem Anhang ist die folgende Rechenregel vollig ausreichend:

Die " partielle Ableitung (: = 1, ..., m) einer stetig differenzierbaren
Funktion g: R™ C U — R berechnet man, indem die x1, ...x;_1, i1,
...x,, als feste Konstanten interpretiert werden und nur nach der Varia-
blen z; abgeleitet wird.

Ist also beispielsweise g: R™ — R gegeben durch

9x)=|x|?=at+ -+l +al+al, +...22,

so ist fiir fixiertes ¢ (i =1, ..., m)

dg
(93:1-

(x) = 2u; .

Schliefllich sei fiir z; #0,7=1, ..., m,und fir y; #0, j =1, ..., n,

Aw;

€x; = - (relativer Fehler von x;) ,
L
A

Ey; = =i (relativer Fehler von y;) ,
Yj
(9 1 7

Kij(x) = i (z)x— (relative Konditionszahlen von f in x) ,
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und es ist gezeigt

m

8fj xZ; AZL‘Z 2
< —
o £ 3 |Geen] |57 +ouaat)
= Y Kij(x)ea, + O(|Ax]) .

1=1

Interpretation. Die Zahl K;(x) gibt an, wie stark sich der relative Fehler
e, der i"" Komponente der Eingabegrofie x auf den relativen Fehler Ey,;
der 7" Komponente der Ausgabegrifie y auswirkt.

Gibt es Indizes 1 <7 < m, 1 < j < n mit K;; > 1, so spricht man von
einem schlecht konditionierten Problem, andernfalls heifit das Problem
gut konditioniert.

Der hier besprochene Fehler heif3t der Problemfehler, der unabhéngig vom
konkret eingesetzten Algorithmus zur Losung der Aufgabe ist.

Bemerkung. Die Bedingung K;; > 1 bedeutet, dass K;; wirklich um
Grofenordnungen grofler als 1 ist, sind etwa alle Kj; ungefihr 2 (oder
3.165), so heiit das Problem nach wie vor gut konditioniert.

Beispiele.

i) Addition: Es sei f: R? - R, f(x) = 21 + x2. Dann gilt

x1
Kl(X) - T+ X9 ’

T2
KQ(E) - 1+ X9

Haben also x1 und =z gleiches Vorzeichen, so ist das Problem gut
konditioniert.

Gilt dagegen(Ausloschung)

Ty~ —I9,



Anhang B. Konditionierung einer numerischen Aufgabe . .. 259

so ist das Problem schlecht konditioniert: Kleine relative Eingabefehler
konnen dhnlich wie oben zu sehr groflen relativen Fehlern im Ergebnis
fiithren.

ii) Multiplikation: Es sei f: R? — R, x + x17. Dann gilt
Ki=1=K,,
die Multiplikation ist stets gut konditioniert.

B.2 Stabilitat eines Algorithmus (gutartiger Algorithmus)

Der im letzten Paragraphen diskutierte Problemfehler ist systematischer
Natur und kann nicht abgewendet werden.

Zur konkreten Berechnung einer numerischen Aufgabe kénnen in der Regel
aber vielzdhlige unterschiedliche Algorithmen eingesetzt werden, die sich
durch die Art und die Reihenfolge der auftretenden Gleitpunktoperationen
unterscheiden.

Dabei werden sich unterschiedliche (Rundungs-) Fehler ins Ergebnis fort-
pflanzen und dort widerspiegeln.

Wie hingt der Fehler vom speziell eingesetzten Algorithmus ab?

Bezeichnungen.
i) Gegeben sei die numerische Aufgabe der Berechnung von y = f(x).

Ein Verfahren oder Algorithmus zur (néherungsweisen) Berechnung
von y aus X ist eine endliche (manchmal auch abzéhlbar unendliche)
Folge von “elementaren” Abbildungen ¢®), die nacheinander ange-
wendet auf x einen Néherungswert y fiir y liefern:

Im einfachsten Fall ist o) € {4-, —,-, /} fiir alle k.
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i1) Bei einem gutartigen Algorithmus (oder gut konditionierten Algorith-
mus) ist der Beitrag des Rundungsfehlers (durch die Maschinenopera-
tionen des Algortihmus) zum Gesamtfehler hochstens von der Grofien-
ordnung des Problemfehlers.

i1i) Die numerische Mathematik befasst sich mit der Suche nach gutarti-
gen Losungsalgorithmen.

Beispiel. Zu berechnen sei (f: R* — R)

y=f(x)=af — a3 = (21 + 22) (1 — 72) .

Bevor konkrete Algorithmen auf ihre Gutartigkeit untersucht werden
konnen, ist der Problemfehler abzuschétzen.

Es ist
A 2 Az
‘= ‘7” < Y K28 + oaxp)
i=1 v
2
= 3 2w | |22 + 0(|1ax?)
2 2
z? + x5 )
< 2 O
< 272 ops + Ofens?)
2
T1/ X9 +1
- E:m?xzi? —1 ps + O(eps”)

Dabei wurde (wie es im Folgenden auch getan wird) angenommen, dass
relative Eingabefehler durch die Maschinengenauigkeit eps (vgl. Teil I,
Kapitel 7.3) abgeschétzt werden konnen.

Zur konkreten Losung der numerischen Aufgabe werden nun zwei unter-
schiedliche Algorithmen analysiert.




Anhang B. Konditionierung einer numerischen Aufgabe . .. 261

Algorithmus 1.

x| — 1 O®©1

i) — x2@x2}'_>(x1®x1)@($2®x2) :y

Algorithmus II.

= T O I9

s T @ }|—>($1@$2)@($1@$2) = 7.

X
X

Zum Vergleich der beiden Algorithmen sei daran erinnert (siehe wieder
Teil 1, Kapitel 7.3), dass die exakten Rechenoperationen durch Maschi-
nenoperationen &, O, ®, © realisiert werden, die fehlerbehaftet sind.

Es gilt beispielsweise (alle anderen Operationen analog)
T, D xr9g = (x1 -|—Cl?2)(1 -|—8> ,

wobei € zwar von z7, x2 abhingt, der Absolutbetrag ist jedoch (fiir zy,
To, 1 + x93 € D, was im Folgenden stets angenommen wird) durch eps
beschrankt.

Zum Algorithmus I.

Hier ergibt sich mit |e1], |e2|, |e3] < eps (wie oben angedeutet miissen die
e; unterschieden werden)

7 = (r11011) O (120 9)

= [#1(1 +e1) = 25(1 + &2)] (1 + &3)
2 2, 9 2 2 2 2
= x7 — x5+x7e1 — 1569 + (27 — x5)eg + Oeps”) .
1 2 1€1 2€2 (1 2)3 (p)
=y

Der relative Rundungsfehler durch die eingesetzten Maschinenoperationen
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y y

2 | 2 2 9
ri + x5 + |77 xz‘eps—kO(epsQ)

N |2t — 23|
(11/29)% + 1 9
< |1+ eps + O(eps”) .
[ (12l — 1 ops’)

Dabei ist O(eps?) “sehr klein” und kann vernachliissigt werden.
Hinzu kommt ein Term proportional zu (im Beispiel sogar gleich) eps.

Solche Terme sind stets gutartig, da der Fehler nie unterhalb der Maschi-
nengenauigkeit abgeschéatzt werden kann.

Der verbleibende Term
(21/19)” + 1

(21/22)* =1
entspricht (bis auf einen konstanten Faktor) genau dem Problemfehler.

eps

Insgesamt ist der durch den Algorithmus bedingte Beitrag zum Gesamt-
fehler von der GroBlenordnung des Problemfehlers, der Algorithmus ist gut-
artig.

Zum Algorithmus II.
Hier ist mit |g;| < eps, i =1, 2, 3,
g = [(z1—x2)(1+¢e1) (21 + 22) (1 +£2)] (1 + €3)
= y(L+e)(l+e2)(1+¢3)

= y(1+4 &1 +e9+e3) + O(eps?) ,
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d.h.

y=y

)
= |1+ 2+ &3/ + O(eps?)
< 3eps + O(eps?) .

‘ Ay
Y

Dieser relative Fehler ist immer von der Groflenordnung der Maschinenge-
nauigkeit, der Algorithmus ist auf jeden Fall gutartig.

Im Gegensatz zum ersten Algorithmus tritt auch fiir 7 ~ xo keine
Ausloschung auf und der zweite Algorithmus ist zu bevorzugen.

Das obige Beispiel motiviert die erste der folgenden drei Orientierungshil-
fen zur konkreten Konstruktion eines gutartigen Algorithmus:

Faustregeln.

i) Numerisch schlecht konditionierte Operationen sollten moglichst frith
im Algorithmus ausgefiithrt werden.

i1) Bei der Losung quadratischer Gleichungen sollten nicht beide Wurzeln
aus der Losungsformel berechnet werden.

i11) Die Auswertung von Polynomen sollte mit Hilfe des Horner-Schemas
erfolgen.

Ein Zahlenbeispiel.

Betrachtet sei wie oben die numerische Aufgabe der Berechnung von

y=f(x)=af—13.
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x1 = 0.38049 21 = 0.380
Eingabe — 1rd ) Eingabe in den Alg.
9 = 0.37851 9 =0.379
Problemfehler

unab. vom Alg.

Tabelle B.1: Zum Fehler bei der Berechnung einer numerischen Aufgabe.

Die Mantissenldnge einer konkreten Rechenmaschine sei der Einfachheit
wegen t = 3, was natiirlich keine praxisnahe Annahme ist.

Die Eingabedaten seien
r1 =0.38049 und a9 =0.37851,

die Situation ist in Tabelle B.1 verdeutlicht.

Die exakten Eingabedaten x1, xo werden von der Maschine gerundet, die
relativen Fehler ¢, , €,, = 0.001 bedingen einen relativen Problemfehler
gy ~ 0.5.

Hier wurde ¢, explizit mittels des Vergleichs von 0.380? — 0.379? und
0.38049% — 0.378512% berechnet.

Man beachte, dass sich die Konditionszahlen etwa zu 190 berechnen, die
theoretisch berechnete obere Schranke fiir ¢, ist also in guter Ubereinstim-
mung mit der expliziten Rechnung

g, ~2-190-5-103 ~ 2.

eps

Die Werte 27 = 0.380, 2o = 0.379 sind die Eingabedaten fiir den berech-
nenden Algorithmus.

Algorithmus I. Im ersten Schritt wird berechnet



Anhang B. Konditionierung einer numerischen Aufgabe . .. 265

A } u = .%1@5%1 = rd (561@1) = rd (01444) = 0144,
—
v o= By ®dy = 1d (#9dy) = rd (0.143641) = 0.144 .

Dabei werden (wie bereits erwihnt) 2121 und Z9Z9 zunéchst intern mit
erhohter Stellenzahl berechnet und dann gerundet.

Es verbleibt die Operation

u}|—>u—v:0.
)

Die fehlerbehafteten Werte u und v dienen hier als Eingabe in den schlecht
konditionierten Teil des Algorithmus.

Insgesamt ist der durch den Algorithmus bedingte relative Rundungsfehler

0— 52 42
| (27 — 23) _ 1

2 -2
L1 — Xy

Dieser ist zwar von der gleichen Gréflenordnung wie der Problemfehler
(der Algorithmus ist gutartig), trotzdem ist er sehr grof.

Algorithmus II. Der zweite Algorithmus beginnt mit

Z1

u = @1@@'2 = rd (i‘l—i’l) = rd (0001) = 0001,
7 }H
2

v = 51Dy = rd (21 +132) = rd (0.759) = 0.759 .

Der letzte Schritt ist in diesem Algorithmus

Z } —u®uv=rd (uw) =rd (0.759 - 107%) = 0.759 - 107* .

Im gewéhlten Zahlenbeispiel liefert der zweite Algorithmus sogar die
exakte Losung der vom Algorithmus zu berechnenden Aufgabe y = 3 — 3.
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Der wesentliche Vorteil des zweiten Algorithmus ist, dass als Eingabe fiir
den schlecht konditionierten Teil die exakte Algorithmuseingabe dient.

Bemerkung. Natiirlich kénnen auch im Verlauf von Algorithmus 1T (klei-
ne) Fehler auftreten. Ist etwa

i1 =0.106-10%, &y =0.612,

so ist
T1 @ &y =1d (0.11212 - 10%) = 0.112 - 10*.
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B.3 Ubungsaufgaben zum Anhang

Aufgabe 1. Schreiben Sie f jeweils in der Form f(z) = O(2™) und f(z) =
o(z™) mit maximalem m € Ny, falls

i) f(z) =22 + (cos(z) — 1);

ii) flx) = 2(a® + om)* + 225
ii1) f(z) = In(1 + 2?).

Aufgabe 2.* Es sei f: R? — R gegeben durch die Vorschrift
X = 23 (2 — 29) .

i) Betrachten Sie die numerische Aufgabe der Berechnung von y = f(x)
und berechnen Sie die relativen Konditionszahlen. Ist das Problem
stets gut konditioniert?

i1) Ist zur Losung der Aufgabe der Algorithmus
U=210T, Vv=219Ty, Yy=uOU

gutartig?

Aufgabe 3.* Zur Berechnung der numerischen Aufgabe y = f(x), f:
R? - R, f(x) = (21 + 22)72 betrachte man die beiden Algorithmen

U=T1 D2, Yy=u®x;

U=T1OTs, V=290Ty, Yy=udv.

Welcher ist zu bevorzugen?

Aufgabe 4.* Es sei f: R?* — R gegeben durch

X = T1 — T3 .
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Betrachten Sie die numerische Aufgabe der Berechnung von y = f(x) sowie
den Algorithmus
U=r,0r3, Y=T10U.

Ist der Algorithmus gutartig?

Aufgabe 5. Finden Sie eine numerische Aufgabe und einen zugehorigen
Algorithmus, der nicht gutartig ist.
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

)

Aufgabe 2.
Es ist
8f 1
K = |—(x)—
1(&) 971 (E) "
Ty
= (2 — £ [
( a:1(x1 JL‘Q) + xl) x%(xl — x2)
_ g™
xr1 — X2
und
o) X2
Ko(x) = |22 =
(%) 1:5%(361 — X9) T1 — To

it)

Das Problem ist also nicht stets gut konditioniert, wie der Fall 21 ~ x»
zeigt.

Es ist
u= 01, =2 (1+e¢,

v= 2101y = (r1—x9)(1 +9),
g= uov = (ri(l+e)(z1—22)(1 +e))(1+e2),
d.h. man hat
g = ai(rr—2)(1+e1)(1+e2)(1 +e3)
= y(l1+¢e1 4 e2+e3) + O(eps?)
und damit

‘u < 3eps + O(eps?) .
Y

Der Algorithmus ist gutartig, da der relative Fehler von der Groéflien-
ordnung der Maschinengenauigkeit ist.

Aufgabe 3. Beim ersten Algorithmus ist

((z1+22) (L4 €1))22(l + e2) = y(1 + 1 + €2) + O(eps’)
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zu betrachten, d.h.
y;y| < 2eps + O(eps?) .
Y

Beim zweiten Algorithmus erhélt man

(SCl . 562(1 + 81) + X9 - CE’Q(l + 82))(1 + 63)
= 1T + Doy + T120(1 + £3) + Towa(en + £3) + O(eps?)

und als Abschétzung fiir den relativen Fehler

$1$2(81 + 63) + xgxg(é“z + 63)
(331 + ZEQ)SUQ

|y_y‘ —|—O(€2)

Yy

21| + | 22|

2eps + O(eps?) .
|71 + 2o (eps")

Dieser ist zwar von der Gréflenordnung des Problemfehlers, wie eine
Berechnung der Konditionszahlen zeigt.

Damit ist der Algorithmus zwar gutartig, Algorithmus 1 ist aber zu
bevorzugen.

Man erkennt hier auch die Faustregel wieder: Schlecht konditionierte Teile
sind zuerst auszufiihren.

Aufgabe 4. Zunichst berechnet man fiir relativen Konditionszahlen

39 T3

Ky = K3 =

T1 — X3 ’ T1 — X3 .

Aus

U =19 ®x3=x223(1 + 1)
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folgt weiter

= r1ou

= (1 —u)(1+ &)

(21 — zaws(1+21)) (1 + £2)

((x1 — Tow3) — ZE2$351) (1+ e9)

T — Tokz — Tox3(€1 + €9) + €971 — TaT3E16

Nl
|

= y+ (x1 — xaw3)er — Tox3e) + O(epsQ) )

Man erhalt den Ausdruck

ToX3E
223l +O(ep82)

Y

E9 —

y—vy,
X1 — T2X3

und erkennt die Gréflenordnung des Problemfehlers wieder, der Algorith-
mus ist gutartig.
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globales Maximum, 126

globales Minimum, 126

Grenzwert, 95
einseitiger, 106, 114

Grundschwingung, 227

gut konditioniert, 260

gutartig, 260

hohere Ableitung, 124

harmonische Analyse, 227

Hauptdiagonale, 11

Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung, 170, 172

Hermitesch, 60

hinreichende Bedingung, 127

homogenes lineares Gleichungssy-

stem, 18

Homomorphismus, 68
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Infinitesimalrechnung, 91
inhomogenes lineares Gleichungssy-
stem, 18

injektive lineare Abbildung, 71

Integrabilitatskriterium, 167

Integral
bestimmtes, 161, 165
Flacheninhalt, 170
Integrand, 165
Integrationsvariable, 165
Oberintegral, 165
Obersumme, 163
orientiertes, 169
unbestimmtes, 172
uneigentliches, 187, 192
Unterintegral, 165
Untersumme, 163

Integrand, 165

Integration, 172
numerische, 193
Partialbruchzerlegung, 180
partielle, 176
Substitutionsregel, 177

Integrationsvariable, 165

Integrationsverfahren von Romberg,

201

integrierbar, 165
lokal, 187

Intergralrechnung
Mittelwertsatz, 203

inverse Matrix, 39

invertierbar, 40

irreduzibel, 184

Kern einer linearen Abbildung, 69
Kern einer Matrix, 19
Kettenregel, 121
Koeffizientenmatrix, 17
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Koeffizientenvergleich, 182
kompakt, 101
konditioniert
gut, 253, 258
schlecht, 258
Konditionszahl, 257
konjugierte Matrix, 16
konkav, 134
kontravariant, 84, 248
p-fach, 249
Konvergenz
gleichméafBige, 99, 119
konvex, 134
Koordinaten, 73
Koordinaten bzgl. beliebiger Basis,
75
Koordinatentransformation, 78
Transformationsmatrix, 78
kovariant, 83, 246
g-fach, 249
Kriimmung, 124
kritischer Punkt, 129
Kurve, 112

Landausche Symbole, 255
Leibnizkalkiil, 121
lineare Abbildung, 7, 12, 67
bijektive, 71
Bild, 69
injektive, 71
Kern, 69
Matrixdarstellung, 77
Rang, 69
Rangsatz, 70
surjektive, 71
lineare Algebra, 91
lineares Funktional, 246
Linearfaktoren, 181

Index

Linearform, 246

linke untere Dreiecksmatrix, 44
linksseitige Ableitung, 114
Lipschitz-stetig, 94

lokal integrierbar, 187

lokales Extremum, 127

lokales Maximum, 127

lokales Minimum, 127

Majorantenkriterium, 189, 192
Mantisse, 264
Matrix, 7
L R-Zerlegung, 42
adjungierte, 16
Cholesky-Zerlegung, 46
Determinante, 47
Dreieckszerlegung, 42
Einheitsmatrix, 11
erweiterte, 22
Hauptdiagonale, 11
Hermitesche, 60
inverse, 39
invertierbare, 40
Kern, 19
konjugierte, 16
linke untere Dreiecksmatrix, 44
Nullmatrix, 9
orthogonale, 58
Produkt, 10
quadratische, 14
Rang, 22, 23, 40
rechte obere Dreiecksmatrix, 44
reguldre, 40
singulare, 40
Spaltenrang, 22
Spaltenzahl, 8
Streichungsmatrix, 52
symmetrische, 46
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transponierte, 14

unitare, 60

Zeilenrang, 23

Zeilenzahl, 8
Matrixdarstellung einer linearen Ab-

bildung, 77

Matrixprodukt, 10

Assoziativgesetz, 13

Distributivgesetz, 13
Maximalstelle, 101

lokale, 127
Maximierer, 101

lokaler, 127
Maximum

absolutes, 101, 126

globales, 126

lokales, 127
Methode der kleinsten Quadrate, 26
Minimalstelle, 101

lokale, 127
Minimierer, 101

lokaler, 127
Minimum

absolutes, 101, 126

globales, 126

lokales, 127
Minorantenkriterium, 189
Mittelwertsatz, 133

Integralrechnung, 203
mittlere quadratische Abweichung,

240

Monentangeschwindigkeit, 115
monoton fallend, 134

streng, 134
monoton wachsend, 134

streng, 134
Multilinearform, 83, 249
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n-Linearform, 55
negativ orientiert, 58
Newton-Cotes  Quadraturformeln,
195
abgeschlossene, 196
offene, 196

Newton-Cotes Summenformeln, 200
Normalgleichung, 28
Normierungsbeziehungen, 232
notwendige Bedingung, 126, 127
Nullmatrix, 9
Nullstelle
Vielfachheit, 181
numerische Aufgabe, 253
numerische Differentiation, 146
numerische Integration, 193
Newton-Cotes Quadraturfor-
meln, 195
Quadraturgewichte, 195
Trapezregel, 194
numerische Mathematik, 260

Oberintegral, 165
Oberschwingung, 227
Obersumme, 163
orientierter Flacheninhalt, 47
orientiertes Integral, 169
orientiertes Volumen, 47
Orientierung, 48
negativ orientiert, H8
positiv orientiert, 58
orthogonale Matrix, 58
Orthogonalitatsbeziehungen, 232

Parsevalsche Gleichung, 240
Partialbruchzerlegung, 180
partielle Ableitung, 257
partielle Integration, 176
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Permutation Sagezahnfunktion, 228, 235
Signum, 54 Sattelpunkt, 127
Transposition, 51 Satz

Polynom Rolle, 131
irreduzibel, 184 Sekante, 115, 134

Polynomdivison, 180 Signum, 54

positiv orientiert, 58 singulér, 40

Prinzip der kleinsten Wirkung, 125 Singularitéit, 92

Problemfehler, 258 Skalar, 8

Produktregel, 118 Skalarprodukt, 15

Punkt Hermitesches, 16
kritischer, 129 Spaltenrang, 22
Sattelpunkt, 127 Spaltenvektor, 8
stationarer, 129 Spaltenzahl, 8

Spektrum

Quadraturgewichte, 195

diskret
Quotientenregel, 119 iskretes, 228

periodischer Funktionen, 227

Riickwiértseinsetzen, 44 spezielle Losung, 20
Rang einer linearen Abbildung, 69 Sprungstelle, 237
Rang einer Matrix, 22, 23, 40 stiickweise glatt, 237
Rangsatz, 70 stiickweise stetig, 168, 237
Rechte Hand Regel, 57 Stammfunktion, 171
rechte obere Dreiecksmatrix, 44 stationdrer Punkt, 129
rechtsseitige Ableitung, 114 Stetigkeit, 91, 95
reell analytisch, 219 stiickweise, 168
Regel von Sarrus, 52 stiickweise stetig, 237
Regeln von 1'Hospital, 139 und gleichméfige Konvergenz, 99
regular, 40 und Kompaktheit, 101
Reihe und Umkehrfunktion, 103
Fourier, 227 Stetigleit
trigonometrische, 231 gleichméfige, 100
Residuum, 25 Streichungsmatrix, 52
Restglied, 213 strenges lokales Maximum, 127
Darstellung nach Lagrange, 215  strenges lokales Minimum, 127
Integraldarstellung, 215 Substitutionsregel, 177
Riemann integrierbar, 165 Superposition, 227

Rotation, 59 Superpositionsprinzip, 18
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surjektive lineare Abbildung, 71
symmetrische Matrix, 46

Tangente, 112, 134
Taylor
Formel, 213
Polynom, 213
Entwicklungspunkt, 213
Reihe, 219
Restglied, 213
Tensor, 83, 249
p-fach kontravariant, 249
g-fach kovariant, 249
erster Stufe, 83, 246, 248
hoherer Stufe, 250
kontravariant, 84, 248
kovariant, 83, 246
Tensorprodukt, 250
Transformationsmatrix, 78
Transposition, 14
Transposition einer Permutation, 51
Trapez-Summenregel, 200
Trapezregel, 194
trigonometrische Reihe, 231
trigonometrisches Polynom, 231
triviale Losung, 18

iiberbestimmtes
24
Umkehrfunktion
Ableitung, 122
unbestimmtes Integral, 172
uneigentliches Integral, 187, 192
absolute Konvergenz, 187, 192
Cauchyscher Hauptwert, 188
Divergenz, 187, 192
Konvergenz, 187, 192
Konvergenzkriterien, 189

Gleichungssystem,
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Majorantenkriterium, 189, 192
Minorantenkriterium, 189
unitar, 60
unterbestimmtes Gleichungssystem,
24
Unterintegral, 165
Untersumme, 163

Vektor
Koordinaten, 73
Koordinaten bzgl. beliebiger Ba-
sis, 75
Koordinatentransformation, 78
Spaltenvektor, 8
Zeilenvektor, 15
Vektorprodukt, 57
Vektorraum
dualer, 246
Verfeinerung, 163, 203
Vielfachheit, 181
Volumen
orientiertes, 47
Vorwértseinsetzen, 44

Wendepunkt, 138

Zeilenrang, 23
Zeilenvektor, 15
Zeilenzahl, 8
zentraler Differenzenquotient, 146
Zerlegung, 163
Feinheit, 163
Verfeinerung, 163, 203
zweite Ableitung, 124
Zwischenwertsatz, 101
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SYMBOLVERZEICHNIS
Fehleranalyse
O(h(x)) Landausches Symbol,
255
o(h(x)) Landausches Symbol,
255
Funktionen
%J;(xo) Ableitung von f an der
Stelle zy, 114
%J;|x:xo Ableitung von f an der
Stelle z, 114
f'(xg) Ableitung von f an der
Stelle zy, 114
f¥)(z) k** Ableitung von f, 124
f'(zy) linksseitige Ableitung,
114
Jf /Ox; partielle Ableitung, 257
f'(xz§) rechtsseitige Ableitung,
114
(‘11—; f(x) zweite Ableitung von
. 124
f"(z) zweite Ableitung von f,
124
f®(z) zweite Ableitung von f,
124
C(I) beliebig oft differenzier-
bar, 218
lim, ., f(z) Grenzwert, 95
C*(I) k-mal stetig differenzier-
bar, 124
C" reell analytisch, 219
T, (z; x9) Taylor Polynom, 213
R, (z—xq) Taylor Restglied, 213
Integral
F(z)|” Auswertung der Stamm-
funktion, 172
[F ()] Auswertung  der

a
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Stammfunktion, 172

[; f(x) dz bestimmtes Integral,
165

fab f(z) dz bestimmtes Integral,
165

Z(f) bestimmtes Integral, 165

A(Z) Feinheit einer Zerlegung,
163

7 Oberintegral, 165

Sz(f) Obersumme, 163

R(I)  Riemann-integrierbare
Funktionen, 165

[ f(z) dz unbestimmtes Inte-
gral, 172

[ f(x) da uneigentliches Inte-
gral, 187

fab f(x) dz uneigentliches Inte-
gral, 192

[7 f(z) dz uneigentliches In-
tegral, 188

Z Unterintegral, 165

Sz(f) Untersumme, 163

Z C Z* Verfeinerung einer Zer-
legung, 203

Z Zerlegung, 163

Lineare Abbildungen

V* Dualraum, 246

V Basis des R¥, 72

bild L Bild einer lin. Abb., 69

kern L Kern einer lin. Abb., 69

( U1 ) Kooerdinatendarstel-
(%) v

lung bzgl. Basis, 73
rg L Rang einer lin. Abb., 69
U ® V Tensorprodukt, 250
Matrizen
A* adjungierte Matrix, 16
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I, Einheitsmatrix, 11

(A|b) erweiterte Matrix, 22
A~! Inverse, 39

kern A Kern einer Matrix, 19
A konjugierte Matrix, 16

M (n, m) Matrix, 8

R™™) Matrix, 8

R™™ Matrix, 8

rg A Rang einer Matrix, 22
AT transponierte Matrix, 14
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