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Aufgabe 1. (5P+5P)

a) Sei f: R3 — R eine stetig differenzierbare Funktion mit Vf(x) # 0 fiir alle x € R3. Zeigen
Sie, dass die Nullstellenmenge

F:={xeR®| f(x) =0}

von f eine Fliche ist, d.h. fiir jedes (Vx € F existieren offene Mengen U € R? und V C R?
mit (Dx € V N F und eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion h: U — VN F.
Hinweis: Verwenden Sie den Satz iiber implizite Funktionen um eine Funktion h V; C
R? — F zu finden und begriinden Sie anschliefend dass diese tatsdchlich stetig differenzierbar
und bijektiv auf eine offene Teilmenge von F abbildet.

b) Sei U := Uy x Uy C R? offen und f,g € C1(U) zwei stetig differenzierbare Funktionen. Sei
weiterhin (zg,yo) € U mit

f(zo,y0) = g(w0,y0) und %ch(xmyo) # %(xo,yo)-

Zeigen Sie, dass dann ein nicht-konstanter Weg v : I — U existiert mit f(y(t)) = g(y(¢)) fur
alle t € I. Stimmt die Aussage auch entsprechend, wenn f,g € C1(R?) liegen mit

F(9%) = g(Vx) und Vf(Vx) # Vg(Vx)?
Aufgabe 2. (4P+3P+3P+3Bonuspunkte)

2
Wir betrachten auf R? die Funktion f : R? — R? (xl) > ( 112 > zusammen mit den
2 T1T2 + T2

Dy . (1 @y . (/2
X = <1) und x.( 4 .

a) Zeigen Sie, dass f bei (Wx und Px lokal invertierbar ist. Hat f eine globale Inverse?

Punkten

b) Sei V C R? eine offene Umgebung von 0. Zeigen Sie, dass f|y nicht injektiv ist. Folgern Sie
dass f keine lokale Inverse bei 0 hat.

c) Seien hq, ho lokale Inversen von f bei MWx und @x. Bestimmen Sie die Ableitungen von hy
und hy bei My = f(Wx) bzw. Py := f(@x).

d) Zeigen Sie, dass die Tangensfunktion lokal invertierbar ist und die (lokale) Umkehrfunktion
1

—— besitzt.

1+
Hinweis: Dricken Sie tan'(z) als Summe/Produkt von y = tan(z) und Konstanten aus.

arctan die Ableitung arctan’(y) =
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Aufgabe 3. (je 2P)

Sei U CR3 offen, f: U -+ Rund g: U — R\ {0} zweimal stetig differenzierbare Funktionen und
F,G : U — R? zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder. Zeigen Sie folgende Gleichungen:

o) graa(L) - LB =] Ened(o) ) rot(grad(f) = 0
b) div(Fx G) = (G, rot(F)) — (F, rot(G)) e) div(rot(F)) = 0.

c) rot(f - F) = f-rot(F) — F x grad(f)

Aufgabe 4. (2P+3P+3P+2P)
Wir betrachten auf U := R? \ {0} das stetig differenzierbare Vektorfeld

1 _
B:U—-R?, (%) (7Y
Yy r24+y? \ 2

und auf V := {(z) € R? | x # 0} C U die (unendlich oft differenzierbare) Funktion

b:V =R, (;C) — arctan(%).

a) Skizzieren Sie B (mit mindestens 8 Pfeilen).

)
b) Berechnen Sie div(B)(x) und rot(B)(x).
c) Zeigen Sie, dass B(x) = grad(b)(x) fiir x € V gilt und berechnen Sie Ab(x).
)

d) Berechnen Sie in Abhiingigkeit von r € Ry fiir den Weg

T [ cos(w) . .
v : [0, 4] -V, w—r <sin(w)> das Wegintegral Lb(x)dx
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