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Kapitel 1

GewoOhnliche lineare
Differentialgleichungen

1.1 Einfﬁhrung (explizite, implizite, gewdhnliche, lineare, homogene, in-
homogene, partielle Differentialgleichung; Ordnung einer Differentialglei-
chung; System von Differentialgleichungen; Anfangswertproblem; Existenz

und Eindeutigkeit von Lésungen)

Was ist eine Differentialgleichung?

Nahezu alle Modelle aus Naturwissenschaft und Technik fithren auf das
Studium so genannter Differentialgleichungen, die beispielsweise eine
physikalische Grofle und deren Anderungsrate in einen funktionalen
Zusammenhang stellen.

Etwas préziser bezeichnet eine gewdohnliche Differentialgleichung eine
Gleichung, in welcher eine unabhéngige reelle Variable, eine gesuchte

Funktion sowie deren Ableitungen auftreten.

Die unabhéngige Variable wird hier in der Regel mit x oder mit ¢ als
Symbol fiir die Zeit bezeichnet.

Man betrachte beispielhaft die gewohnliche Differentialgleichung

Y +2xy=0. (1)
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In diesem Fall ist

> = € R die unabhéngige Variable ,
> y = y(x) die gesuchte Funktion ,

> 4 deren (erste) Ableitung .

Eine auf einem (verallgemeinerten) Intervall I differenzierbare Funkti-
on y(x) heiBt Losung von (1) auf dem Intervall I, falls (1) fiir alle z € I gilt.

Im dem Beispiel wird leicht verifiziert, dass die Funktion y(z) = e die
Gleichung auf (—oo, 00) 16st: Es ist
d _.»

e L e =0,
dxe + 2xe

Einige Beispiele aus den Anwendungen.

i) Man betrachte eine punktformige Masse m an einer Feder (vgl. Ab-
bildung 1.1).

Dann besagt das Hookesche Gesetz, dass die Riickstellkraft der Feder
proportional zu deren Auslenkung ist, die Proportionalitdtskonstante
heiflt die Federkonstante c:

my"(t) = —cy(t) .

Hier symbolisiert ¢ die unabhéngige Variable (die Zeit), y(t) ist die
Auslenkung der Masse zum Zeitpunkt ¢ (die gesuchte Losung).



Kapitel 1. Gewdhnliche lineare Differentialgleichungen 9

vy ¥ m

y !

Abbildung 1.1: Zum Hookeschen Gesetz.

Wird zusétzlich eine Reibung im System modelliert, so erhélt man als
Bewegungsgleichung (k > 0)

my” (t) + ky'(t) + cy(t) =0 .

Ergénzt werden Bewegungsgleichungen durch Anfangsbedingungen:

Es sei ty der Anfangszeitpunkt fiir die Betrachtung des Systems. Im
Beispiel hingt die Bewegung von

> der Auslenkung yo = y(to) der Masse zum Zeitpunkt ¢

ab und ebenso

> von der Geschwindigkeit vy = %/(ty), mit der die Masse zum
Zeitpunkt ¢y durch yy schwingt.
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Eine vollstédndige Beschreibung der Bewegung erfordert demmnach
neben der Differentialgleichung die Angabe der Anfangsdaten y(t¢)
und 4/(p), man spricht von einem Anfangswertproblem.

i1) Man betrachte einen Wechselstromkreis mit Spule (Induktivitidt L)
und Ohmschen Widerstand R in Reihenschaltung (siehe Abbildung
1.2).

Abbildung 1.2: Wechselstromkreis mit Spule und Ohmschen Widerstand.

Eine feste Spannung U sei vorgegeben und zunéchst sei der Schalter
geoffnet. Schlieit man den Schalter zum Zeitpunkt ¢y = 0, so gilt fiir
die Stromstéirke I in Abhéngigkeit von der Zeit t

U=RI(t)+ LI'(t)

mit der Anfangsbedingung 7(0) = 0.

Differenziert man die Gleichung (beide Seiten ableiten) und wird
eine zusédtzliche Kapazitdat C' > 0 behandelt, so fiihrt das auf eine
Gleichung in der Stromstérke, deren erster und zweiter Ableitung:
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i)

iv)

U'(t) = LI"(t) + RI'(t) + é](t) :

Diese Gleichung modelliert den Schwingkreis und dient als promi-
nentes Beispiel zur die Diskussion so genannter gewohnlicher linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Beim radioaktiven Zerfall ist die Anderung der Masse m(t) einer
radioaktiven Substanz proportional zu dieser Masse.

Mit einer Zerfallskonstanten k > 0 gilt (bei gegebener Anfangsmasse)

m/(t) = —km(t) .

Es gibt unzéhlige weitere Beispiele (Abkiihlung eines Kérpers, Durch-
biegung eines Balkens . ..), bei denen man jeweils auf eine Differenti-
algleichung (ggf. ein so genanntes System) gefiihrt wird, die das Pro-
blem zusammen mit geeigneten Anfangs- oder Randbedingungen be-
schreibt.

Definition und Bezeichnungen.

Um den funktionalen Zusammenhang in Gleichung (1) des einfithrenden
Beispiels zu verdeutlichen, sei U C R3, F: U — R,

F(z) =23+ 22120 furalle zeU.

Es seien ¢ < b € R und K > 0 fixiert. Die Differentialgleichung (1) mo-
delliere einen Vorgang fiir = € (a,b) und nur sofern eine Losung durch K

nach oben beschrankt sei.
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Man wéhlt
U:=(a,b) x (=00, K) x R C R?
und die Situation ist beschrieben durch die Gleichung

F(z,y,y) =0 sofern (z,y(z),y'(z)) €U .

Die eingangs gefundene Funktion y(z) = e~*" heiBt in diesem Sinne Losung
der Differentialgleichung, falls zusétzlich e < K fiir alle z € (a,b).

Mit dieser Betrachtungsweise wird die allgemeinste Form einer gewohnli-
chen Differentialgleichung eingefiihrt.

Definition 1.1. GEWOHNLICHE DGL. DER ORDNUNG 7

Es sein €N fiziert, U C R"™2 und F: U — R.
i) Eine Beziehung der Form

F('I.?y?y/?"')y(n)) = 0 Y (2)

in der neben der (unabhingigen) Variablen x und der (gesuchten)
Funktion y(z) Ableitungen von y bis zur Ordnung n auftreten, heifst
gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung n.

i1) Fine auf einem (verallgemeinerten) Intervall I n-mal differenzierbare
Funktion y(x) heifit Losung der Differentialgleichung (2), falls

(z,y(x), ' (x),....y"(x)) e U fiiralle z €1

und falls (2) fir alle x € I erfillt ist.
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Bezeichnungen.

)

it)

i)

iv)

Die Ordnung der Differentialgleichung ist per definitionem die hochste
auftretende Ableitung.

Fine Differentialgleichung der Form (2) heif$t implizite Differential-
gleichung .

Eine explizite Differentialgleichung hat die spezielle Form

y" = f(z,y,9, .. y"Y)

ter

Fine gewdhnliche lineare Differentialgleichung n*" Ordnung ist von

der Form

an(x)y(”) + an_l(x)y("_l) + -+ ay(2)y + aplz)y = r(x),

wobei die skalaren Funktionen ao(zx), ..., a,(x), r(z) auf einem
(verallgemeinerten) Intervall I definiert seien.

Ist r(x) = 0, so heif§t die Differentialgleichung homogen, andernfalls
heif$t sie inhomogen.

Bei mehreren Differentialgleichungen fiir mehrere gesuchte Funktio-
nen spricht man von einem System von Differentialgleichungen.

Ist beispielsweise n € N und

aj1(x) ... ap(x)

an1(x) ... app(x)
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so betrachte man das System erster Ordnung

d.h. gesucht ist eine Funktion y: I — R" mit

yi(x) = an(@)yi(z) + ax(w)ya(w) + - - - 4 arn(v)yn(x) + ri(2)

Un(x) = an(2)y1(2) + ana(2)y2(x) + - - + ann(@)yn(2) + () -

v) Bei partiellen Differentialgleichungen treten so genannte partielle
Ableitungen einer Funktion mehrerer Verdnderlicher auf.

Partielle Differentialgleichungen werden an dieser Stelle nicht weiter
diskutiert.

Zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines AWP’s.

Gemafl der einfithrenden Diskussion des Hookeschen Gesetzes wird die
Bewegungsgleichung alleine keine eindeutige Losung haben.

Man erwartet jedoch, dass das Anfangswertproblem eindeutig losbar ist.

Exemplarisch sei dazu auf I = (—o0, 00) die folgende (gewthnliche, lineare,
homogene) Differentialgleichung zweiter Ordnung betrachtet:

y'+y=0.

Bekannt sind die offensichtlichen Losungen dieser Gleichung (Probe)
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yi1(x) = cos(z) und yo(x) =sin(z) .

Ebenso 16st mit beliebigen Konstanten ¢y, co € R die Funktion
y(x) = ¢1 cos(x) + cosin(x)

die Differentialgleichung.

Die Konstanten sind (wie oben bereits angedeutet und wie nun gezeigt
wird) dann festgelegt, wenn ein so genanntes Anfangswertproblem be-
trachtet wird.

In der Tat: Sind fiir ein xy € I Werte y(zg) = yo und ¢/ (zg) = y((f) gegeben,
etwa y(0) =0, y'(0) = 1, so folgt

0 = y(0) = c1cos(0) 4+ c28in(0) = ¢,

1 = 4(0) = —csin(0) + caco8(0) = ¢

und man wird auf die eindeutig bestimmte Losung y(t) = sin(t) des
Anfangswertproblems gefiihrt.

Das bestatigt die eingangs gemachten Bemerkungen zum Beispiel der
schwingenden Feder:

Zusatzlich zur Bewegungsgleichung miissen die Anfangsauslenkung und
die Anfangsgeschwindigkeit bekannt sein, um zu einer eindeutigen Losung
des Problems zu gelangen.

Bei komplexeren Problemen ist a priori nicht klar, ob {iberhaupt eine
Losung existiert und ob diese trotz gegebener Anfangsdaten eindeutig ist
— ein klassisches Beispiel dazu wird im Ubungskapitel 1.5 besprochen.

Mit anderen Worten: Es sind gewisse Strukturbedingungen an die Form
der Gleichung zu stellen, damit die Existenz und die Eindeutigkeit einer
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Losung des Anfangswertproblems sichergestellt ist.

Diese Bedingungen sind jedoch im hier diskutierten Fall linearer Diffe-
rentialgleichungen stets erfiillt, sodass man sich im gegebenen Kontext
auf den folgenden Satz berufen kann (o.E. wird der Koeffizient a, auf
a,(r) = 1 normiert).

Satz 1.1. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

ter

In der linearen gewohnlichen Differentialgleichung n'" Ordnung

v + a1 (2)y" TV 4 ar(@)y + ao(w)y = r(x)

mit den Anfangsbedingungen

y(zo) = w0, v'(xo) =", ..., YD (me) =y

seien die Funktionen a;(x), r(x), i = 0, ..., n — 1, stetig auf dem
(verallgemeinerten) Intervall I und es sei xg € 1.

Dann existiert auf I genau eine Léosung des Anfangswertproblems, d.h. eine
Funktion y: R — R, die auf I der Differentialgleichung sowie den Anfangs-
bedingungen gendigt.

Beweisidee. Der Beweis kann ,elementar” gefithrt werden, folgt aber
auch dem spéter zu beweisenden Existenz- und Eindeutigkeitsatz fiir
allgemeinere Anfangswertprobleme. [l
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1.2 Homogene lineare Differentialgleichungen (iinea-
re Unabhingigkeit; Fundamentalsystem; allgemeine Lo6sung; Wronski-

Determinante)

In diesem Paragraphen werden gewohnliche Differentialgleichungen mit
zwei besonderen Eigenschaften betrachtet:

> Die Gleichungen sind linear.

> Betrachtet wird der homogene Fall.

Sie sind damit von der Form (wieder o.E. a,, = 1)

Lyl == y™ + ap1(x)y" "V + -+ ar(@)y’ + ag(z)y =0,  (3)

wobei die a;: [a,b] — R, i = 0, ..., n — 1, stetige Funktionen auf dem
Intervall [a, b] seien.

In der lediglich abkiirzenden Schreibweise L]y] = 0 nennt man L einen
(linearen) Differentialoperator, der einer gegebenen Funktion y einen
Ausdruck in Termen der unabhéngigen Variablen, der Funktion und deren
Ableitungen (bis zur Ordnung n) zuweist.

In (3) verschwindet die rechte Seite r(x) identisch. Per definitionem
handelt sich damit um eine homogene Differentialgleichung.

Die intuitive Vorstellung ist, dass es keine ,,duflere antreibende Kraft® im
modellierten System gibt, r(x) = 0.

Sind fiir k£ € N Funktionen y1(x), ..., yx(x): [ — R sowie reelle Konstanten
c1, ...Co, gegeben, so bedeutet die Linearitét

L [Z Ciyi] = ally],

1=1 1=1
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Dies bedeutet: Nach Satz 1.1 hat zwar das Anfangswertproblem eine
eindeutige Losung, es gilt jedoch vollig analog zum Superpositionsprinzip
fiir homogene lineare Gleichungssysteme:

Sind y1(x), ..., yx(x) Losungen der homogenen Differentialgleichung (3),
so ist auch

ciyi(x) + cayo(w) + - - + cryr()

mit beliebigen Konstanten ¢; € R, i =1, ..., k, Losung von L[y] = 0.

Gesamtheit aller Losungen der Gleichung?
Satz 1.1 belegt die Eindeutigkeit von Lésungen des Anfangswertproblems.
Auf der anderen Seite belegt das Superpositionsprinzip, dass die Menge

der Losungen von (3) sogar einen Vektorraum aufspannen.

Die Frage nach der Gesamtheit aller Losungen sei wieder exemplarisch
anhand der Differentialgleichung

y'+y=0

illustriert.

Zwei bekannte Losungen sind yi(z) = cos(z), y2(x) = sin(x). Damit ist
auch fiir beliebige c1, co € R

y(x) = 1 cos(x) + casin(z) + g(z)

eine Losung von (3).

Es sei nun g(x) irgendeine weitere Losung der Differentialgleichung. Es
soll der Frage nachgegangen werden, was iiber g ausgesagt werden kann.



Kapitel 1. Gewdhnliche lineare Differentialgleichungen 19

Um zu Informationen iiber g zu gelangen, betrachtet man das Anfangs-
wertproblem mit

wobei y, y(()l) € R beliebig vorgegeben seien.

Das Anfangswertproblem ist gelost, falls zusétzlich

y(0) = a1 +g(0) =y ,

y(0) = ca+400) = oy

Dann sind die Konstanten c;, ¢y bestimmt, ndmlich

a=y-90), c=y"—-40).

Folglich ist die Funktion
y(x) = (yo — 9(0)) cos(z) + (g5 — ¢'(0)) sin(z) + g(x)

eine Losung des Anfangswertproblems.

Man verifiziert leicht, dass auch die Funktion

j(x) = yocos(z) + g sin()

dasselbe Anfangswertproblem 16st.

Nach Satz 1.1 ist die Losung aber eindeutig bestimmt, was y(x) = g(x)
fiir alle x € I impliziert.

Das Gleichsetzen der beiden Darstellungen fiir y ergibt
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g(x) = (yo — yo+ g(0)) cos(x) + (y(()l) - y(()l) + ¢'(0)) sin(zx)
= ¢(0) cos(z) + ¢'(0) sin(x) .

Zusammenfassend: Eine beliebige Losung g(x) der Differentialgleichung
kann als Linearkombination des Kosinus und des Sinus geschrieben werden.

In diesem Beispiel ist die Losungsmenge ein zweidimensionaler Vektorraum.
Man beachte, dass der Begriff ,,zweidimensional® eine Definition des Be-
griffes ,,Lineare Unabhéngigkeit* voraussetzt.

Lineare Unabhingigkeit und Fundamentalsystem.

Analog zur linearen Unabhéngigkeit von Vektoren im R" wird definiert:

Definition 1.2. LINEAR UNABHANGIGE LOSUNGEN
Die Funktionen yi, ..., yr seien auf einem (verallgemeinerten) Intervall
I definiert.

Sie heiffen linear unabhdingig auf I, falls aus

cy1(x) + coya() + - -+ qyp(z) =0 fiir alle x € 1,

¢ €R,i=1, ..., k, stets folgt

cpo=c=---=c¢.=0.

Sonst heifien die Funktionen linear abhdingig auf I.
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Bemerkung. Der Begriff der linearen Unabhdngigkeit ist bereits in De-
finition Teil I, Definition 10.2, auf Vektorrdumen, also linearen Rdumen
festgelegt.

Wie erwdhnt bilden die Losungen von (3) ebenfalls einen Vektorraum?.
Deshalb kann Definition 1.2 als Definition im Ldsungsraum von (3)
interpretiert werden.

Damit hingt zusammen, dass der Begriff der linearen Unabhdngigkeit oh-
ne Bezug auf den Losungsraum, d.h. formal nach Definition 1.2, von
dem betrachteten Intervall abhingt (siehe Ubungskapitel 1.5 zur niheren
Erlfduterung anhand von Beispielen).

Lineare Unabhingigkeit im einfithrenden Beispiel.
Dort waren
yi1(x) = cos(z), wyolzr)=sin(z), [=(—00,00).
Ist fiir alle z €
c1 cos(x) + cosin(z) =0,

s

so ist dies insbesondere fiir = 0 und fir = = 5

richtig:

c1¢08(0) + cosin(0) =0 = ¢, =0,

c1co8(m/2) + cosin(n/2) =0 = ¢ =0.

Demnach sind cos(z) und sin(z) linear unabhéngige Funktionen auf I.

1S"gichwort Superpositionsprinzip — vgl. auch Teil I, Satz 1.1: kern A ist Unterraum des R™ — vgl. eben-
falls Ubungskapitel 1.5.
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Zusammenfassend wird festgehalten:

Satz 1.2. FUNDAMENTALSYSTEM

Die Funktionen a;(x), i =1, ..., n— 1, seien stetig auf I.

i) Dann hat die Differentialgleichung (3), d.h. Lly] = 0, ein so genann-
tes Fundamentalsystem F wvon Ldsungen, d.h. n linear unabhdngige
Lésungen yi, Y2, ..., Yo auf I.

it) Ist F = (y1,92,-..,Yn) ein Fundamentalsystem von Lisungen, so ist
jede Lisung von Lly] = 0 auf I von der Form

y(x) = () + coyo(x) + -+ - + cuyn(z)  fiir alle x € 1,

wobei die ¢;, 1 =1, ..., n, reelle Konstanten bezeichnen.
n

y(:c):Zciyi(x), GeR, i=1,...,n, zeI,
i=1

heifst die allgemeine Losung von (3).

Bemerkungen.

i) In diesem Sinne existiert ein n-dimensionaler Ldésungsraum der
Gleichung (3).

i1) FEbenso wie es keine eindeutig bestimmte Basis des R™ gibt, gibt es
auch kein eindeutig bestimmtes Fundamentalsystem.
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i1i) Im obigen Beispiel bilden also y,(x) = cos(x) und yo(z) = sin(x) ein
Fundamentalsystem,

y(x) = cycos(x) + cosin(z) , ¢, s €R

heifit die allgemeine Lisung.

Kriterium fiir die lineare Unabhéingigkeit von Losungen.

Im Allgemeinen ist es nicht einfach, die lineare Unabhéngigkeit von
Losungen zu verifizieren. Als Kriterium fiir die lineare Unabhéngigkeit
von Losungen ist der folgende Satz sehr hilfreich.

Die so genannte Wronski-Determinate wird noch héufig als eine natiirliche
Grofe in Erscheinung treten.

Wie im Ubungskapitel 1.5 diskutiert wird, ist die Voraussetzung , Losung
von L[y|] = 0 wesentlich fiir den folgenden Satz.

Satz 1.3. WRONSKI-DETERMINANTE

i) Es sind n Losungen 1y, ..., y, der Differentialgleichung (3) auf I
genau dann linear unabingig, wenn fir (mindestens) ein x € I die
Wronski-Determinate von Null verschieden ist:

nlr) () o (o)

Y1 () yp(w) o (@)
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i1) Ist die Wronski-Determinante fiir ein x € I von Null verschieden, so
st sie fiir alle x € I von Null verschieden.

Beispiel. Betrachtet man die Losungen yi(x) = cos(x), yo(x) = sin(z)
von iy + 1y =0, so folgt die lineare Unabhdingigkeit auch aus Satz 1.5:

cos(z) sin(x)

—140.

—sin(x) cos(x)

S
I

Die Wronski-Determinante und das Anfangswertproblem.

Das Studium von Anfangswertproblemen fithrt zwingend auf die Wronski-
Determinante:

Man betrachte die allgemeine Losung

y(@) = ay(x) + cagp(z) + - +eatn(@) , 1, o, G ER,

der linearen homogenen Differentialgleichung L[y] = 0. Sind hier

y(zo) =0, ¥(ze) =", ...y (o) =y

die Anfangsdaten des betrachteten Anfangswertproblems, so erhéilt man
die eindeutige Losung durch geeignete Wahl der Konstanten.

Dazu ist ein lineares Gleichungssystem in den ¢;, ¢ =1, ..., n zu lésen:
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Yo = c1yi(zo) + caya(xo) + - - - + cuyn (o)

vo. = ath(zo) + cavh(zo) + -+ + ey (20)

u' T = )" (o) + eyt (o) + -+ eay (o)

In Matrixschreibweise lautet dieses Gleichungssystem

( yi(2) ya(x) o yn(w) \(01\ ( Yo \

nr)  yple) o () ¢y M

Ky("”(fv) W V@) Ly ) ) \ e / Ty

Nach Teil II, Satz 1.3, ist dieses Gleichungssystem fiir beliebig gegebe-
ne Anfangsdaten eindeutig losbar, falls Wronski-Determinante W (x) nicht
verschwindet.

1.3 Homogene lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten (charakteristische Gleichung

bzw. charakteristisches Polynom; Reduktion der Ordnung)

In diesem Abschnitt wird der Spezialfall homogener (gewthnlicher) linea-
rer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten diskutiert, d.h. die
Koeffizienten héngen nicht von z ab:

Lly] = y™ fa, 1y Y 4+ a4 ay =0 auf I, (4)

wobei ag, a1, ...a,_1 (wieder ist 0.E. a, = 1 angenommen) reelle Kon-
stanten seien.
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In diesem Spezialfall kann die allgemeine Losung explizit konstruiert
werden.

Die wesentlichen Effekte konnen anhand von drei typischen Beispielen
erldutert werden:

Typ 1.

Es sei [ = (—o00,00) und
Lyl =y"+y —2y.

Zur Konstruktion der allgemeinen Losung macht man den Ansatz

Setzt man den Ansatz in die Gleichung ein, so ergibt sich

AN+ N=2)=0,

was auf die charakteristische Gleichung fiihrt:

MN4+A—2=0.

Diese hat die beiden Wurzeln

g =€, Y = ¢€
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

y(x) =cre® + e, ¢, o ER.

Typ 2.
Es sei wieder I = (—00,00) und

Lyl =y"+2y' +y=0.

Wie oben erhélt man die charakteristische Gleichung

MNH2X+1=0,

die nur eine (zweifache) Wurzel A; = —1 hat.
Somit liefert der obige Ansatz lediglich eine Losung, namlich

—X

yi(x) =e

Um eine weitere, linear unabhéngige Losung zu finden, bedient man sich
einer Reduktion der Ordnung: Es wird der Ansatz

gemacht, wobei die Funktion u geeignet zu bestimmen ist.

Bemerkung. Der Produktansatz mit dem Faktor eM* ist so gewdhlt, dass
sich bei der Berechnung L[ys] die meisten Terme wegheben.
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Einsetzen liefert fiir L{ys]

Llys] = u"(x)e™ —2u'(x)e™ + u(x)e™ + 2u'(x)e™
—2u(x)e " +u(x)e
= u'(z)e ™.
Somit ist L[ys] = 0, falls u”(z) = 0, also u = kyz+ky mit reellen Konstanten
ki, ko. Insbesondere ist (ky = 1, ks = 0)

—T

yo(x) = e

eine weitere von 7; linear unabhéngige (nachrechnen!) Losung der Diffe-
rentialgleichung und die allgemeine Losung lautet

y(xr) = e +cxe™, ¢, s €R.

Typ 3.
Auf I = (—00,00) sei nun

Lyl =y" =2y +5y=0,

die charakteristische Gleichung

A =20 +5=0

hat in diesem Fall nur die komplexen Wurzeln

M=1+2, d=1-2i.
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Die beiden Wurzeln sind konjugiert komplex, wie schon in Teil I, Korollar
11.1, gezeigt ist.

Man betrachtet zunéchst formal die komplexe Losung

y(x) — K16(1+2i)$ + K2e(1—2i)56 7 K]_, K2 E C )

Die komplexen Konstanten K; und K sollen nun so gewahlt werden, dass
y(x) € R fiir alle z € I, d.h. sodass eine reelle Losung gefunden ist.

Dazu seien ¢, c2 € R beliebig, A :=¢1/2, B := —¢y/2 und

K12:A+iB, K2:F1:A—i3.
Damit wird berechnet:

y(x) = (A+iB)e*(cos(2x) + isin(2x))
+(A —iB)e"(cos(2x) — isin(2z))
= 2Ae” cos(2x) — 2Be” sin(2x)

= c1e” cos(2z) + c2e” sin(2x) .

Mit dieser Wahl von K, K5 ist y in der Tat reellwertig und die allgemeine
(reelle) Losung lautet

y(x) = c1€” cos(2x) + cpe”sin(2z) , ¢, 2 € R,

Zusammenfassung der Beispiele.

Fasst man die in den drei Beispielen diskutierten Aspekte zusammen, so
ergibt sich
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Satz 1.4. KONSTANTE KOEFFIZIENTEN
Es seienaj, j =0, ..., n—1, reelle konstante Koeffizienten der homogenen
Differentialgleichung

mit dem zugehorigen charakteristische Polynom

p(A):: A”-+—an_1A"_1-+----+—a0.

i) Ist A eine q-fache reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so
sind q linear unabhdngige Lésungen der homogenem Differentialglei-
chung gegeben durch:

M oxe L gt e

it) Ist A = o + it (1 # 0) eine r-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms, so ist A\ = o —it die konjugiert komplezxe r-fache Nullstelle
und linear unabhdingig kommen 2r Lisungen hinzu:

T—leax

e’ cos(tx), xe’cos(tr), ..., x cos(tx) ,

e’ sin(rx), xze’sin(rtz), ..., 2" e cos(Tx) .

ii1) Insgesamt erhdlt man so n linear unabhdingige Losungen, also ein Fun-
damentalsystem von Ldsungen.

Satz 1.4 kann etwa auf den freien Schwingkreis angewandt werden, wobei
in Abbildung 1.2 zusétzlich eine Kapazitit einzufiigen ist.
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Hier gilt mit Konstanten L > 0, C' > 0, R > 0 die homogene lineare
Differentialgleichung (siehe Einleitung dieses Kapitels und Ubungskapitel

1.5)

LI"(#) + RI'(t) + %[(t) ~0.

Als weiteres Beispiel betrachte man die Differentialgleichung dritter Ord-
nung

Das charakteristische Polynom lautet

die Nullstellen sind (man erinnere sich an die Diskussion von komplexen
Einheitswurzeln in Teil I, Kapitel 11.3)

. _1, V3 1. V3
e, e:2 cos(—x), e 2 81n(7x),

als allgemeine Losung ergibt sich

=

1 3 3
y(x) = c1€” + coe” 2" cos (g:r:) + c3e” 2% sin (gx)

mit ¢1, ¢z, c3 € R (Probel!).
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1.4 Inhomogene lineare Differentialgleichungen (spezi-
elle, allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung; Va-

riation der Konstanten; Ansatz rechte Seite; Resonanz)

Wirkt eine duflere mechanische Kraft, eine angelegte Spannung (genauer
Spannungsidnderung) etc. auf ein physikalisches System ein, so muss eine
Inhomogenitét in der Differentialgleichung beriicksichtigt werden..

Aufgrund der Schreibweise wird diese hier meist ,rechte Seite” r(x) ge-
nannt:

Lyl == y"™ + ap_1(2)y" Y + -+ ay(2)y + ao(z)y = r(z) . (5)

Man beachte, dass es sich nicht unbedingt um konstante Koeffizienten
handeln muss.

Es gelte aber wieder, dass die Funktionen a; : I — R, ¢« = 0, 1, ...,
n — 1, als stetig auf einem (verallgemeinerten) Intervall I vorausgesetzt
sind. Gleiches gelte fiir die Funktion r(z): I — R.

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung.

Vollig analog zu Teil II, Satz 1.1, bendtigt man die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung und eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung im Sinne von

Satz 1.5. ALLGEMEINE LOSUNG INHOMOGENE GLEICHUNG

Es set F = (y1,...,yn) €in Fundamentalsystem von Lisungen der homo-
genen Differentialgleichung Lly] = 0 und es sei

n

yhomzzciyia Ci€R7 7;:17"'772’7
=1
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die allgemeine Lisung von Lly] = 0.

Ist ys irgendeine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung
(5), so ist

yinhom(x) - yhom(x) + ys(x) ) x el )

die allgemeine Lésung der inhomogenen Differentialgleichunyg.

Beweis. Wie bereits angedeutet, argumentiere man analog zum Fall linearer
Gleichungssysteme (Teil 11, Satz 1.1) ]

Beispiel. Betrachtet man etwa auf I = (—oo,00) die inhomogene Diffe-
rentialgleichung

y//+y:$2’

so verifiziert man mit einer Probe leicht, dass ys(x) = x> — 2 eine spezielle

Lésung 1st.
Die allgemeine Lésung lautet

y(x) = cicos(z) + cpsin(z) + 22 =2, ¢, s €R.

Das Anfangswertproblem.

Vollig analog zum homogenen Fall liefert die allgemeine Losung der inho-
mogenen Gleichung auch die eindeutig bestimmte Lésung eines zugehorigen
Anfangswertproblems (vgl. Ubungskapitel 1.5).
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Wie findet man denn eine spezielle Losung?

Im Fall homogener (gewohnlicher, linearer) Differentialgleichungen kann

man zumindest bei konstanten Koeffizienten nach Satz 1.4 direkt Lésungen
finden.

Im obigen inhomogenen Beispiel stellt sich natiirlich die Frage, wie man
auf eine spezielle Losung kommt.

Dazu startet man im Allgemeinen mit einem Fundamentalsystem
(y1, --., yn) der homogenen Gleichung

Lyl = y™ + ap_1(2)y™ ™V + - + a1 (2)y + ap(z)y = 0.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung gewinnt man durch eine
so genannte Variation der Konstanten.

Die Idee ist dabei, in der allgemeinen Loésung der homogenen Gleichung
1y () + caya(x) + - + cuyn()

die Konstanten durch Funktionen ¢;(z), i =1, ..., n, zu ersetzen:

D.h. man macht den Ansatz

ys(z) = cr(x)y1(x) + co(@)ya(x) + - - - + cn(@)yn(z)

Im obigen Beispiel betrachtet man auf I = (—o00, 00) die inhomogene Glei-
chung

y//_i_y:xZ.
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Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet
cyr(z) + coya() = cpcos(x) + cosin(z) ,  ¢1, o ER.
Mit dem Ansatz
ys(x) = cr(x)y(z) + ca(x)y2(z)
sind zunéchst die Ableitungen von y4 zu berechnen:
yo(@) = i (@)yi(@) + cr(@)yy (@) + (@)ya() + ca(@)ys(2) -

Nun wéahlt man die gesuchten Funktionen c¢i(x), co(z) im ersten Schritt
derart, dass fiir alle x € 1

@)y () + cy(w)ya(r) =0, (6)
wobei die Bedingung (6) in Kiirze gerechtfertigt wird.

Gilt (6), so ist y., unabhéngig von den ¢, es gilt (als ob die ¢; nicht von x
abhingen)

Yo(@) = cr(@)y(x) + ca(@)ya(2) -
Die zweite Ableitung berechnet sich demnach zu
yo(z) = di(2)yi(z) + ar(@)yi (x) + cy(z)a(x) + ca(w)ys (x) -

Zusétzlich zu (6) wahlt man nun die Funktionen ¢;(z), c2(x) so, dass

/

& (@) () + cy(@)yh(x) = 2* . (7)

Auch Bedingung (7) ist noch zu rechtfertigen. Es sei aber schon angemerkt,
das sich im zweiten und letzten Schritt die Terme mit Ableitungen der ¢;
nicht wegheben sollten, da man sonst auf eine homogene Losung gefhrt
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wrde.

Gelten (6) und (7), so impliziert das

yi(z) = cr(@)yy (2) + ca(2)y (2) + 2*

und somit
Ys (2) + ys(z) = er(2)y (2) + ca()ys (2) + 2° + 1 (2)y1 (2) + ca(@)ya(2) -

An dieser Stelle kann ausgenutzt werden, dass y; und y, Losungen der
homogenen Gleichung sind, d.h.

Cl(ﬂf)yf(f) +ei(@)yi(r) = Cl(x)(yil(ﬁ) +yi(z)) = 0,

ea(@)y () + ea(@)yale) = o) (@) + o)) = 0.

Folglich gilt wie angestrebt
Yo +ys =a?,

vorausgesetzt, dass die Bedingungen (6) und (7) erfiillt sind.

Diese lauten im konkreten Beispiel

i (z) cos(x) + dy(z) sin(x) = 0,

—cj(x)sin(x) + cy(x) cos(x) = 2.

Als Losung findet man
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Schlielich muss noch aufintegriert werden und man erhélt mittels partieller
Integration (die Integrationskonstanten werden gleich Null gewihlt - eine
andere Wahl fiihrt auf eine andere spezielle Losung, die aber nur um eine
Losung der homogenen Gleichung differiert)

c(r) = 2%cos(x) — 2z sin(z) — 2cos(z) ,

co(w) = a*sin(x) + 22 cos(x) — 2sin(z) .
Eine spezielle Losung

ys(z) = c1(x)cos(x) + co(x) sin(z)
= 27 cos?(x) — 2z sin(x) cos(x) — 2 cos?(z)
+2? sin?(x) + 2z cos(w) sin(x) — 2sin®(z)

= 22 —2

ist gefunden, von der oben schon nachgerechnet ist, dass sie tatséchlich die
inhomogene Differentialgleichung 16st.

Wie im Beispiel fithrt im allgemeinen Fall obiger Ansatz auf das Glei-
chungssystem

(@) (@) + pa(x)cy(z) + -+ yn(z)e,(x) = 0 )

i (2)ci (x) + yo(x)ch(2) + -+ yp()e,(x) = 0

g @)@+ e @)d(@) = (). )

Sind die y; (und deren Ableitungen) als Losungen des homogenen Systems
bekannt, so ist (8) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir die ¢,
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Die Gleichungsdeterminante ist wieder die Wronski-Determinante, also fiir
ein gegebenes Fundamentalsystem von Null verschieden, und man erhalt
eine eindeutige Losung ) (z), ..., ¢, (x).

Durch Integration lassen sich schliefllich die gesuchten Funktionen ¢;(z),
1 =1, ..., n, ermitteln.

Zusammenfassend ist festzuhalten:
Prinzipiell konnen iiber die Methode der Variation der Konstanten immer

spezielle Losungen gefunden werden, die Rechnungen sind aber oft sehr
aufwendig.

Gibt es in bestimmten Situationen einfachere Moglichkeiten?

Die technischen Schwierigkeiten, die eine Variation der Konstanten mit
sich bringt, konnen in speziellen Situationen umgangen werden.

Betrachtet man beispielsweise eine inhomogene Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten

Lyl = y"™ + ap1y™V + -+ ary +agy = r(x) , (9)

a; € R,i=0,1,..., n—1, und hat zudem die rechte Seite r(z) in (9) eine
ganz besondere Struktur, ist sie ndmlich fiir ein £ € Ny von der Form

k k
r(x) = e’ | cos(wx) Z cix' + sin(wx) Z dix'| (10)
i=0 i=0
ci, di, p, w € R, 1 =0, 1, ..., k, so ist es naheliegend, einen der Struktur

angepassten Ansatz zu machen, da sich das System in gewisser Weise nach
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der ,,antreibenden rechten Seite“ richten wird.

Man macht also einen Ansatz nach der rechten Seite.

Einfache Beispiele fiir zuléssige rechte Seiten. Die hier voraus-
gesetzte Form (10) der rechten Seite r(x) beinhaltet zahlreiche aus den
Anwendungen bekannte Varianten.

Mit der Wahl p =0 und w = 0 kann etwa eine polynomiale rechte Seite
r(z) =co+cw + -+ cpat
behandelt werden.
Fiir k=0 und w =0 st
r(x) = coe .
Im Fall k =0, p=0 hat man

r(z) = ¢y cos(wz) + dpsin(wx) .

Beispiel Schwingkreis.

Mit einer Induktivitdt L > 0, einer Kapazitdt C' > 0, einem Ohmschen
Widerstand R > 0 sei die Wechselspannung U (t),

U'(t) = cocos(wt) + dysin(wt), 0#weR,

gegeben, d.h. in obiger Notation £ =0, p =0,
p+iw=iw . (11)

Damit werde der inhomogene Schwingkreis betrachtet:
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LI"(t) 4+ RI'(t) + %[(t) = ¢g cos(wt) + dy sin(wt) . (12)

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms erfiillen die charakteristi-
sche Gleichung

1
MNL+MR+—==0.
tARY &

R R 1
= - —
Ara oL 412 LC

Deren Losungen sind

Es gilt

| L
Im )\172 7& 0 ~ R <2 5 (13)

und im Fall von (13) ist

R [1 R
— :l: y e jp— — _ 14
Mg =0 AT, o= or T LC ~ 4L? (14)

Vergleicht nun in (12) die rechte und die linke Seite, so kann man die erste
qualitative Aussage treffen:

Die linke Seite von (12) — und damit die Nullstellen (14) des charakteri-
stischen Polynoms — beschreibt das Verhalten des Schwingkreises selbst.

Die rechte Seite von (12) — und damit (11) — charakterisiert die angelegte
Spannung (deren Anderung) als die &uflere Anregung des Systems.

Gibt es keine Gleichheit zwischen (11) und (14), so wird sich das System
im Laufe der Zeit der Anregung anpassen und die Struktur eines Losungs-
ansatzes ist die der rechten Seite.
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Gibt es hingegen Gleichheit zwischen (11) und (14), so liegt der Resonanz-
fall vor und der Schwingkreis wird sich im Laufe der Zeit aufschaukeln.

Der

Losungsansatz muss dann beriicksichtigen, dass die Amplitude im

Laufe der Zeit anwachsen wird.

Der Ansatz im Allgemeinen.

)

it)

In (10) sei p + iw keine Wurzel des zu L[y] = 0 gehorigen charakteri-
stischen Polynoms.

Der Ansatz lautet hier mit Konstanten v;, 6, e R, ¢ =0, 1, ...k,
k k

ys(x) = e | cos(wz) Z yix' + sin(wz) Z Six'

1=0 1=0

Die 2k + 2 Koeffizienten sind so zu bestimmen, dass y, eine spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung wird.

In (10) p + iw eine Wurzel der Vielfachheit m des zu Lly] = 0
gehorigen charakteristischen Polynoms.

Nun lautet der Ansatz mit Konstanten v;, 6; ¢ R, 1 =0, 1, ...k,
k k

ys(x) = 2™ - e’ | cos(wx) Z%l‘i + sin(wz) Z Six!

i=0 i=0
f%) 57, GR;Z:O, 1, k

Dabei korrespondiert der Faktor x™ mit dem von der Resonanz
verursachten Anwachsen der Amplitude.
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Wieder sind die 2k + 2 Koeffizienten so zu bestimmen, dass vy, eine
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung wird.

Konkrete Rechnung fiir den Schwingkreis.

Beispielhaft wird der Resonanzfall betrachtet, d.h.

1
w=oc+11 < R=0und w=——.

VLC

Der Ansatz lautet (m = 1):
I,(t) = t |y cos(wt) + fysin(wt)]

und man berechnet

I(t) = 7 cos(wt) + g sin(wt) — tyw sin(wt) + tdgw cos(wt)

sowie

I'(t) = —ryowsin(wt) + dow cos(wt)
—ow sin(wt) — tyow? cos(wt)
+8ow cos(wt) — tdw? sin(wt)

= —2ywsin(wt) + 2dyw cos(wt)

—t[yow” cos(wt) + dow? sin(wt)] .

In die Differentialgleichung (Gleichung (12) mit R = 0)

1
LI" + 5[ = ¢p cos(wt) + dy sin(wt)
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eingesetzt, erhdlt man

—2Lrypw sin(wt) 4 2Logw cos(wt)

—tL[yow® cos(wt) + dow? sin(wt)]

1
+—

Ct [70 cos(wt) + &y sin(wt)]

= ¢y cos(wt) + dy sin(wt) .

Hierbei ist insbesondere zu beachten, dass die Gleichheit nur gelten kann,
wenn sich die beiden Terme der Form t[...] gegenseitig aufheben.

In der Tat gilt genau im betrachteten Resonanzfall w = 1/v/ LC

70

L 120 _ g
’ygw—l—c
wegen
1 11
BN S
e et e

Ebenso erkennt man

do
—tLoow? +t— =0
Ow + C b

d.h. der obige Ansatz ist genau auf den Resonanzfall zugeschnitten.

Fiir die Konstanten 7y und dp erhélt man mittels eines Koeffizientenver-
gleiches

_ b _d JC
T oL 2V
S0 = € _ % g

2Lwy, 2V L°
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Mit dieser Wahl ist vy eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.
Die allgemeine Losung lautet mit weiteren Konstanten M, Ms; € R

I(t) = (My + typ) cos(wot) 4+ (M + tép) sin(wpt) ,

die Amplitude der Losung wird mit fortschreitender Zeit immer gréffer und
es entwickelt sich eine Resonanzkatastrophe.

Ausblick.

Der Ansatz y = e hat im Fall einer Differentialgleichung mit konstan-
ten Koeflizienten zur allgemeinen Losung der Differentialgleichung gefiihrt.

Bevor Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
mit einem verwandten Ansatz untersucht werden konnen, miissen zunéchst
weitere Bausteine aus der linearen Algebra zur Verfiigung gestellt werden.
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1.5 Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1.

i) Betrachten Sie die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung
v =1yl

Rechnen Sie nach, dass die Funktionen (a < 0 fixiert)

((22/4 fir >0,

Pa(z) == < 0 fir a <z <0,

| —(z—a)?/4 fir z<a,

?/4 fir x>0,

0 fir x <0,

das Anfangswertproblem mit y(2) = 1 lésen.

Es gibt also unendlich viele Losungen des Anfangswertproblems.
Widerspricht das Satz 1.17

it) Rechnen Sie nach, dass die Funktion
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16st. Diese Losung existiert also nicht fiir alle x sondern nur fiir x < 1.

Aufgabe 2. Zeigen Sie: Die Menge der Losungen der homogenen Gleichung

Lly) == y™ + an 1 (2)y™ Y + -+ ai(2)y + ao(z)y =0

ist ein Vektorraum.

Aufgabe 3.* Die Funktionen
7#l(aj) - .1]'3 ) ¢2<37) - |$‘3 )

seien fir —1 < a < 1 auf [, = (a,1) C R definiert.

Fiir welche a sind die Funktionen auf I linear unabhéngig, fiir welche
linear abhéngig?

Berechnen Sie weiter

P1(z) a(z)
() Yy(z)

Warum widerspricht das Ergebnis nicht Satz 1.37

Aufgabe 4.* Bestimmen Sie die allgemeine Losung des freien Schwing-
kreises (L > 0, C' > 0, R > 0 reelle Konstanten)

u%w+me+éua:o.



Kapitel 1. Gewdhnliche lineare Differentialgleichungen A7

Skizzieren Sie die Losung in den unterschiedlichen Féllen, die sich bei der
Rechnung ergeben.

Aufgabe 5.* Betrachten Sie die gewohnliche homogene lineare Differenti-
algleichung dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y///+y//_y/_y:()
und bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von Ldsungen.
Berechnen Sie daraus die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertpro-

blems mit y(0) = 0, ¥'(0) = 1, ¥”(0) = 1 und verifizieren Sie das Ergebnis
mit einer Probe.

Aufgabe 6.* Bestimmen Sie die allgemeine Losung der homogenen
Differentialgleichungen

Z) y///+2y//+y/+2y20’

i) y' =2y +2y=0.

Aufgabe 7.* Bestimmen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung

y//_4y/+4y:e$

mithilfe einer Variation der Konstanten.
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Aufgabe 8.* Bestimmen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung

y//_ 2y/+2y — xQ

mithilfe eines Ansatzes nach der rechten Seite.

Aufgabe 9. Betrachten Sie den inhomogenen Schwingkreis (L > 0, C' > 0,
R > 0, w # 0 reelle Konstanten)

LI"(t) + RI'(t) + é[(t) = cos(wt) + sin(wt) .

Finden Sie eine spezielle Losung im Fall R > 0 und im Fall R = 0 mit

w#l/m.

Aufgabe 10. Bestimmen Sie jeweils die allgemeine Losung der folgenden
inhomogenen Differentialgleichungen und verifizieren Sie das Ergebnis mit
einer Probe:

i) y' — 4y + 5y = ze™

i) y" — 6y’ 4+ 9y = 3
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.
Aufgabe 3. Im Fall 0 < a < 1 ist

P1(x) —o(x) =0 fiir alle z € I,

und die Funktionen sind in diesem Fall linear abhéngig.
Es sei nun —1 < a < 0 und es gelte mit reellen Konstanten ¢y, co

a1y (z) + cothe(x) =0 fiir alle z € 1, .
Man fixiere weiter xy > 0 mit x¢ < a, d.h. xg, —x¢ € 1,.
Aus
(o) + catpa(o) = w(cr + ¢2) = 0
sowlie aus
11 (—0) + cata(—w0) = x5(—c1 + ¢2) = 0

folgt ¢; = co = 0. Die Funktionen 7 und 1o kénnen auf I, in diesem Fall
also nicht beide Losungen der Differentialgleichung (3) aus Satz 1.3 sein.

Aufgabe 4. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnen
sich zu

R R 1
LR Bl
AL oL 412 LC

Im Fall

R > 2

NS
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Abbildung 1.3: Der Kriechfall.

ist das System stark geddmpft und man spricht von Kriechfall (vgl. Ab-
bildung 1.3).

Der Fall

1o’

heifit aperiodischer Grenzfall (Abbildung 1.4).

Q

2.09
1.61
1.01

0.6

0.2

Abbildung 1.4: Der aperiodische Grentfall.

Bei schwacher Dampfung
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Abbildung 1.5: Der Schwingfall.

| L
2 _
R < c

befindet man sich im so genannten Schwingfall (Abbildung 1.5).

Aufgabe 5. Die charakteristische Gleichung lautet
MEN-A-1=A+12*N-1)=0.
Es ist \; = 1 eine einfache Nullstelle und Satz 1.4 liefert als Losung
yi(x) =e" .

Ao = —1 ist zweifache Nullstelle und man erhalt als weitere linear un-
abhéngige Losungen
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—Z

yo(x) =€, ys(x)=ze

Das Gleichungssystem zur Losung des Anfangswertproblems lautet

0 1 1 0 C1
1 ]1=11-1 1 Co
1 1 1 =2 3
mit der Losung
C1 3/4
Co = —3/4
C3 —1/2

Mit einer Probe verifiziert man leicht, dass

das Anfangswertproblem 16st.

Aufgabe 6. Die gesuchten Nullstellen des charakteristischen Polynoms
lauten:

DM =—2, A =i, Ay = —i,

i) M =140, Ag=1—1.

Satz 1.4 liefert jeweils die allgemeine Losung.
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Aufgabe 7. Die charakteristische Gleichung des homogenen Systems lau-
tet

M4 +4=(1—-2%=0.

Nach Satz 1.4 bilden

yi(r) =€ und  yy(z) = ae™
ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung.
Eine Variation der Konstanten fiihrt auf
et re*” cy 0
2e% (1 + 2w) c e’
Man findet
Ag=-xe ", cy=e"
und als eine spezielle Losung (Probe!)
ys = e “(1 +2)e* — e Txe*” = e"

Aufgabe 8. Nach Aufgabe 6, i), hat man als Fundamentalsytem im ho-
mogenen Fall

yi1(x) = e“cos(z), yolr) =e€"sin(x) .

Im Ansatz nach der rechten Seite ist 0 + 1w = 0 % 1 + ¢, also keine Wurzel
des charakteristischen Polynoms.
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Damit lautet der Ansatz fiir eine spezielle Losung

Ys = Yo + N + 7’

und mit
Yo =N+ 2%z, Yy, =27
erhélt man
292 = 2(m + 2722) + 2(70 + Nz + ) =2” .
Man findet

.
s==+x+-x°.
Js =3 2




Kapitel 2

Systeme linearer gewohnlicher
Differentialgleichungen erster
Ordnung

2.1 Gleichung erster Ordnung und System n-ter Ord-
nung

Haufig bestehen geeignete mathematische Modelle aus mehreren Diffe-
rentialgleichungen fiir mehrere gesuchte Funktion, d.h. aus Systemen von
Differentialgleichungen.

In diesem Kapitel werden Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung vorgestellt.

Die Diskussion ist auch fiir das Verstdndnis im Fall einer Gleichung
der Ordnung n von grofier Bedeutung, da eine Differentialgleichung n'®"
Ordnung wie folgt auf eine System erster Ordnung zuriickgefiihrt werden
kann und somit Ergebnisse im Kontext von Systemen auf den Fall von
Gleichungen iibertragen werden konnen.

Man betrachte einerseits ein explizites System erster Ordnung bestehend
aus n Gleichungen, welches per definitionem die Gestalt hat:

95



56 Kapitel 2. Systeme linearer gewéhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung

(z) filz, v, o, yn)
(z) fol@,y1, . yn)

Y () fal@,y1, oo, yn)

Hier ist [ ein evtl. verallgemeinertes Intervall, W Cc R*, V = I x W C R**!
und gegeben sei die Funktionen f;: V — R, ¢t =1, ..., n.

Gesucht ist eine Losung y: I — W des Systems (1).

Andererseits sei f: V. — R und y: I — R eine Losung der expliziten
Differentialgleichung n'" Ordnung

y" = f(z,y,y, .y ) mit (2,y(2),y(2),....y" (@) €V (2)

fir alle z € I.

ter

Ausgehend von dieser Losung y der Gleichung n*“" Ordnung definiert man

die Funktionen y;, ¢ = 1, ..., n, mittels der Vorschriften

fir alle z € I.

Mit y: [ — R",

y(z) = : ) fir alle v € I, (4)

erhilt man wegen (3), mit komponentenweiser Differentiation und mit (2)
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Yn
\f(x,yl,...

Yn)

y(n_l)

\f(a:,y,y’,...

YY)

57

Mit anderen Worten: Lost die Funktion y die Gleichung (2) so 16st y aus

(4) mit den Funktionen

fl(xaylay% SR

f2(x7y17y27 s

fn—l(‘r7y17y27 <.

fn(xaylay% s

ein System erster Ordnung der Form (1).

ayn) =

;yn) =

7yn) —

7yn) = f(xayhy%"'

Y2 ,

Ys ,

Yn 5

, Yn)

Der umgekehrte Prozess liefert aus einer Losung des Systems erster
Ordnung (5) eine Losung der Gleichung erster Ordnung (2).

Bemerkung. Dies funktioniert nicht fiir beliebige Systeme der Form (1)
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sondern nur unter Ausnutzung der speziellen Form der rechten Seite des
Sytems (5).

Ein Beispiel.
Man betrachte die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
y'=—dy+4y' = f(y,y) . (6)
Nach Kapitel 1.3 lautet die charakteristische Gleichung
(A=2)*=0
und Satz 1.4 liefert das Fundamentalsystem

y(z) = e, gla) = ze™ . (7)

Die Gleichung (6) kann nach den obigen Betrachtungen in das System
erster Ordnung (vgl. (5)) iiberfiithrt werden:

N IR Y2 [ 01
X(x)<yé(x)><—4y1+4y2><—4 4>X' ®

Das Fundamentalsystem aus (7) liefert als Losungen von (8):
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Das Anfangswertproblem.

Betrachtet man zu (2) die Anfangswerte
y(zo) = Yo

?J/@O) = Y%

y(nil)(x()) = Y 3

so gehoren zum System (5) die Anfangsdaten

yl(fb“o) = Yo
yo(ze) =y
ya(zo) = yi' "

2.2 Homogene Systeme linearer gew6hnlicher Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung (Fundamentalsystem;

allgemeine Losung; Wronski-Determinante)

In diesem Abschnitt wird stets ein lineares homogenes System gewchnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung (z € I)

y = A(z)y (9)

betrachtet, wobei I ein evtl. verallgemeinertes Intervall und die gesuchte
Losung y eine Funktion y: I — R", n > 1 sei, d.h.
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y1(z)
(@)= | P

Es ist A(x) € M(n,n) fiir jedes x € I,
aji(z) ... ap(x)
Ax) =
an1(x) ... apg(x)

Dabei sei ausdriicklich betont, dass die Koeffizienten a;;, 1 <4, 7 < n nicht
konstant sein miissen und von x abhidngen konnen.

Lineare Unabhingigkeit.

Um den Losungsraum von (9) zu charakterisieren, bendtigt man wieder
den Begriff der linearen Unabhéngigkeit, der nahezu wortlich aus Kapitel
1.2 iibernommen werden kann (vgl. Definition 1.2, die anschlieenden
Bemerkungen iibertragen sich ebenfalls).

Definition 2.1. LINEAR UNABHANGIGE LOSUNGEN

Die Funktionen X(l), cee X(k) ;I — R" seien auf einem (verallgemeiner-
ten) Intervall I definiert.

Sie heiflen linear unabhdngig auf I, falls aus

iy (@) + eoy@ @)+ +ayW(z) =0 firale v e,

g eER,1=1, ..., k, stets folgt
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cp=c=---=c¢=20.

Sonst heiffen die Funktionen linear abhdngig auf I.

Bezeichnung. Die Notation X(l), cey X(k) zur Bezeichnung der Funktio-
nenfamilie dient nur zur Durchnummerierung und hat nichts mit héheren
Ableitungen zu tun.

Da in diesem Kapitel nur Ableitungen erster Ordnung auftreten, kann es
zu keinen Verwechslungen kommen. Tiefgestellte Indizes bezeichnen im
Folgenden wie iblich die Komponenten einer vektorwertigen Funktion.

Bemerkung. Wie bereits nach Satz 1.1 erwdhnt, wird auf die eindeutige
Losbarkeit des Anfangswertproblems im vierten Teil der Vorlesungsreihe in
einem allgemeineren Kontext eingegangen.

Fundamentalsystem von Lésungen.

Hier wird zunéchst das Gegenstiick zu Satz 1.2 formuliert.

Satz 2.1. FUNDAMENTALSYSTEM

Die Funktionen a;j(x): I — R, 1 <14,j <n seien stetig auf I.

i) Dann hat das homogene System (9) ein Fundamentalsystem F von

Losungen, d.h. n linear unabhdngige Ldésungen X(l), X(2>7 , X(”)
auf I.
i1) Ist F = (X(l), X(2)7 e ,X(”)) ein Fundamentalsystem von Lésungen, so

ist jede Losung von (9) von der Form
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y(z) = ciyV(@) + eyP (@) + -+ c,y™(x)  firale x €1,

wobei die ¢;, 1 =1, ..., n, reelle Konstanten bezeichnen.
n
y(z) = ZCZ-X(Z)(:U) , GeR, xzel,
i=1

heifst die allgemeine Losung von (9).

Auch das Kriterium zur Priifung auf lineare Unabhéngigkeit von Lésungen
(Satz 1.3) ist nahezu wortlich auf Systeme zu iibertragen, wobei in den
Spalten der Determinante lediglich die Ableitungen durch die Komponen-
ten zu ersetzen sind.

Satz 2.2. WRONSKI-DETERMINANTE

i) Es sind n Losungen X(l), e Z(”) des Systems (9) auf I genau dann
linear unabingig, wenn fir (mindestens) ein x € I die Wronski-
Determinate von Null verschieden ist;

u (@) yP@) . oy (2)
(@) y(2) ..y (x)

W(z) = # 0
) (x) oy () " (x)

i1) Ist die Wronski-Determinante fiir ein x € I von Null verschieden, so
st sie fiir alle x € I von Null verschieden.
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Als Beispiel dient hier

Ein System mit nicht-konstanten Koeffizienten.

Fiir x > 0 und n = 2 sei das lineare homogene System

1 1
. . B Cx(22+1) 22(22+1)
y = A(gs)z mit  A(x) = 2 92 1 1

2+1 x(2?2+1)

betrachtet, d.h. ausfiihrlich

1 1
/ — J—
yl - ZU( 2_'_ 1)y1 xQ(I'Q—l_ 1)y27
. 7 222 + 1
Y2 =

Mit

sowie

63
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1 1
: 1/2? Cz(22+1) 222 +1) —1/z
y? () = =
24+1  z(2®+1)
= A(z)y®(x)

Sowohl X(l)(x) als auch X(Q)(x) 16sen also fiir > 0 das betrachtete System.

Zur Beantwortung der Frage, ob damit ein Fundamentalsystem von Lésun-
gen gefunden ist, d.h. ob die beiden Funktionen auf I = (0,00) linear
unabhéngig sind, wird die Wronski-Determinante berechnet:

1 —1/x
D= =22 4+1+4#0,
X $2

es handelt sich also tatséchlich um ein Fundamentalsystem.

2.3 Inomogene Systeme linearer gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung (variation der Kon-

stanten; Fundamentalmatrix)

Satz 1.5 iiber die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung iibertragt
sich wieder nahezu wortlich auf die allgemeine Losung des inhomogenen
Systems

y' = Ax)y +r(z) , (10)

wobei die Daten (die Eintridge von A(z) bzw. die Komponenten von r(z))
als stetige Funktionen vorausgesetzt sind.

Die Funktion r(x) ist wie die gesuchte Funktion y(x) eine vektorwertige
Funktion I — R" und das System lautet ausfiihrlich geschrieben
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Yy = an(x)yr + -+ a(2)y, + ()

Y, = anl(x)yl + e ann(x)yn + Tn(l') .

Entscheidend ist auch hier das Auffinden einer speziellen Losung des
inhomogenen Systems, die zumindest prinzipiell mithilfe einer Variation
der Konstanten konstruiert werden kann.

Dazu benétigt man noch die

Notation. Ist X(l), e X(”) ewn Fundamentalsystem von Lisungen des
homogenen Systems

X/ = A(z)y , (11)

so nennt man die Matrix bestehend aus diesen Spaltenvektoren,

@) ... y\"(x)
Y — (X(l)(x) X(Z)(x) X(n)(x)) _
p(x) ()

eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems (11).

Weiterhin wird aus reellen Konstanten cq, ..., ¢, der Vektor gebildet:
1
C:= e R".
Cn

Man beachte, dass mit dieser Schreibweise gilt
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M(n,n)3Y" = A(x)Y

R"3Y(x)c = cly(l)(x) + -+ cnz(”)(az) :

d.h. die allgemeine Lisung des homogenen Systems kann als Y c geschrie-
ben werden.

Der Ansatz fiir eine spezielle Losung des inhomogenen Systems (10) lautet
nun mit einer auf I differenzierbaren vektorwertigen Funktion c(x)

Differentiation ergibt (da ¥ Fundamentalmatrix ist)

y®'(@) = Y'(x)clx) + Y (2)c (x)

Also 16st Z(S)(x) genau dann die inhomogene Differentialgleichung, falls
(die Integration ist komponentenweise zu interpretieren)

Y(z)c(z) = r(z),
das bedeutet

Q@:dm+/[Y@TE@da cVeR", gyel,

wobei die Fundamentalmatrix Y invertierbar ist (warum?).

Es ist gezeigt:
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Satz 2.3. ALLGEMEINE LOSUNG INHOMOGENES SYSTEM

Auf I betrachte man das inhomogene System

y = A(r)y +r(z),

wobei die Daten A(x) und r(z) stetige Funktionen auf I seien.
FEs sei Y (x) eine Fundamentalmatriz des zugehorigen homogenen Systems.

Dann kann die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems geschrieben
werden als (xg € 1)

X(inhom)(x) _ Y(:I?) c

Bemerkungen.

i) Eine spezielle Lisung des inhomogenen Systems ist wie oben bewiesen
(mit der Wahl c® =0)

it) Wird eine Lisung des Anfangswertproblems mit

y (7o) =y

betrachtet, so ist () = [Y(:Uo)rlx(o) zu wdhlen.
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Erstes Beispiel zur Variation der Konstanten.

In Kapitel 1.4 dient die inhomogene Gleichung

YV'+y=2" & Y =-y+2°=f(z,9,v) (12)

als Beispiel zur Demonstration der Variation der Konstanten im Fall von
gewohnlichen linearen Differentialgleichungen n'" Ordnung, wobei in dem
speziellen Beispiel f(z,y,y") = f(x,y) geschrieben werden kann.

Diese Art der Variation der Konstanten wird nun mit dem Fall von Sy-
stemen erster Ordnung verglichen, indem zunéchst (12) wie bekannt mit
einem System erster Ordnung identifiziert wird:

0 1 0
y = y+r(z), r(z :( 2). (13)

Aus dem Fundamentalsystem y;(x) = cos(z), yo(z) = sin(x) zum homoge-
nen Fall der Gleichung (12) ergibt sich fiir (13) die Fundamentalmatrix

cos(z) sin(z)
Y(z) = .
—sin(x) cos(x)

Um Satz 2.3 anwenden zu konnen, wird zunéchst berechnet

B cos(z) —sin(z) 0 —z%sin(z)
Y (2)r(z) = = . (14)

- sinx  cos(z) 2 2% cos(x)

In (14) sind genau die Funktionen ¢} (z), ¢,(z) nach Kapitel 1.4 berechnet.

Die anschlieBende Integration liefert (mit geeigneter Wahl von ¢()) nach
den in Kapitel 1.4 genannten Rechnungen
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o)
—~
]
N—
I
(@)
=
T
EN
S 8
o,
~

2% cos(x) — 2x sin(x) — 2 cos(x)

2% sin(z) + 2z cos(z) — 2sin(x)

Man erhélt als eine spezielle Losung

22 cos(z) — 2w sin(x) — 2 cos(x)

y¥ = Y(x)
x?sin(x) + 2x cos(x) — 2sin(x)
2?2 —2 ys(x)
20 v() )

wobei y,(z) = x? — 2 die in Kapitel 1.4 gefundene spezielle Losung der
zugehorigen Gleichung zweiter Ordnung ist.

Zweites Beispiel zur Variation der Konstanten.

Abschlielend wird die Variation der Konstanten fiir ein System erster
Ordnung vorgefiihrt, dessen Koeffizienten nicht konstant sind.

Betrachtet sei fiir x > 0 das System

mit (siehe oben)
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B 1 1
Aw | E@FD 2D | E(x):<1/x>.

x 222 + 1 1
2+1  x(2?+1)

Es ist bereits gezeigt, dass

y () = ( : ) ud  y®(z) = ( _;2/ v >

linear unabhéngige Losungen des homogenen Systems sind, eine Funda-
mentalmatrix des homogenen Systems ist

Y(:@:(l —12/:c> |

T T

Man findet

-1 1 332 1/1’
[Y(I)} 1422 (—:1: 1)
sowie mit der Wahl zy = 1 (jedes x¢ > 0 ist hier eine zuldssige Wahl)
! -1 A t2 1/t 1/t
/1 Y(®)] r@)dt = /1 1+t2<—t 1) ( . ) dt
T 1 [+ 1/t
= dt
[ ()
= - dt
[ +(o)
(@)
— 0 ,

Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist nach Satz 2.3
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(5) _ 1 -1/ In(z) B In(z)
L= r 2 0 B cln(z) )

Dies kann wieder mit einer Probe verifiziert werden.

Bemerkung. Die spezielle Situation im Falle von Systemen mait konstan-
ten Koeffizienten wird im Anschluss an die geometrischen Betrachtungen
der folgenden Kapitel als direkte Anwendung prdsentiert.
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2.4 Ubungsaufgaben zu Kapitel 2.4

Aufgabe 1. Betrachten Sie ein Fundamentalsystem einer gewohnlichen
linearen Differentialgleichung n'*" Ordnung.

Zeigen Sie mithilfe der Wronski-Determinante fiir eine Gleichung n'®
Ordnung bzw. fiir ein System erster Ordnung:

Wird die Gleichung n'*" Ordnung auf ein System erster Ordnung zuriick-
gefiihrt, so entsteht dabei ein Fundamentalsystem des Systems erster Ord-
nung.

Aufgabe 2. Betrachten Sie die Differentialgleichung

y" —8y"+16y' =0.

i) Finden Sie die allgemeine Losung dieser homogenen Gleichung.

i1) Fiihren Sie die Gleichung auf ein System

y = Ay

erster Ordnung zuriick und bestimmen Sie mithilfe von (a) ein Fun-
damentalsystem von Losungen fiir dieses System erster Ordnung. Ma-
chen Sie eine Probe.
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Exkurs

Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen sind eine natiirliche Klasse von Abbildungen zwi-
schen zwei Vektorrdumen, denn sie vertragen sich per definitionem mit
der Struktur linearer Rdume.

Viele relevante Operationen konnen als lineare Abbildungen interpretiert
werden.

Beispielsweise beschreibt die lineare Abbildung

, cos(p) —sin(yp)
R*> x> X

sin(p)  cos(p)

eine Rotation im R2.

Aber auch beim Studium nicht-linearer Probleme spielen lineare Abbil-
dungen eine gewichtige Rolle: Nicht-lineare Probleme sind in der Regel
nur schwer oder gar nicht explizit losbar.

Deshalb approximiert man diese hdufig zu einer gegebenen Fehlertoleranz
mit (affin) linearen Funktionen (fiir ,kleine“ x setzt man e ~ 1 + z, wie
es die Potenzreihe nahelegt, etc.), sodass eine mehr oder weniger explizite
Rechnung méglich ist.

Nach der Definition sowie der Kldrung der grundlegenden Begriffe und Ei-
genschaften steht in diesem Kapitel der Zusammenhang zwischen linearen
Abbildungen und Matrizen im Vordergrund.

75
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E.1 Definition und erste Eigenschaften (Kern und Bild ei-
ner linearen Abbildung; Rang; Rangsatz; Injektivitit, Surjektivitidt und

Bijektivitit einer linearen Abbildung)

Im einfachsten Fall ist f eine lineare Abbildung f: R — R. Diese ist von
der Form

r—axr, a€R fixiert.

Im allgemeinen Fall ist die oben erwédhnte Vertriaglichkeit mit der Struktur
von Vektorrdumen in Definition E.1 festgehalten, wobei stets daran zu
denken ist, dass sich die Additionen ,,+“ auf der linken und der rechten
Seite unterscheiden, obwohl sie mit dem gleichen Symbol bezeichnet
werden.

Auf der einen Seite handelt es sich um die Addition im Vektorraum V'
(z.B. im R™), auf der anderen Seite um die Addition im Vektorraum W
(z.B. im R" oder auch in einem Vektorraum von Funktionen).

Definition E.1. LINEARE ABBILDUNG

Es seien V. und W zwei Vektorriume tiber demselben Kérper, hier der
FEinfachheit halber stets tiber R.

Fine Abbildung L: V — W heifit lineare Abbildung oder Homomorphismus,
falls fiir alle v, w € V und fiir alle A € R gilt:

Liv+w) = L(v)+ L(w),

L(Av) = AL(v).

Ebenso wie in einem linearen Raum (in einem Vektorraum) stets die 0

liegen muss, impliziert die Definition einer linearen Abbildung (v € V
beliebig)
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L(0) = L(0v) = 0L(v) = 0.

Die Funktion f: R — R,

r—ar+b, a,beR bAO,

ist demnach nicht linear, man nennt sie affin linear.

Zur Vereinfachung der Darstellung werden im Folgenden lineare Abbildun-
gen vom R™ in den R" betrachtet, obwohl in gleicher Weise auch andere
Beispiele diskutiert werden konnen.

Grundlegende Begriffe.
Ist A € M(n,m), so ist die Abbildung L: R™ — R",

x — Ax

linear, wie man leicht nachrechnet bzw. wie bereits gezeigt ist.

Daher liegt es nahe, Begriffsbildungen fiir Matrizen auf lineare Abbildun-
gen zu ilibertragen:

Es sei L: R™ — R" eine lineare Abbildung.

i) Dann ist der Kern der Abbildung L per definitionem

kern L := L7'({0}) := {x € R™: L(x) =0} .
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i1) Das Bild der Abbildung ist

bild L :={y € R" : y = L(x) fiir ein x € R"'} .

i71) Als Rang der Abbildung L definiert man

rg L := dim (bild L) .

Die Motivation fiir die Bezeichnung ,, Rang einer linearen Abbildung*
im Vergleich zur Definition des Rangs einer Matrix wird in Kiirze
deutlich.

Beispiel. Betrachtet man die lineare Abbildung L: R?> — R,

L(x) =21 — 22,

so ist x € kern L genau dann, wenn gilt ©1 = x5, d.h.

kernL:{AG): reR}.

In dem Beispiel ist bild L = R.

Man erkennt, dass der Kern und das Bild Unterrdume sind (eine Vektor-
raumstruktur haben), wodurch der Begriff | Dimension“ iiberhaupt erst
definiert ist.

Tatséchlich ist als Ubungsaufgabe zu diesem Kapitel zu zeigen, dass der
Kern und das Bild einer linearen Abbildung L: R™ — R" Unterrdume des
R™ bzw. des R" sind.
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Der Rangsatz.

Um den sogenannten Rangsatz als Gegenstiick zu Teil II, Satz 1.3

zu verstehen, beantworte man zunéchst die folgenden beiden Fragen
(vgl. Ubungskapitel E.4):

Es sei L eine lineare Abbildung vom R" in den R".

i) Ist es moglich, dass zwei linear abhingige Vektoren x, y € R™ auf
zwei linear unabhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet werden?

ii) Ist es moglich, dass zwei linear unabhéngige Vektoren x, y € R™ auf
zwei linear abhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet werden?

Falls ja, kann man daraus eine Aussage iiber kern L ableiten?

Satz E.1. RANGSATZ

Es sei L: R™ — R" eine lineare Abbildung. Dann ist

dim (kern L) +rg L =m .

Der Rangsatz ist in Abbildung E.1 anhand des einfachen Beispiels

I
L: R =R, Lx) =] 2

illustriert:
Der Kern ist ein eindimensionaler Unterraum (die rot dargestellte xs-

Achse), das Bild ist die blau skizzierte x1, zo-Ebene, also ein zweidimen-
sionaler Unterraum.
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y

N2

Abbildung E.1: Ein einfaches Beispiel um Rangsatz.

Als Korollar folgt aus dem Rangsatz unmittelbar die Aquivalenz von
Injektivitat, Surjektivitdt und damit Bijektivitéit linearer Abbildungen.

Korollar E.1. INJEKTIVITAT VERSUS SURJEKTIVITAT

Es sein =m und L: R" — R" sei eine lineare Abbildunyg.

Dann ist L injektiv (d.h. dim (kern )L = 0) genau dann, wenn L surjektiv
ist (d.h. rg L =n).

Beuweis. Siehe Ubungskapitel E.4 O
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E.2 Matrixdarstellung (Koordinaten; darstellende Matrix)

Eine Abbildung f: R — R ist genau dann linear, wenn sie von der einfachen
Gestalt ist:

f(x) =ax, aecR fixiert.

Insbesondere ist die Abbildung allein durch den Parameter a = f(1) cha-
rakterisiert, da die Bedingung der Lineraritét fiir alle z € R liefert:

f@)=flz-1) =2f(1) = ax .

Kann diese Beobachtung verallgemeinert werden?
Im Folgenden sei L: R™ — R" eine lineare Abbildung.

Betrachtet seien weiter eine Basis

des R™ und eine Basis des R",

w=wb,. ..
Bzgl. der Basis V des R™ ist jedes x € R™ darstellbar als

m
XZZO&]'XU), OéjER,
j=1

und fiir die lineare Abbildung L folgt nach Definition E.1

L(x) = L(Zm:oajy(j)> = iajL(y(j)) : (1)
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Beobachtung. L(x) ist demnach fir alle x € R™ festgelegt, wenn nur
die Bilder L(z(j)), jg=1, ..., m, irgendeiner Basis des R™ bekannt sind.

Fiir jedes fixierte 1 < j < m kann das Bild L(y(j)) € R"™ aber wiederum
bzgl. der Basis VW des R" geschrieben werden:

L) =3 8"w", g7 =) eR. (2)
i=1
Dabei betont die Notation, dass zu jedem festen v j=1,..., m,jeweils
n Koeffizienten ﬁi(‘] >, 1 =1, ..., n, wie oben zu wéihlen sind.

Diese hdangen von den gewéahlten Basen V und WV ab.

Nach (1) und (2) gilt fiir jedes x € R" die Darstellung

Lix) = i o [z”: @(j)ﬂ(i)] _ zn: [i 6§j)aj] Wl | 3)

i=1 | j=1

Erstes Beispiel.

Es sei €& = (e, e®) die kanonische Basis des R2, F = (I, &) £®) gei
die kanonische Basis des R?.

Weiterhin sei L: R? — R3 eine lineare Abbildung und es gelte (wie bereits
gesagt, ist durch diese Wahl die lineare Abbildung eindeutig bestimmt)

L(e(l)) = 4 £6) L(§(2)) = ) 4 2f@) (4)

Mit obiger Notation (2) ist
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Beziiglich der kanonischen Basis £ des R? (bzw. F des R?) wird ein belie-
biges x € R? (bzw. u € R?) nun wie iiblich in Koordinaten geschrieben:

x = x1e<1>+x2e<2>:<x1> — (xl) ,
o N N 2 T2 )¢

Uy
u fM 4 uof® fusf® = |
us

=
I

F

In dieser Weise werden die Vektoren L(g(l)), L(§(2)) € R3 in Koordinaten
bzgl. der kanonischen Basis F des R? dargestellt:

g
1 1
LEeV) = | gV [=(o])=10]| .
1 1
f
s
e
1 1
LEe?) = | g |=(2]=]2 (7)
0 0
]:
B

Bildet man aus diesen Spaltenvektoren eine Matrix A, so folgt nach (3)

25:15@%’
3 2

Lix) = Y [Z@F)xj]ﬂ“ > 8y
j=1

i=1
9 )
Zj:l Béj)xj F

T
= A?( 1) fiir alle x € R* (8)
3

T2
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wobei

, 1
A\ 1<7<2
as=(87) =10 (9)
1

) 1<i<3

SN =

Beobachtung. Die lineare Abbildung L kann mit einer Matrixz A identi-
fiziert werden.

Die Bilder der Basis des R?* werden als Spaltenvektoren im R? geschrieben
und aus diesen Spaltenvektoren setzt sich die Matrix A zusammen.

Zweites Beispiel.

Man betrachte dieselbe lineare Abbildung wie im ersten Beispiel.

Als Basis des R? diene jetzt G := (g(l), g?)

Y

= Y

H = (bW, h® h®) werde als Basis des R? gewshlt,

h(l) — £(1) + £(3) : h(Q) — £(2) + £(3) : 1_1(3) — £(3) '

Man berechnet

L(g(l)) - L(g(l)—l—g(Q)) — L(g(l))+L(§(2))

und analog



Exkurs. Lineare Abbildungen 85

Nun sollen L(g<1)) und L(g(2)) bzgl. der neuen Basis ‘H dargestellt werden
(vgl. (4) in der Diskussion des ersten Beispiels).

Dazu wird umgeformt

und anschliefend eingesetzt

L(g®) =2n® +20® —30®  L(g?®) =—20® +30® . (10)

Anhand von (10) erkennt man das Gegenstiick zu (5) bezogen auf die Basen
G und H,

gl =2, pV=2, BY=-3;

g =0, pY=-2, BY=3. (11)

SchlieBlich wird fiir beliebiges x € R? bzw. fiir beliebiges u € R? die
Koordinatendarstellung bzgl. der Basis G bzw. bzgl. der Basis H eingefiihrt:

g g s
g
12
P1 ( )
u = ph®W 4 poh®@ 4 psh® = | py
P3 ] 4

Im Vergleich zum ersten Beispiel ersetzt (12) nun (6).
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Bemerkung. Insbesondere gilt mit dieser Notation

1 0
o-(2), (),
g g

2 0
LEe)y={ 2| ., LE®)=(-2] . (13)
-3 3
H

(8) und (9) werden folglich ersetzt durch

) .
> i1 6@%’
2
ﬁi(j)@j] h(z) _ 2521 65])0@'
=1
) .
Zj:l 6§])O‘j

o
= A%( 1) fiir alle x € R?,
g

L(x) = 23:[

1=1

J

a2

. 2 0
A9 = (5-(j)>1§]§2 = 2 —2
H b 1<i<s 3 3

Mit anderen Worten kann die lineare Abbildung bei fixierten Basen G und
H in Koordinaten als

geschrieben werden, die Matrix
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2 0
A= 2 -2
-3 3

reprasentiert die lineare Abbildung L bzgl. der Basen G und H.

In der Tat berechnet man als Probe

2 0 5
1 1
AY = 2 —9 = 2
o 0 3]
g —-3 3 2
2 0
0 0 0
AY = 2 -9 - | =2
o 1 5
g -3 3 2

als alternative Schreibweise fiir (13) und damit als Definition der linearen
Abbildung.

In der Mitte sind dabei die Bezeichnungen G und H weggelasssen, um zu
verdeutlichen, dass es sich um das iibliche Matrixprodukt handelt.

Im Folgenden wird oft ganz auf die Kennzeichnung der Basen verzichtet,
sofern keine Verwechslungen auftreten kénnen.

Das allgemeine Schema.

Das allgemeine Schema zur Darstellung einer linearen Abbildung als
Matrix bzgl. gegebener Basen lautet:
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i) Es sei G eine Basis des R™, ‘H eine Basis R" und L: R™ — R" sei eine
lineare Abbildung.

i1) Man berechne die Bilder (unter L) der Basisvektoren von G.

i71) Von diesen Bildern wird die Koordinatendarstellung bzgl. ‘H berech-
net.

iv) Die Matrixdarstellung A, € M(n,m) der linearen Abbildung L
bzgl. der Basen G und H erhélt man, indem man aus diesen Spalten-
vektoren eine Matrix bildet.

Die darstellende Matrix enthalt mit anderen Worten die Koordinaten
der Bilder der Basisvektoren als Spaltenvektoren.

v) Ein beliebiges x € R™ wird mit seiner Koordinatendarstellung

aq
bzgl. der Basis G identifiziert.
a”l g
aq
vi) Dann liefert AJ : die Koordinatendarstellung von L(x)
A

g
bzgl. der Basis H.

E.3 Basiswechsel und Koordinatentransformation
(Transformation der darstellenden Matrix; Tensor; kovariant; kontravari-

ant)

Beim Ubergang vom ersten zum zweiten Beispiel wurde dasselbe Problem
bzgl. anderer Basen betrachtet, d.h. mithilfe eines Basiswechsels transfor-
miert.



Exkurs. Lineare Abbildungen 89

Ein solcher Basiswechsel kann konkrete Rechnungen erheblich verein-
fachen, falls eine neue Basis die physikalischen oder geometrischen
Eigenschaften eines Problems widerspiegelt.

Mit dem Basiswechsel andern sich die Koordinaten eines Vektors und man
spricht von einer Koordinatentransformation.

Der Zusammenhang zwischen Basiswechsel und Koordinatentransformati-
on wird nun systematisiert.

Es seien dazu

zwei Basen des R™.
Die ,neuen“ Basisvektoren der Basis B seien in Abhéngigkeit der , al-

ten“Basisvektoren aus A gegeben, d.h. mit Koeffizienten v;; € R, 1 <
1,7 < m, gelte

b = ~pa® 4. 4y

Aus diesen Koeffizienten entsteht die sogenannte Transformationsmatrix

als die transponierte Matrix der Koeffizienten, d.h. man definiert

Yiroo--- UYml
S = () = : : e M(m,m) .

Yim -+ Ymm

Hat nun x € R™ bzgl. A bzw. B die Koordinatendarstellungen
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a1 51

so berechnet man

Mit anderen Worten gilt die Beziehung
m
o =Y b -
j=1

zwischen den Koordinaten bzgl. A und B.

Die zugehorige Matrixschreibweise lautet

wobei die Invertierbarkeit von S unmittelbar daraus folgt, dass sowohl A
als auch B Basen des R™ sind.
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Beispiele.

i) Sind die ,neuen* Basisvektoren lediglich Vielfache der ,alten” Basis-
vektoren im Sinne von bY) = AP j=1,...,m NeR, A#0, so
15t

S=\,, S'=-I,,

und man erkennt, dass die Koordinaten mit dem Kehrwert von A\
skaliert werden.

In gewissem Sinne verhalten sich also Basis- und Koordinatentrans-
formationen kontrdr.

i1) Im oben illustrierten zweiten Beispiel ist

gl =ell) 4 e® g =)o@

Die Transformationsmatriz wird zu

11 11
S = Cost=t .
1 -1 2\1 -1

Fiir beliebiges x € R? mit den Darstellungen
x = m1e!") + 15? = p1g" + prg?

gilt nach den obigen Betrachtungen

T+ o

61 _l 1 1 o - 2
B2 g_2 I -1 T2 5— f1— T2
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In der Tat kann als Probe in der Darstellung bzgl. der kanonischen
Basis verifiziert werden:

T+ T2 1 Tl — o 1 I
+ = .
2 1 2 —1 X9

Transformation der darstellenden Matrix beim Basiswechsel.

Vollzieht man einen Basiswechsel im Urbild R” und/oder im Bild R" einer
linearen Abbildung, so transformiert sich mit den Koordinaten auch die
darstellende Matrix der linearen Abbildung.

Die Situation ist schematisch in Abbildung E.2 dargestellt.

Wie in der Abbildung angedeutet, sei L: R”™ — R" eine lineare Abbildung,

A = (@, ..., a"™)  sei eine Basis des R™ |

U = (uY, ... u™) seicine Basis des R”

und A7} € M(n,m) sei die darstellende Matrix der linearen Abbildung L
bzgl. dieser Basen.

Man betrachte weiterhin ,,neue® Basen

B = (b(l),...,b(m)) des R™ bzw.

Vv = v, .. ,v™) des R".

Gesucht ist die Matrixdarstellung Ag von L bzgl. dieser Basen.

Der Basiswechsel von 4 nach B werde durch die Transformationsmatrix
S € M(m,m) beschrieben, der Basiswechsel von & nach V analog durch
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RM R™
L
[—————
Basis A A{Z u
Transformation S ' ? T
(
Basis B A’?j %
Matrixdarstellung

Abbildung E.2: Zur Transformation der darstellenden Matrix.

die Transformationsmatrix T € M (n,n).

Ist L(x) = y und

= pibY + -+ 5,b "
X — ,U/lg(l) + e + 'u/ng(n)

= v+ ™
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so gilt mit der darstellenden Matrix A7} € M (n,m)

251 an B
=Ag| s | =As| |

wobei die zweite Gleichheit aus der bereits gezeigten Koordinatentransfor-
mation folgt.

Eine Transformation der linken Seite ergibt schliefllich

V1 H1
= 7!
VTL V Mn u
o5} B
= 7448 | - = A5
Bm B Bm B

Zusammenfassend ist folgender Satz gezeigt:

Satz E.2. BASISWECHSEL

i) Fs seien A, B Basen des R™ wund die Transformationsmatric
S € M(m,m) sei wie oben gegeben.

Ist

so gilt fiir die Koordinaten bzgl. der unterschiedlichen Basen
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07] 51 51 07]

it) Es seien weiterhin U, V Basen des R" und die Transformation dieser
Basen sei durch die Matrix T € M (n,n) gegeben.

Es set L: R™ — R" eine lineare Abbildung mit der Matrizdarstellung
Af} € M(n,m) bzgl. der Basen A, U.

Dann lautet die Matrixdarstellung von L bzgl. der Basen B und V

A5 =17145s .

Bemerkung. Da die Spaltenvektoren aus den Koordinaten selbst als Vek-
toren aus dem R™ bzw. R" aufgefasst werden, werden tm obigen Satz die
Indizes zur Basisbenennung weggelassen.

Zu den einfithrenden Beispielen.

Die Situation in den einfithrenden Beispielen i), ii) zu Beginn des Kapitels
sieht wie folgt aus:

Der Basiswechsel von i) nach ii) wird beschrieben durch

L 100 1 00
S(l 1), T=]1010], dh 7T'= 0 10
111 -1 -1 1
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Es folgt wie behauptet

11 1 00 11
A =T[o02|5=] 0 10 0 2 G_i)
10 -1 -1 1 10
2 0
= 2 -2
-3 3

Eine kurze Bemerkung zu kovarianten Tensoren erster Stufe.

Tensoren sind Multilinearformen, wobei es sich im einfachsten Fall eines
kovarianten Tensors erster Stufe um eine lineare Abbildung vom R in die
reellen Zahlen handelt.

Eine solche lineare Abbildung wird bzgl. einer gegebenen Basis des R™
durch einen Zeilenvektor représentiert. Dieser Zeilenvektor dndert sich wie
oben gesehen bei einem Basiswechsel.

Eine physikalisch relevante Grofie sollte jedoch unabhéngig von der spezi-
ellen Wahl einer Basis sein, d.h.:

Der Tensor als lineare Abbildung ist ein physikalisch sinnvolles Objekt,
wohingegen es sich bei einem Zeilenvektor nur um eine spezielle Darstel-

lung bzgl. einer fixierten Basis handelt.

Man betrachte nun eine lineare Abbildung L: R — R, eine Basis A des
R™ sowie die Darstellung

(& . &n)y

der linearen Abbildung bzgl. A als Zeilenvektor.
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Ist B eine weitere Basis des R™, so ist nach Satz E.2 die Darstellung
bzgl. dieser Basis

1o UYmi
(% ¢m)8:<€1 fm) )
Yim -+ TYmm

wobei der Basiswechsel wie oben durch die Koeffizienten ~;;, 1 <14,j5 < m,
gegeben sei.

Man erkennt fiir alle 2 =1, ..., n:
=) v -
j=1

Mit anderen Worten: Zeilenvektoren (die Koordinaten der linearen Ab-
bildung) transformieren sich bei einem Basiswechsel genau wie die Basis
selbst, weshalb man von einem kovarianten Tensor spricht.

Spaltenvektoren verhalten sich hingegen kontrdr, wie bei Koordinaten-
transformationen bereits festgestellt wurde.

Sie stellen so genannte kontravariante Tensoren erster Stufe bzgl. einer
gegebenen Basis dar.
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Exkurs. Lineare Abbildungen
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E.4 Ubungsaufgaben zu Kapitel

Aufgabe 1.

i) Geben Sie eine nicht-lineare Abbildung f: R? — R* an.

i7) Finden Sie eine lineare Abbildung L: R — R mit L(3) = —2.

Zeigen Sie, dass es keine weitere lineare Abbildung L: R — R mit
L(3) = —2 gibt.

ii7) Finden Sie eine lineare Abbildung L: R? — R? mit
1 2 0 —2
#((0)=(G) - ((0)=(5)

Ist diese eindeutig bestimmt?

Bestimmen Sie den Kern und das Bild von L.

Aufgabe 2.* Zeigen Sie: Kern und Bild einer linearen Abbildung L: R™ —
R" sind Unterrdume des R™ bzw. des R".

Aufgabe 3. Es sei L eine lineare Abbildung vom R™ in den R".

i) Ist es moglich, dass zwei linear abhingige Vektoren x, y € R™ auf
zwei linear unabhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet werden?
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i1) Ist es moglich, dass zwei linear unabhéngige Vektoren x, y € R™ auf
zwei linear abhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet werden?

Falls ja, kann man daraus eine Aussage iiber kern L ableiten?

Aufgabe 4.* Zeigen Sie Korollar 3.1.

Aufgabe 5. Es sei a = 0, a = 1 oder a = 2 fixiert und L: R* — R® sei
gegeben durch

( 0 \
T9o — I3
L(x) = (21 + 24)°

1+ T2+ 23+ 24

\ T+ 24 /

i) Ist L eine lineare Abbildung?

i1) Nun sei @ = 1: Durch welche Matrix wird L bzgl. der kanonischen
Basen dargestellt? Bestimmen Sie kern L, rg L und bild L.

Aufgabe 6.* Es bezeichne £ = (e, e?) die kanonische Basis des RZ.
Gegeben seien weiter die Basen V = (v, v®) und W = (wM), w(®) des
R?, wobei gelte
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Es sei L: R? — R? die lineare Abbildung mit

Bestimmen Sie A}j und Abv.

Aufgabe 7.* Es sei

122
A=]011|eM33).
101

Weiterhin bezeichne £ = (eV), e, e®) die kanonische Basis des R? und

gegeben sei zudem die Basis V = (y(1>,y(2),y(3)) mit

Die Matrixdarstellung Ag einer linearen Abbildung L: R? — R3 sei durch
obige Matrix A gegeben.

Bestimmen Sie A%ﬁ und berechnen Sie die Koordinatendarstellungen von
L(v®)) bzgl. der Basen £ und V.

Aufgabe 8.* Es bezeichne £ = (e, e!?)) die kanonische Basis des R2.
Es sei weiter L: R? — R? die lineare Abbildung mit

LeM)y=eV und Le?)=e? el
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Beziiglich welcher Basis V = (v(!),v(?) hat L die Matixdarstellung
11
A} = ?

Aufgabe 9. Man betrachte die lineare Abbildung L: R?® — R?2, die be-
stimmt ist durch

L(eW) = AR O L(e?) = of M 4 £2) L(e®) = —£) 4 £@

Dabei bezeichne (eV, e, e®) die kanonische Basis des R, (f £?))
bezeichne die kanonische Basis des R?.

i) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der linearen Abbildung bzgl. der
kanonischen Basen.

i1) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der linearen Abbildung bzgl. der
Basen

(V(l),X(Q),X(S)) des R®* und (ﬂ(l),ﬂ@)) des R?,

wobei gelte
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iit) Finden Sie eine Basis (g, g®) des R?, sodass die Matrixdarstellung
von L bzgl. der kanonischen Basis des R? und bzgl. (g(l), g@)) gegeben

ist durch
23 0
01 -2/
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2. Man vergleiche die Aufgabe mit der Diskussion linearer Glei-
chungssysteme (z.B. mit dem Superpositionsprinzip im homogenen Fall).

Aufgabe 4. Ist L injektiv, so ist fiir alle x € R", x # 0,

L(x) # L(0) =0,

d.h. kern L = {0}. Aus dem Rangsatz folgt, dass L auch surjektiv ist.
Ist L surjektiv, so ist nach dem Rangsatz kern L = {0}.

Aus L(x) = L(y) folgt aber L(x —y) = 0 und somit x =y. O

Aufgabe 6. Man berechnet

woraus sich als Transformationsmatrix S von V nach VW bzw. als deren
Inverse S—1!

1 3 1 _3
2 2 3 2 T2
S = ., STt=
11 1 1
2 2 2 2

ergibt. Ist 7' die Transformationsmatrix von W nach V, so ist T = S~}
(Probe!).
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()
(1)

Aufgabe 7. Fiir die Transformationsmatrizen gilt mit der Notation dieses
Kapitels

Man berechnet

Ay = SAN L =

N | —

und

Ay = SA)S =

| —

111
S=T=1011
001

Als Inverse findet man

Damit ergibt sich

123
AV =81AS=] -1 0 0
112

Es folgt
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und wegen

ist schlieBlich

Aufgabe 8. Anhand von

erkennt man

also
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Kapitel 3

Spektraltheorie quadratischer
Matrizen

Die abschlieBende Bemerkung aus Kapitel 2 deutet bereits an, dass die
Spektraltheorie quadratischer Matrizen eine wesentliche Anwendung beim
Studium von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen hat.

Dieser Gedanke wird in Abschnitt 3.4 wieder aufgegriffen.

Als einfithrende Motivation wird hier jedoch zunéchst eine geometrische
Anwendung vorgestellt, die eng mit den Betrachtungen des obigen Exkurses
und dort insbesondere mit der Matrixdarstellung linearer Abbildungen und
der Basistransformation verkniipft ist.

3.1 Hauptachsentransformation fiir symmetrische
Matrizen (Eigenwert; Eigenvektor; charakteristisches Polynom; Dia-

gonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen)

Zur Anschaulichkeit der Rechnungen wird hier o.E. der R? betrachtet —
die Rechnungen im R", n > 3, verlaufen formal identisch.

109
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Erstes Beispiel.

Im R? betrachte man die Ellipse
o, af 2

mit den Langen 2 und 1 der Halbachsen (vgl. Abbildung 3.1).

Abbildung 3.1: Die Ellipse F.

Mithilfe der Matrix A € M (2,2),

A:io
01/’

kann dies dquivalent geschrieben werden als

E:{XERZ: XTAgzl}.

Die Achsen der Ellipse zeigen in Richtung der kanonischen Basisvektoren
und die Matrix A angewandt auf einen Basisvektoren ergibt jeweils ein
Vielfaches des Basisvektors:

(o) =ila) ()= (1)
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Man sagt dazu:

Die Zahlen A\; = 1/4 und Ay = 1 heiflen Eigenwerte der Matrix A und el
e? sind dazugehorige Eigenvektoren.

Wegen der Linearitéit des Problems sind alle Vielfachen eines Eigenvektors
ebenfalls Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert, d.h. Eigenvektoren sind

nicht eindeutig bestimmt.

Man erhélt in dem Beispiel die Eigenrdume

E, = {§€R2: X

1

te), t e R},

E,, = {§€R2: X t§(2),t€]R},

d.h. die kanonischen Achsen.

Zweites Beispiel.

Nun wird die Menge

E = {g eR*: —[5(z] +23) — 6m12] = 1}

1
8

betrachtet, deren geometrische Struktur in dieser Form nicht ersichtlich ist.

)

lautet die dquivalente Schreibweise in diesem Beispiel

Mit der (symmetrischen) Matrix

o
I
7 N
I

®lw oolut
oot colw

E={§€R2: gT[lgzl}.
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Falls die Eigenwerte und Eigenvektoren eine geometrische Bedeutung
haben, dann sind diese zunéchst zu berechnen:

Per definitionem ist A € R ein Eigenwert der Matrix A, falls ein Vektor
v # 0 € R? existiert mit

i) =)= ()
(%) (%) (%)

wobei Iy wie iiblich die Einheitsmatrix

10
I, =
01

Diese Gleichung wird geschrieben als

(A—)\b)(m):Q

(%

bezeichnet.

und die Existenz von Eigenwerten bzw. Eigenvektoren ist reduziert auf die
Frage, fiir welche A\ eine nicht-triviale Losung dieses Gleichungssystems
existiert.

Es handelt sich hierbei um ein homogenes lineares Gleichungssystem, wel-
ches genau dann eine nicht-triviale Losung hat | falls (vgl. Teil II, Satz
2.2)

25y 3
~ 8 8
det (A —\) = =0,
3 5 _
8 8
d.h. falls
10 1
M- —A+-=0.
8 i 4 0

Man findet in diesem Fall die beiden Eigenwerte
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1
)\121 und M =1.

Die Gleichungssysteme
. 1 .
(m)=a(n) e ()= (0)
U2 4\ vo V2 V2

liefern dazu die (orthogonalen) Eigenvektoren (hier auf Lange 1 normiert
— jedes Vielfache hétte ebenso genommen werden kénnen)

1 /1 1 /-1
fO — ( ) und @ = — ( ) .
C V2l S v2 L

Beobachtung. Diese Eigenvektoren bilden eine Orthonormalbasis des R2.
Betrachtet man nun die Ellipse nicht in Koordinaten der kanonischen Basis

sondern in Koordinaten bzgl. der Basis (ﬁ (1), f (2)), so ist — wie im Exkurs
geschildert — die Transformationsmatrix

1 1 —1
S=—
V21 1
zu bilden, wobei die Orthonormalitidt der Eigenvektoren

St=g"

liefert (vgl. Teil I, Kapitel 2.2).
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Ergebnis.
Wird x € R? bzgl. der neuen Orthonormalbasis (ﬁ (1), f (2)) dargestellt,

x =0V + 5 B ER,
so gilt, wie im obigen Exkurs beschrieben, wegen
= (2).75(3)
L2 ) ¢ Ba F

und dementsprechend wegen
XT = (2131 $2)5 = (51 52);5T

die Beziehung
T e _ Tiaf P\ _ B
x' Ax = (81 B2) S AS,( 3, ) = (b 52)B<52 ) :
=:B

Aufgrund der Konstruktion hat B dabei automatisch Diagonalgestalt,
d.h. auf der Hauptdiagonalen stehen die Eigenwerte und alle anderen
Eintrage verschwinden.

Bemerkung. Nach der Definition von S ist

STAS = ST(MEW, o) = B NOST AP i)

A O
VLo N

wober die Figenschaft ,,Orthonormalsystem® von (ﬁ(l),£(2)) ausgenutzt ist.



Kapitel 3. Spektraltheorie quadratischer Matrizen 115

Nach der Bemerkung ist (Probe durch explizites Rechnen)
1
p— (1"
01

i) Bzgl. der neuen Koordinaten hat die Menge E die gleiche Gestalt wie
die Menge E des ersten Beispiels.

Beobachtung.

i1) Die neue Basis (f1V, f?)) entsteht aus der kanonischen Basis durch
eine Rotation um w/4 und dementsprechend ist die Menge E nichts
anderes als die um w/4 rotierte Ellipse E (vgl. Abbildung 3.2).

iii) Zeigen die Achsen von E in Richtung der Koordinatenachsen als
Richtungen der Eigenvektoren von A, so zeigen die Achsen von E in
Richtung der Eigenvektoren von A.

Abbildung 3.2: Die Ellipse E.
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Zusammenfassung.

Definition 3.1. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Es sei A€ M(n,n).

i) Ein Vektor v # 0 heifst Figenvektor der Matrix A zum FEigenwert
A e R, falls

Av = \v .

i1) Mit einem Vektor v ist auch jedes Vielfache tv, t # 0, von v ein
FEigenvektor zum Figenwert A, die Menge

Ey:={veR": Av =)\v}

ist ein Unterraum des R", genannt der Eigenraum zum Eigenwert .

i11) Als Funktion von \ heifit das Polynom n'" Grades

xa(A) :=det (A — A\I,)

das charakteristische Polynom der Matrixz A.

Die maoglichen Eigenwerte berechnen sich als Ldisungen der charakte-
ristischen Gleichung

det (A—AI,,) =0.

Im Allgemeinen ist in Definition 3.1 die Anzahl, die Vielfachheit der
reellen Eigenwerte (als Vielfachheit der Nullstelle) und die Dimension der
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Eigenrdume a priori nicht direkt ersichtlich.

Da Eigenwerte als Nullstellen eines Polynoms definiert sind, ist im All-
gemeinen zudem komplex zu rechnen. Dies wird im néchsten Abschnitt
diskutiert.

Gegenstand der Beispiele dieses Abschnitts sind jedoch symmetrische
Matrizen und in diesem Spezialfall gilt der Satz iiber die Hauptachsen-
transformation:

Satz 3.1. HAUPTACHSENTRANSFORMATION

Es sei A € M(n,n) symmetrisch. d.h. es gelte AT = A.

i) Dann gibt es eine orthogonale Matrixz S, die A auf Diagonalgestalt

transformiert:
A0 0
0 Ao 0
STTAS = STAS =
0
0 O An
i1) Dabei sind die \; € R, i =1, ..., n, reelle Figenwerte von A (nicht

notwendig verschieden) und die Spaltenvektoren der Transformati-
onsmatriz S bilden eine Orthonormalbasis des R" aus FEigenvektoren.

iti) Allgemein heifst eine Matrix C € M(n,n,C) (auch komplexe FEin-
tragungen sind mdglich) diagonalisierbar, falls eine regulire Matrix
T € M(n,n,C) existiert mit
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AN O 0
0 A 0
D=T7'cT, D= ,
0
0 0 A

)\iE(C,izl,...,n.

Nach i) und ii) ist eine symmetrische Matrixz mit reellen FEintragungen
stets (sogar mithilfe einer orthogonalen, reellen Matriz) diagonalisier-
bar, wobei die \; alle reell sind.

Selbst wenn eine Matrix A reell ist, geht die Diagonalisierbarkeit im Reel-
len und auch die komplexe Diagonalisierbarkeit im Allgemeinen verloren,
sobald die Matrix nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzt wird. Dies ist
der Gegenstand der néchsten Sektion.

3.2 Ahnliche und diagonalisierbare Matrizen (komple-
xe Rechnung; lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren; algebraische und

geometrische Vielfachheit von Eigenwerten)

Nun sei A € M(n,n) nicht mehr notwendig symmetrisch, wie es in
Abschnitt 3.1 angenommen wurde.

Es stellt sich die Frage, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen A auf
Diagonalgestalt wie in Satz 3.1 i) oder zumindest i) gebracht werden kann.

Komplexe Rechnung.

Die Definition 3.1 von Eigenwerten, Eigenrdumen und charakteristischem
Polynom bezieht sich nicht auf die Symmetrie der Matrix A und tibertragt
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sich wortlich auf die verallgemeinerte Situation.

Aber: Selbst wenn die Matrix A mit A” # A nur reelle Eintragungen hat,
kann nicht erwartet werden, dass reelle Eigenwerte existieren, da es sich
um Nullstellen eines Polynoms handelt.

Ist etwa

cos() —sin(p)
A= ., pe(0,2m),

sin(p)  cos(p)

so kann kein reeller Eigenwert existieren (warum?).

Hingegen gilt bei komplexer Rechnung

( 1 ) cos(p) + isin(p)
A =

—1 sin(p) — 7 cos(p)

1 , 1
— (cos(go)—i—z’sin(cp))( ) = 61@( > :

—1 —1

1
Diese Rechnung zeigt, dass der Vektor ( . ) ein komplexer Eigenvektor

—1
zum komplexen Eigenwert \ = e’ ist.

Analog sieht man, dass der Vektor ( i ) ein Eigenvektor zum Eigenwert

e P ist.

Auch bei reellen Matrizen ist demnach im Allgemeinen mit komplexen
Eigenwerten und Eigenvektoren zu argumentieren.

Es gilt jedoch zumindest:
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Satz 3.2. KONJUGIERT KOMPLEXE EIGENWERTE

Die Matriz A € M(n,n,R) habe reelle Eintragungen.

i) Ist \=a+1if, a, p € R, ein komplexer Figenwert von A, so ist auch
die konjugiert komplexe Zahl X Eigenwert von A.

ii) Ist v.=a+1ib € C", a, b € R", ein komplexer Eigenvektor zum
Figenwert X von A, so ist Vv := a — ib Figenvektor zum FEigenwert A
von A.

Beuweis. Siehe Ubungskapitel 3.5. 0

Zur Orthogonalitit von Eigenvektoren.
Ohne die Symmetrie der Matrix A geht im Allgemeinen auch die Ortho-

gonalitdt von Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten verloren, selbst
wenn reell gerechnet werden kann.

Man betrachte etwa die Matrix

112
A=\ 20 0 | € M(3,3)
001
mit den drei unterschiedlichen Eigenwerten A\ = 1, \s =2, A3 = —1.

Die Eigenrdume werden von den Vektoren
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aufgespannt, die nicht orthogonal aufeinander stehen.

Es gilt jedoch noch

Satz 3.3. LINEARE UNABHANGIGKEIT VON EIGENVEKTOREN

Sind vV, ..., v®) € C" Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten A1, ..., \p € C einer Matrir A € M(n,n,C), so sind sie linear
unabhdngigq.

Beweis. Siche Ubungskapitel 3.5. L]

Vielfachheiten von Eigenwerten.

Nach Definition 3.1 ist A € R bzw. A € C genau dann ein Eigenwert
einer Matrix A € M(n,n), wenn A eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist,

Xa(A) :==det (A—AI,) .

Ist beispielsweise

2.0 0
A=1021],
00 1

so berechnet man als charakteristisches Polynom

xa(A) = det (A—\I,) = 0o 2—Xx 1

= (2=N*(1—=N).
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Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h. die Eigenwerte von
A, sind A\; =2 und Ay = 1.

Fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert \;, 1 = 1, 2, gilt

(A—/\Z‘Ig)zz 0 2—)\1 1 X:Q.

Es ergibt sich (solange keine komplexen Eigenwerte auftauchen, kénnen die
Beispiele hier und im Folgenden o.E. in reeller Notation gerechnet werden)

Ey—s={veR?: v3=0}

und

E/\zzlz{tﬂ:tGR}, W = 1
—1

Im Allgemeinen ist das charakteristische Polynom einer Matrix A €
M (n,n) ein Polynom vom Grad n, welches nach dem Fundamentalsatz
der Algebra (Teil I, Satz 10.2) in Linearfaktoren zerfillt, wobei a,, = (—1)"
der hochste Koeffizient ist (warum?):

Xa(A) = (=)A= M)A = M) (A= A

Dabei ist

Nar<n, Kk+k+...k=n

und fiir 7 = 1, ..., r sind die \; € C die Eigenwerte von A mit den
algebraischen Vielfachheiten a()\;) (als Nullstellen des charakteristischen
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Polynoms) k;.

Werden also die Eigenwerte mit ihrer algebraischen Vielfachheit gezahlt,
so hat A genau n Eigenwerte.

Im obigen Beispiel ist A\; = 2 mit der Vielfachheit 2 zu zdhlen, Ay = 1 mit
der Vielfachheit 1.

In dem Beispiel stimmt jeweils die algebraische Vielfachheit mit der
Dimension des zugeho¢rigen Eigenraums iiberein — E), ist ein zweidimen-

sionaler Vektorraum, E), ist eindimensional.

Das Beispiel steht jedoch nicht exemplarisch fiir alle anderen.

Es sei nun

11
A= ( ) e M(2,2,R) .
01

Wegen
xa(d) = (1= 2)°

ist A\; = 1 die einzige Nullstelle des charakteristischen Polynoms und hat
die algebraische Vielfachheit 2.

Andererseits ist der Eigenraum

lediglich eindimensional.
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Es gibt keine weiteren von w linear unabhéngigen Eigenvektoren.

Die geometrische Vielfachheit, d.h. die Dimension des Eigenraums, ist 1
und damit kleiner als die algebraische Vielfachheit.

Nach der Dimensionsformel, Teil II, Satz 1.3, ist

n —1g (A — Xl,) = dim [kern (A — \1,)]

und die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist als Dimension des
zugehorigen Eigenraums definiert:

Definition 3.2. GEOMETRISCHE VIELFACHHEIT

FEs sei A € C ein Figenwert der Matriz A € M (n,n,C).

Dann ist die geometrische Vielfachheit des FEigenwertes definiert als

1 <g()\) := dim {y cR": (A — )\In)y = Q}

= n—rg (A—\,).

Fiir die anschliefenden Betrachtungen hélt Lemma 3.1 eine grundlegende
Beobachtung fest.

Lemma 3.1. GEOMETRISCH VERSUS ALGEBRAISCH

Mit der obigen Notation qilt fiir jeden Figenwert A

1<g(A) <a()).
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Beweis. Siehe Ubungskapitel 3.5. [

Ahnliche Matrizen.
Nun kann die eingangs gestellte Frage, ndmlich ob bzw. unter welchen
Voraussetzungen eine Matrix A iiber einen Basiswechsel diagonalisierbar

ist, wieder aufgegriffen werden.

Anders formuliert lautet die Frage (vgl. Satz 3.1): Existiert eine regulére
Matrix S, sodass

B=S"'AS (1)

Diagonalgestalt hat?

Matrizen A, B, die eine Beziehung der Form (1) erfiillen, heiflen #hnliche
Matrizen.

Es gilt der folgende

Satz 3.4. AHNLICHE MATRIZEN

i) Die charakteristischen Polynome und damit die Figenwerte und ihre
algebraischen Vielfachheiten dhnlicher Matrizen sind gleich.

i1) Die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte dhnlicher Matrizen
sind gleich.

Ist dabei (S regulir) B = S71AS, so ist v genau dann Eigenvektor
von A zum Eigenwert \, wenn w := S~'v Figenvektor von B zum
Eigenwert X ist.
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Beuweis. Siehe Ubungskapitel 3.5. 0

Diagonalisierbare Matrizen.

Gibt es zu einer Matrix A eine reguldre Transformationsmatrix S sowie
eine Matrix B in Diagonalgestalt,

(M 0 ... 0 0 )
0 X ... 0 0

B=S1AS mit B=| : : S
0 0 ... A\g O
\ 0 0 ... 0 A\,

so schreibt man S als Tupel von Spaltenvektoren,

2) DY

v v@ |y

5=

Es ist B = S71AS #quivalent zu SB = AS, also

(A0 . 0 0

0 A ... 0 0
(v y® .y _ AR v )
0 0 ... Ay O
\ 00 ... 0 A

und man erkennt

Ay Av@ A v) = (AvD Av® L Av)

Die Spaltenvektoren der Matrix S sind Eigenvektoren von A, wie es bereits
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in Satz 3.1 im Spezialfall symmetrischer Matrizen formuliert wurde.

Eine reguldre Matrix S wie oben kann also nur existieren, falls es n linear
unabhéngige Eigenvektoren gibt.

Insbesondere miissen die geometrische und die algebraische Vielfachheit
aller Eigenwerte iibereinstimmen.

Satz 3.5. DIAGONALISIERBARKEIT

i) Fine Matriz A € M(n,n,C) hat genau dann eine dhnliche Matriz in
Diagonalform, wenn sie n linear unabhdngige Figenvektoren hat.

Die Spaltenvektoren der Transformationsmatrixz sind die Eigenvek-
toren und in der Diagonalmatrix stehen die zugehorigen Eigenwerte
(nicht notwendig verschieden,).

it) Eine Matrix A € M(n,n,C) ist genau dann diagonalisierbar, wenn
fiir jeden Eigenwert die algebraische Vielfachheit und die geometrische
Vielfachheit tibereinstimmen.

Satz 3.1 besagt, dass eine symmetrische reelle Matrix sogar reell diagona-
lisierbar ist, das obige Beispiel

zeigt, dass es Matrizen gibt, die auch im Komplexen nicht diagonalisierbar
sind.
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3.3 Die Jordansche Normalform (Hauptvektoren; Kettenbedin-

gung; Jordan-Kistchen)

Nach Satz 3.5 ist eine Matrix genau dann diagonalisierbar, wenn die
algebraische und die geometrische Vielfachheit jedes Eigenwertes iiberein-
stimmen.

In diesem Paragraphen soll anhand eines typischen Beispiels
die Idee vermittelt werden, wie andernfalls vorzugehen ist.

Man wird auf die sogenannte Jordansche Normalform gefiihrt, die im
néichsten Abschnitt zu Differentialgleichungssystemen mit konstanten Ko-
effizienten eine weitere Anwendung findet.

Ein Beispiel.

Eine nicht diagonalisierbare Matrix ist

2 —4 2
A=]0 -2 =2 | eMm@3,3).
0 8 6

Das charakteristische Polynom von A berechnet sich ndmlich mit Hilfe des
Laplaceschen Entwicklungssatzes (Teil II, Definition 2.1) zu

Xa(A) =det (A— M) = (2= N)[(=2=X)(6—\) +16] = (2—))*.

Demnach ist A = 2 die einzige Nullstelle des charakteristischen Polynoms
und hat die algebraische Vielfachheit a(A = 2) = 3.

Zur Bestimmung der Eigenvektoren beobachtet man, dass aus
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0 —4 2
A-AB)v=|0 -4 -2 |[v=0
0 8 4
folgt
1
v=t]| O , telR.
0

Die geometrische Vielfachheit ist somit g(A = 2) = 1 und wie behauptet
ist A nicht diagonalisierbar.

Hauptvektoren erster Stufe.

Zur Verdeutlichung der Idee sei im einfachsten Fall n = 2, A € M (2,2)
und A Eigenwert von A mit 1 = g(\) < 2 = a(\).

Es sei weiter v(9) Eigenvektor von A zum Eigenwert A, d.h. Av(® = \v(©)

Nun soll gezeigt werden dass v(¥ € bild (A — M) (siche (2)), wobei
bild (A — M) # R?, da kern (A — \I) # {0}, d.h. die Behauptung ist nicht
trivial.

Man beobachtet zunéchst, dass die Dimensionsformel (Teil II, Satz 1.3)
impliziert

dim [bild (A — A)] =n —dim [kern (A—X)] =n—g(\) =1.
Es gilt also fiir ein w # 0

bild (A — AI) = {tw}
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und folglich existiert ein p € R (bzw. C) mit

bild(A=—AX)>(A-XMN)w=uw < (A— A+ puw)=0.

Da A der einzige Eigenwert ist, muss hier u = 0 gelten und aufgrund von
g(\) = 1 ist w ein Vielfaches von v, folglich

bild (A — AI) = {tv!”, t € R}

und insbesondere existiert eine Losung des Gleichungssystems
(A= Dy = v )

Man nennt (i.A. sei ein Eigenvektor v(¥) zum Eigenwert A von A € M(n,n)

betrachtet) eine Losung v des Gleichungssytems (2) einen Hauptvektor
erster Stufe zum Eigenwert \.

Wegen v(¥ € kern (A — AI) und vV ¢ kern (A — \I) miissen die Vektoren
v(® und vV dabei linear unabhingig sein.

Ein Hauptvektor erster Stufe im Beispiel.

Im obigen Beispiel betrachte man den Eigenvektor

wobei die Normierung lediglich die Rechnung vereinfacht.

Das zu l6sende Gleichungssystem lautet
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1
0 —4 2 vV .
0 —4 —2 =10
0
1
0 8 4 vé)
Die Losungen sind
t 1 0
vilh=1| -1 |=¢tlo |+ -1], teR
2 0 2
1
Der Vektor | 0 | liegt im Eigenraum und da man ¢ € R beliebig wéhlen
0
kann, wihlt man sinnvollerweise (aber nicht zwingend) ¢ = 0, d.h. im
Folgenden ist
0
vl =1 -1
2

Ein Hauptvektor zweiter Stufe.

In dem Beispiel ist die Differenz aus algebraischer und geometrischer Viel-
fachheit 2 (zum einzigen Eigenwert A = 2 der geometrischen Vielfachheit
1), man sucht noch nach einem Hauptvektor zweiter Stufe, d.h. per defini-
tionem analog zu oben

(A—2L)v® = v 3)

Mit der fixierten Wahl von v(V) fithrt das auf das Gleichungssystem
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2
0 -4 2 o 0
0 —4 —2 WP = —1
2

08 4]\ W@

Ein Hauptvektor zweiter Stufe ist

Jordan-Kistchen

Analog zu Kapitel 3.2 wird nun die Matrix S gebildet,

8 0 0
S = (X(O) X(l) X(2)) _ 0 —1 1/8
0 2 1/4

S besteht jetzt nicht mehr aus einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren,
die ja nicht existiert, sondern aus einem Eigenvektor, einem Hauptvektor
erster Stufe und einem Hauptvektor zweiter Stufe, die iiber eine Ketten-
bedingung (d.h.iiber die Bedingungen (2) und (3)) miteinander verkniipft
sind.

S ist regulér (im Allgemeinen nicht orthogonal) und in Analogie zu Kapitel
3.2 wird die transformierte Matrix

J=S5"1AS

untersucht.
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Die konkrete Berechnung ergibt

/8 0 0
St=| 0 —1/2 1/4
0 4 2
sowie
210
J=1021
002

Die neue Matrix J ist i.A. nicht mehr von Diagonalgestalt, hat aber
dennoch eine besonders einfache Struktur.

Allgemein nennt man eine Matrix der Form

A1 0O0... 00
( )
OAx10...00

0000 ... A1
\0 000 ... 00\

ein Jordan-Kéastchen.

Im einfachsten Fall gilt:
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Satz 3.6. JORDANSCHE NORMALFORM

Es sei A € M(n,n,C) und X\ sei der einzige Eigenwert der Matriz A.

Es habe \ die geometrische Vielfachheit g(A\) = 1 und die algebraische
Vielfachheit a(\) > 1.

Dann transformiert die Matriz S, die genau wie im obigen Beispiel aus
einem Figenvektor und aus Hauptvektoren (bis zur Stufe a(\) — 1) besteht,
die Matriz A auf ein Jordan-Kdstchen J(X), d.h.

STTAS = J()\).

Bemerkung. In seiner allgemeinen Form ist der Satz von der Jordan-
schen Normalform wesentlich komplezer:

Hat A mehrere Eigenwerte, so zerfdllt die transformierte Matrixz in ver-
schiedene Jordan-Kdstchen.

Ist die geometrische Vielfachheit eines FEigenwertes gréffer als 1, so
zerfallen diese im Allgemeinen in weitere Jordan-Kdstchen, deren Grdifle
in der Regel erst nach der Berechnung der Hauptvektoren bekannt ist.

Ist etwa g(A) = 2 und a(\) = 4, so ist zundchst nicht klar, ob man je einen
Figenvektor und ein zugehdrigen Hauptvektor erster Stufe oder einen Fi-
genvektor und einen Eigenvektor mit einem Hauptvektor erster und einem
Hauptvektor zweiter Stufe zu betrachten hat.

3.4 Anwendung: Systeme gewdhnlicher Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten (3 Fiie)

In diesen Abschnitt wird kurz diskutiert, wie im Fall von System mit kon-
stanten Koeffizienten die allgemeine Losung mithilfe der Spektraltheorie
quadratischer Matrizen explizit konstruiert werden kann.
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Es wird stets das homogene System

y =Ay, AeM(n,n),

auf I = (—o00,00) betrachtet, y ist die gesuchte Funktion I — R”".

Ansatz.

Es sei A € M(n,n) eine quadratische n x n Matrix. Es liegt nahe, &hnlich
wie in Kapitel 1.3 den Ansatz zu machen:

Z(x):yem, veR", AeR.

Eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt der Ansatz

vieM = Avel |

Mit anderen Worten muss v der Beziehung

Av = \v

geniigen, d.h. A\ ist ein Eigenwert von A und v ist Eigenvektor zum
Eigenwert .

Auch die Umkehrung ist richtig: Gilt diese Beziehung, so ist y(z) = ve
eine Losung des obigen Differentialgleichungssystems.
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Fall 1. A ist reell diagonalisierbar.

Die Matrix A sei diagonalisierbar, wobei alle Eigenwerte und die zugehori-
ge Basis aus Eigenvektoren reell seien.

Wie in Kapitel 3.2 betrachte man das Beispiel

2.0 0
A=]021|eM33).
00 1

Die Eigenwerte von A sind A\; = 2 und Ay = 1, die zugehorigen (reellen)
Eigenrdume sind gegeben durch

Ey—o={veR: v3=0}

sowie
0
E/\2:1:{tﬂ:t€R}, W = 1
—1
Mit
1 0 0
X(l) — | 0 7 X(2) — |1 ’ X(3) _ 1
0 0 —1

ist eine Basis aus Eigenvektoren gefunden.
Ein Fundamentalsystem von Lésungen ist

yW() =vWe*,  yP(@)=v®e*,  y¥(2) =y,

wobei die lineare Unabhéangigkeit der Funktion unmittelbar aus Satz 2.2
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folgt.
Die allgemeine Losung des Systems ist (¢q, ¢o, c3 € R)

y(x) = o vDe? 4 cov@e? 4 cav®e?

Fall 2. Die Matrix A ist zwar diagonalisierbar, aber nicht im
Reellen.

Da man aber an reellen Losungen des Systems interessiert ist, muss dhnlich
wie in Kapitel 1.3 argumentiert werden:

Mit A ist auch A Eigenwert (Eigenvektoren v und ¥, vgl. Satz 3.2) und
man erhélt aus zwei komplexen Losungen

1 —
y(z) = Reve™ = §(yem+§e)‘x),

1
1(2)(:5,) _ Imze)\x _ —,(X@Ax—ie)\x) '

so bestimmt man zunéchst als Eigenwerte und Eigenvektoren
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Rechnet man im Komplexen, so ergibt sich als Fundamentalsystem unmit-

telbar

) = (Y

1) = (1)

Im Reellen betrachtet man

D(z) = %[e(lwi)m ( _12i ) 4 (1202 < 212 ) ]

— %ex[(cos(lfc) + isin(2z)) ( _12Z,)
+( cos(2x) — isin(2z)) ( 211 ) ]

_ 1, ( 2 cos(2z) )
2"\ 4sin(2z)

_ cos(2x)
a 2sin(2x) )
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Als linear unabhéngige reelle Losung findet man analog
sin(2z)
X(Q)(:c) =" :
—2 cos(2x)

Mit anderen Worten ist die allgemeine (reelle) Losung (Probe!)

c1 cos(2x) + ¢y sin(2z)
y(:r:) =e" . , c1, o €ER.
= 2¢ sin(2x) — 2¢y cos(2x)

Fall 3. Die Matrix ist nicht diagonalisierbar.

Man betrachte beispielhaft die Matrix

2 —4 2
A=10 -2 =2
0 8 6
aus Kapitel 3.3.
Zur Losung des Systems
y =4y

sowie deren Vielfache.

In der Hoffnung auf eine groflere Losungsmenge und motiviert durch die in
Kapitel 1.3 diskutierte Reduktion der Ordnung, wird der erweiterte Ansatz
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X(l)(x) = v g2 4 ()2

gemacht, wobei v(¥) einen Eigenvektor von A bezeichne — o.E. und nur
8

zur Vereinfachung der Rechnung in diesem Beispiel v(¥ = [ 0 | — und
0

vl geeignet zu bestimmen ist.

Falls X(l) das Differentialgleichungssystem 16st, so gilt

vi0e? 4 v 3002 4 y(Noe2r — X(l)/(aj)

Als Bedingung an vV ergibt sich

(A— 2[3)2(1) = X(O) , (4)

d.h. nach (2) ist v(!) ein Hauptvektor erster Stufe.
Umgekehrt gilt: Ist (4) erfiillt, so 16st X(l) das Differentialgleichungssystem.

Bemerkung. An der Rechnung erkennt man, dass der einfache Ansatz
X(l) = vOD2e® nicht zum Ziel fihren kann.

Im Beispiel liefert der Hauptvektor erster Stufe (der einer Kettenbedingung
geniigt) die linear unabhéngige Losung
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Mithilfe des Hauptvektors zweiter Stufe konstruiert man analog eine dritte
linear unabhéngige Losung (Probe!):
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3.5 Ubungsaufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 1.* Zeigen Sie Satz 3.2.

Aufgabe 2*. Folgern Sie: Es sei A € M(n,n,R) eine symmetrische
Matrix mit reellen Eintragungen. Dann gilt

i) Die Eigenwerte von A sind reell und damit auch die Eigenvektoren.

i1) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht aufein-
ander.

Aufgabe 3.* Zeigen Sie Satz 3.3.

Aufgabe 4.* Zeigen Sie Satz 3.4.

Aufgabe 5.* Zeigen Sie Lemma 3.1.
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Aufgabe 6. Bestimmen Sie alle Eigenwerte und die zugehorigen Ei-
genrdume der Matrizen

1 00 1 0 3
A= -1 -21]|, B=|3 -2 -1
0 -2 1 1 -1 1

Aufgabe 7. Es sei a € R fixiert. Bestimmen Sie FEigenwerte und Ei-
genrdume der Matrix

0 -2 0
2 00
0 0 a

Rechnen Sie dabei komplex.

Aufgabe 8. Es sei (g(l), §(2)) die kanonische Basis des R? und es sei
1 1 2
E(9( ) _ g( )) _

Ferner seien
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fiir alle Vektoren v = v;eV) + vpe® = u £V + uyf@,
i1) Rechnen Sie nach: A = SAS~".

i1i) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren (normiert auf die
Lénge 1) von A und A.

iv) Skizzieren Sie die Mengen

E = {4:5‘% + 225 = 1} und FE = {3(&:? 4+ 23) + 22179 = 1} :

Tragen Sie dabei die Basisvektoren ,an passender Stelle® ein.

v) Schlagen Sie in der Literatur die Normalformen der Quadriken im R?
nach und schreiben Sie die verschiedenen Falle auf.

Aufgabe 9. Betrachten Sie die Matrix
0 V2
A pr—
V2 0

und die Menge

H={xecR*: x"Ax=1}.

i) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren von A.
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i1) Finden Sie eine orthogonale Matrix S = (ﬁ(l),f@)) € M(2,2), sodass
die Matrix ST AS Diagonalgestalt hat.

i) Betrachten Sie die Koordinatenvektoren bzgl. der Basis F = (f1), f?))
des R%:

% fir x = BifW + Bof .
B ),

Welche Gleichung gilt fiir 8y, 5o, falls x € H?

iv) Fertigen Sie eine Skizze an.

Aufgabe 10. Es sei

4 0 =3
A= 02 0
-4 0 3

Finden Sie, falls moglich, eine reguliire Matrix S € M (3, 3), sodass S~tAS
Diagonalgestalt hat. Gilt S~ = ST7?

Aufgabe 11. Gegeben sei die Matrix

V2 0 0

2 2

2-vV2 0 2
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Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A sowie die
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte.

Aufgabe 12. Es sei n =2 und A € M(2,2) eine symmetrische Matrix.

Welche Eigenschaft muss die Matrix A jeweils haben, damit

i) 0 ein Eigenwert von A ist;

i1) ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit 2 existiert?

Aufgabe 13. Es sei a € R fixiert und gegeben sei weiter die Matrix

0 01
A= 0 a O
-1 0 2

Bringen Sie A auf Jordansche Normalform.

Aufgabe 14. Bestimmen Sie die allgemeine (reelle) Losung der folgenden
Systeme linearer gewOhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten



148 Kapitel 3. Spektraltheorie quadratischer Matrizen

N I , , 2 0
111) y = _— Y, iv) y = - y .

Machen Sie jeweils eine Probe.

Aufgabe 15. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Sy-
steme mit konstanten Koeffizienten

=
I<_
I
DN [\J[GN)
N N[ —
|
+
VR
8 8
N~

~
~
S—"
I<_
I
~ —
=~ [ =
<
+
7N
|
) Q)
o &
i )
[\)
v
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1. Die erste Aussage ist eine Konsequenz aus der Tatsache, dass
fiir ein reelles Polynom mit A € C auch A eine Nullstelle ist (vgl.Teil I,
Korollar 11.1).

Zum Beweis der zweiten Aussage beobachtet man

A(a—ib) = A(a+1ib) = Aa+i\b = Xa — i\b = A(a — ib) ,

wobei ausgenutzt wurde, dass A, a und b nur reelle Eintragungen haben.
]

Aufgabe 2. Es sei A € M(n,n,R) symmetrisch, d.h. A = AT und es sei
A ein Eigenwert von A, v # 0 ein zugehoriger Eigenvektor.

Es gilt

Av =) v und damit viAT =)Xv!, Av=)¥.

Aus der Symmetrie von A (also aus AT = A) folgt

My,v) = W'V = vA'Y = viAV = vV

= ANv,v) .

Man ekennt A = X, der Eigenwert ist reell.

Sind nun v und w Eigenvektoren zu A € R bzw. u € R, X\ # pu, so gilt

A—pv'w = Ww-—viuw = v ATw — v Aw
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woraus die Orthogonalitéit von v und w folgt.

Aufgabe 3. Der Beweis wird hier nur im Fall £ = 2 gefiihrt, der allgemeine
Fall kann dhnlich verifiziert werden..

Es sei also v Eigenvektor von A zum Eigenwert \; und es sei v(?) Eigen-
vektor zum Eigenwert Ay # A\; (0.E. vV, v(? =£ 0):

) —

Ay(l) — >\12(1) 7 AX(Q) — /\22(2) _

Wiren v und v® linear abhingig, so géibe es ein o € C mit v(? = av)

Dies wiirde aber

Av? = Aav = aAv = arv!) = Ny = \v?

bedeuten und aus der Voraussetzung A\; # Ay folgte ein Widerspruch.
]

Aufgabe 4.
i) Es seien A, S € M(n,n,C), S regulir und B = S71AS.

Aus dem Determinantenmultiplikationssatz folgt:

det (A —\I,) = det (SS™'(A - \],))
= det (S)det (S7'(A — \I,))
= det (S7'A — AL,S Hdet (S)

= det (ST'AS — \I,) = det (B — \1,,) .
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ii) Man beachte die Aquivalenz

Av =) v & (STTAS)(Sv) = A(Sv) .
N—_—— ——

=B =W

Aufgabe 5. Per definitionem gilt fiir jeden Eigenwert A offensichtlich
1< g(N).

Analog zur Idee von Satz 3.5 wird weiter wie folgt argumentiert:

Es sei A\g € C ein FEigenwert der geometrischen Vielfachheit
1 < k = g(N) < n und es seien v\, ..., v¥) linear unabhingige
Eigenvektoren zum Eigenwert ).

Diese linear unabhédngigen Vektoren koénnen zu einer Basis B des R”

(bzw. C™)

ergénzt werden, wobei die hinzugekommenen Vektoren keine Eigenvekto-
ren sein miissen.

SchlieBlich setzt man (als Spaltenvektoren geschrieben)

C = (X(l) v® oy gk i(”)) € M(n,n) .

|<

Aus dieser Schreibweise ergibt sich (zur Erinnerung: B ist Basis)
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AC = (AvW Av® o AV ATETD L Av)

= (Aov!V Av® L Av®) ATETD L AT)

(/\0 0o ... 0] ... \

0 X ... O

0 0 ... X\

oo o

A\ 4
~"

Anhand der Struktur von M erkennt man

det (M — ML,) = (A = X0)"pu_i(N) |

wobei p,,_ ein Polynom vom Grad n — k bezeichne.

Da B Basis ist, ist C' invertierbar und wie in obiger Aufgabe 4 folgt zusam-
menfassend, dass Ay mindestens die algebraische Vielfachheit £ hat.
O
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Stetige Funktionen mehrerer
Veranderlicher

4.1 Definition und Eigenschaften (Grenzwert und Stetigkeit;

geometrische Vorstellung)

Der Konvergenzbegriff im R" ist bereits in Teil I, Definition 10.9, disku-
tiert — man ersetzt im R" lediglich den Betrag durch die Euklidische Norm.

Von besonderer Bedeutung ist dabei Teil I, Satz 10.3, zur komponenten-
weise Konvergenz, der die Situation auf die eindimensionale zuriickspielt.

Dementsprechend iibertrigt sich auch der Begriff des Grenzwertes bzw. der
Stetigkeit einer Funktionen auf den Fall mehrerer Verénderlicher (vgl. Teil
I1, Definition 4.1).

Zur Vereinfachung der Darstellung werden zunéchst Funktionen f:
U C R™ — R betrachtet, wobei U C R™ eine offene Menge sei.

Definition 4.1. GRENZWERT UND STETIGKEIT

Man betrachte eine offene Menge U C R™ und eine Funktion f: U — R.

i) Es seien x©) € U und o € R fiziert.

Es hat f an der Stelle x'9 den Grenzwert o, falls fir jede Folge {5(’“)}
aus U mit x*) + xO fir alle k € N und x* — x© fir k — 0o gilt

153
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lim f(x*)=a, Notation: lim f(x)=a.

k—oo X—X(

i) Die Funktion f heift stetig in einem Punkt x©) € U, falls

lim f(x)=f(x").

x—x©

i1i) Die Funktion heifit stetig auf U, falls sie in jedem Punkt x0 e U
stetig 1st.

Analog zu den Bemerkungen nach Teil II, Definition 4.1 ist festzuhalten:

Bemerkungen.

i) Der Grenzwert einer Funktion kann auch in einem Punkt x ¢ U

definiert werden. Dazu muss x0 ein Hdiufungspunkt (vgl. Teil I,
Definition 10.12) der Menge U sein.

i1) Die Rechenregeln, FEigenschaften und Sdtze aus Teil II, Kapitel 4,
tibertragen sich ebenfalls sinngemdfS — bis auf Satz Teil II, Satz
4.4 (Zwischenwertsatz), und Teil II, Korollar 4.1 (Stetigkeit und
Umkehrfunktion), in denen die Anordnung der reellen Zahlen eingeht.

iii) Insbesondere tibertragt sich Teil I, Satz 4.3, auf den Fall von Funktio-
nen mehrerer Verdnderlicher in die reellen Zahlen (bei Funktionen in
den R" kann nicht von Maximum bzw. Minimum gesprochen werden):

iv) Ist U C R™ kompakt, so nimmt eine stetige Funktion f: U — R ihr
absolutes Maximum und thr absolutes Minimum an.
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v) Die dquivalente Grenzwertdefinition und die gleichmdfige Stetigkeit
werden 1m Ubungskapitel 4.2 anhand von Beispielen diskutiert.

Beispiele zur geometrischen Vorstellung.

i) Das Standardbeispiel einer stetigen (nicht-differenzierbaren) Funktion
f: R™ — R ist die Euklidische Norm f(x) = ||x||, die in Abbildung
4.1 dargestellt ist.

Man erkennt wieder den ,,Knick“ des Graphen im Nullpunkt.
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Abbildung 4.1: Die Betragsfunktion im R™.

Um Stetigkeit in einem fixierten Punkt x(*) nachzuweisen, setzt man
nach Definition 4.1 den Wert a = ||x(”)|| und betrachtet eine beliebige
Folge {g(k)} aus R”, x*) £ xO) fir alle k € N, mit
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|x® — x| -0 fir k— oo,

Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt (fiir k& — oc0)

() = a] = [Ix) — =] < |5 - x) 0.

Damit ist o der Grenzwert von f fiir x — x(¥) und wegen o = f(x(?))

ist f stetig in x(©.

Gezeigt ist tasdchlich: Auch im R™ ist die Betragsfunktion Lipschitz-
stetig (vgl. Ubungskapitel 4.2).

i1) Analog zu Teil II, Abbildung 4.4, kann man aus einer Skizze des
Graphen nicht unbedingt auf die Stetigkeit einer Funktion schliefen
(vgl. Abbildung 4.2).

Tz

Abbildung 4.2: Anhand der Graphik kann man nicht auf Stetigkeit schlieflen.
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i11) Im Gegensatz zu Funktionen einer Verdnderlichen konnen sich
Funktionen mehrerer Verénderlicher ,in gewisse Richtungen® stetig
verhalten, in andere Richtungen wiederum unstetig.

Abbildung 4.3: Verschiedenes Verhalten in unterschiedlichen Richtungen.

Ein einfaches Beispiel ist in Abbildung 4.3 dargestellt: Fiir fixiertes
x1 ist der Graph in Abhéngigkeit von x5 eine Gerade und damit stetig.

Fiir ein fixiertes xo hat die Funktion eine Sprungstelle bei 1 = —1
und ist dort in diese Richtung nicht stetig und damit insgesamt nicht
stetig.

4 weitere Beispiele.

Man betrachte die folgenden Funktionen f, g, h, I: R? — R:
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Abbildung 4.4: Die Funktion f.

/ 2 2
L1 — Xy

i) g(x) =4 1+a3
0 fir x=0;

fiir x#0,

( T1T9

i) h(x):={ it}
0 fir x=0;

fir x#0,

( I

) i(x) =4 T+

Ist x(¥) £ 0, so folgt die Existenz des Grenzwertes aller vier Funktion und
die Stetigkeit im Punkt x(¥) nach den bekannten Sitzen iiber Summe und
Produkt von Grenzwerten.

Alle Beispiele sind so konstruiert, dass jeweils der Punkt x(¥) = 0 gesondert
betrachtet werden muss.
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)

it)

Die Funktion f ist in Abbildung 4.4 dargestellt, die die Stetigkeit von
f vermuten lasst.

Man versucht deshalb &hnlich wie im Beispiel der FEuklidischen
Norm vorzugehen und bei £ — oo die Konvergenz einer beliebigen
gegebenen Folge mit x*) — 0 auszunutzen, um die Konvergenz der
Funktionswerte einzusehen.

Wie bemerkt ist die Funktion in jedem Punkt x(©) # 0 stetig und es
sel g(o) = 0.

Man betrachtet eine beliebige Folge {x®}, x*) — 0 fiir & — oo,
x®) =£ 0 fiir alle k € N, und beobachtet

(21)2 (")
@)+ (@)

Also gilt fiir alle Folgen {x*)} wie oben

lim f(x™) = f(0)

k—o0

und die Stetigkeit von f ist gezeigt.

Die Funktion ¢ ist in Abbildung 4.5 illustirert.
Im Punkt x(©) = 0 beobachtet man in diesem Beispiel:

Lauft man auf der x1-Achse in den Nullpunkt, so nimmt die Funktion
g konstant den Wert +1 an.

Lauft man hingegen auf der zo-Achse in den Nullpunkt, so ist g kon-
stant gleich —1 (diese beiden Beobachtungen sind in der Abbildung
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Abbildung 4.5: Die Funktion g.

angedeutet).
Auf der Winkelhalbierenden (27 = x5) wiederum ist ¢ identisch Null.

Formal kann die Unstetigkeit von g im Nullpunkt etwa wie folgt ge-
zeigt werden:

Fiir die Folge {x®}, x*) = < 1ék ), gilt

lim g(x®) =1 .

k—o0

Wegen ¢(0) = 0 kann die Funktion nicht stetig im Punkt x(¥) = 0 sein.

Um zu zeigen, dass auch kein Grenzwert der Funktion fir x — 0

existiert, betrachtet man etwa die Folge g(k>, xF) = ( 1(/)143 ), und

erkennt

lim g(x*) = -1 .

k—oo
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Fiir zwei gegen 0 konvergente Folgen haben die Folgen der Funkti-
onswerte demnach einen unterschiedlichen Grenzwert und somit kann
der Grenzwert von g bei x — 0 nicht existieren.

Insbesondere ist g — wie bereits oben gezeigt — nicht stetig im Null-
punkt.

i11) Die Funktion h ist in Abbildung 4.6 skizziert.

Abbildung 4.6: Die Funktion h.

Im Punkt x(©) = 0 beobachtet man, dass h sowohl auf der x-Achse
als auch auf der x5-Achse identisch Null ist.

Fiir ©1 = x9 (bzw. 11 = —23) , X # x9 nimmt A jedoch konstant
den Wert 1/2 (—1/2) an und auch h kann nicht stetig im Nullpunkt
seln.

iv) Bei der Funktion I(x) (Abbildung 4.7) ist die Zéhlerpotenz kleiner
als die Nennerpotenz und die Funktion muss im Nullpunkt divergieren.
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Abbildung 4.7: Die Funktion [.

Man betrachte etwa die Folge {x*}, x(*) = ( 1ék ), und in der
Tat ist mit dieser Wahl die Folge l(g(k)) unbeschréankt und folglich

divergent.

Der Grenzwert der Funktionswerte fiir x — 0 existiert nicht und damit
ist auch die Funktion [ nicht stetig im Punkt x(©) = 0.

Bemerkung. Im Gegensatz zum ersten Beispiel fiihrt in den letzten drei
Beispielen die Vermutung, dass der Grenzwert nicht existiert, zu der
Strategie, verschiedene Folgen mit unterschiedlichem Grenzverhalten der
Funktionswerte zu finden.

Die Liste von elementaren Beispielen wird in Ubungskapitel 4.2 fortgesetzt.
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Vektorwertige Funktionen.
Schlielich sei F: R™ D U — R" zudem vektorwertig, d.h. eine Abbildung

f1(x)

f2(x)

R"CU>sxw F(x)= e R".

In (X)

Die Definition 4.1 der Stetigkeit iibertragt sich wieder wortlich, wenn nur
die Konvergenz in R durch die Konvergenz im R" ersetzt wird, d.h. der
reelle Betrag durch die Euklidische Norm im R".

Nach Teil I, Satz 10.3, kann das auf die komponentenweise Stetigkeit
zuriickgefiihrt werden, d.h. die Funktion F' ist stetig, falls fiir alle ¢+ = 1,
..., n die Funktion f;: R" — R stetig ist.

Beispielsweise ist mit f, g aus den letzten Beispielen i), ii) die Funktion

F: R? - R?,
Flx) = ( f(x) )

nicht stetig im Punkt x(¥) = 0, da die Funktion ¢ dort nicht stetig ist.
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4.2 Ubungsaufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 1. Ubertragen Sie den Begriff der Lipschitz-Stetigkeit auf den
Fall von Funktionen f: R — R.

Ist die Funktion x — ||x|| Lipschitz-stetig?

Aufgabe 2. Formulieren Sie Teil II, Satz 4.2 und Definition 4.2, fiir Funk-
tionen mehrerer Verdanderlicher.

Aufgabe 3.
i) Es sei f: R? — R gegeben durch

k-l g o,
flx)= x|
0 fir x=0
Ist f stetig auf R2?
ii) Es sei f: R? — R gegeben durch
=l gy w0,
f(x) = x|
0 fir x=0

Ist f stetig auf R2?
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ii1) Es sei f: R? — R gegeben durch

r1|T1 + 29|29

f(x) = BSIE
0 fir x=0.

Ist f stetig auf R??

Aufgabe 4. Sind die folgenden Funktionen stetig auf R??

2
m=al® o xsa o
f(x) = |x — al| a € R fixiert.
0 fir x=a,
| + |2 fiir x#0, _
9(x) = [} a € R fixiert.
a fir x=0,

Finden Sie drei verschiedene Nullfolgen (nicht identisch Null)

="y, %y, {2} im R?,
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sodass die Folgen
(&, ™ wad {f(=")

unterschiedliche Grenzwerte haben.

Aufgabe 6. Es sein L: R”™ — R" eine lineare Abbildung.

Ist L stetig?
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Kapitel 5

Kurven im R"

5.1 Klassische Beispiele (Helix; Helikoid; Minimalfiiche; Regel-
fliche; Kettenlinie; Katenoid; Rotationsfliche; Zykloide; Brachystrochonen-

problem; Traktrix; Pseudoshire; Klothoide)

Bevor auf die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften eingegangen
wird, dienen hier einige wenige der zahlreichen klassischen Beispiele der
geometrischen Intuition.

Abbildung 5.1: Helix.

i) Eine der bekanntesten Kurven ist sicherlich die Helix oder Schrau-
benlinie, die in Abbildung 5.1 als rechtsgéngige Helix dargestellt ist.

169
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Verbindet man die Punkte auf der Helix mit der z-Achse, so entsteht
das Helikoid (siehe Abbildung 5.2), welches als Minimalfliche von
besonderer Bedeutung ist.

>
O

Abbildung 5.2: Helikoid.

Das Helikoid ist die einzige Minimalflache, die gleichzeitig eine so
genannte Regelfléche ist.

i1) Die Kettenlinie entsteht — wie der Name schon sagt — beim
Durchhéingen einer Kette unter der Schwerkraft (vgl. Abbildung
5.3).

Auch die Kettenlinie produziert eine Minimalflache, das sogenannte
Katenoid (Abbildung 5.4) als Rotationsfliche der Kettenlinie.

Das Katenoid ist die einzige Minimalfliche, die gleichzeitig Rotati-
onsfliache ist.
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Abbildung 5.3: Kettenlinie.

Abbildung 5.4: Katenoid.

i1i) Die Zykloide ist eine sogenannte Rollkurve, die beim Abrollen einer
Kreisscheibe (eines Rades) entsteht (siche Abbildung 5.5).

Die Zykloide ist gleichzeitig die Losung des sogenannten Brachysto-
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iv)
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Abbildung 5.5: Zykloide.

chronenproblems von Johann Bernoulli, dessen Formulierung 1696 als
Beginn der Variationsrechnung angesehen werden kann:

,Gesucht wird die Bahnkurve eines Massenpunktes, der sich unter
dem Einfluss der Schwerkraft in kiirzester Zeit vom Punkt A zum
Punkt B bewegt.*

Die Traktrix, eine sogenannte Schleppkurve, wird von einem Mas-
senpunkt beschrieben, der an einer Stange gezogen wird (Abbildung
5.6).

Fiir jede Tangente an die Traktrix ist die Linge des Segments
zwischen ihrem Beriihrpunkt und der y-Achse konstant gleich 1.

Durch Rotation der Traktrix entsteht die sogenannte Pseudosphére
aus Abbildung 5.7, deren Gauflsche Kriimmung in jedem reguldren
Punkt gleich —1 ist.

Grob gesprochen ist die Gaulsche Kriimmung in einem Punkt einer
zweidimensionalen Fliche im R? das Produkt aus der maximalen und
minimalen Krimmung in verschiedene Richtungen. Bei der Sphére
vom Radius 1 ist sie konstant +1.!

INach dem Theorema Egregium von Gaufl handelt es sich in der Tat um eine intrinsische GroBe, die
nicht vom umgebenden Raum abhéngt.
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-0.5

Abbildung 5.6: Traktrix.

v) Die Klothoide (Abbildung 5.8) wiederum ist aus dem StraBenbau

bekannt.

Sie wird verwandt, um ein Kehre mit kontinuierlich anwachsender

Kriimmung an ein Geradenstiick anzupassen.

Ein Kreisbogen beispielsweise kann nicht direkt an ein Geradenstiick
angeschlossen werden, da dies einen nicht beherrschbaren Sprung in

der Kriimmung zur Folge hétte.

5.2 Parametrisierte Kurven im R” (Spur; regulire Kurve; Dop-

pelpunkte; Rektifizierbarkeit; Bogenlinge; Parametertransformation)

Unter einer (parametrisierten) Kurve im R", n > 2, versteht man eine

stetige Abbildung v: I — R",
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Abbildung 5.7: Pseudosphére.

Abbildung 5.8: Klothoide.

~y(t) = : , tel,
’Vn(t)

wobei I C R ein (evtl. verallgemeinertes) Intervall bezeichnet.
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Abbildung 5.1 stellt eigentlich die Spur der Helix oder Schraubenlinie

a cos(t)
v({t)= | asin(t) | , teR,
bt

dar, wobei a, b > 0 fixierte Konstanten bezeichnen.

Dabei ist die Spur einer Kurve per definitionem (vgl. Teil I, Definition 1.2)

bild (v) = {x € R": x=~(¢t) fireint € [ =R} .

Zu beachten ist, dass unterschiedliche Kurven dieselbe Spur haben kénnen
und dass eine Kurve nicht notwendig injektiv sein muss, d.h. es kénnen
Doppelpunkte (a(t1) = af(ty) fir t; # to € I) existieren.

Zudem fehlt in den Skizzen des vorangegangenen Paragraphen jegliche
Information dariiber, mit welcher Geschwindigkeit und in welche Richtung
die Kurve durchlaufen wird (man erinnere sich an die geometrische und
die kinematische Interpretation der Ableitung aus Teil II, Kapitel 5.1,
insbesondere Abbildung 5.1 und Abbildung 5.2).

Dabei bendétigt man noch:

Definition 5.1. DIFFERENZIERBARE, PARAMETRISIERTE KURVE

i) Eine Kurve v heifst (stetig) differenzierbar, falls alle Funktionen
(Komponenten) v, 1 < k < n, differenzierbar (bzw. stetig differen-
zierbar) sind.

Ist v differenzierbar, so heifit
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Tangentenvektor (oder Tangentialvektor) der Kurve v zum Parame-
terwert t.

it) Ist ~v: I — R" differenzierbar, so heifst die Kurve reguldr, falls
v'(t) # 0 fiir allet € 1.

In diesem Fall +'(t) # 0 heifit v/ (t)/||7/(t)|| Tangenteneinheitsvektor.

Andernfalls heifit ein Parameterwert t € I mit v/ (t) = Q singuldr.

Beispiele.

i) Die Kurve

cos(t)

a(t) = ( Sm(t>) . telo,2n) .

hat als Spur die Einheitskreislinie im R2.

Die gleiche Spur (zweimal durchlaufen) hat die Kurve
_ . [ cos(2t)
a(t) = ( sin(2t) ) , tel0,2m).

i1) Der Punkt 0 = a(1) = a(—1) ist ein Doppelpunkt der Kurve (Abbil-

dung 5.9)
21

Trotzdem koénnen Tangentialvektoren zu den Parameterwerten ¢ = 1
und ¢ = —1 erkléirt werden.
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Abbildung 5.9: Eine regulidre Kurve mit Doppelpunkt.

0.1

0.0 T T
0.1 0.2

-0.11

Abbildung 5.10: Neilsche Parabel.

i11) Die Neilsche Parabel (siehe Abbildung 5.10),

a(t):(;z) . teR,

ist im Punkt ¢ = 0 singular.
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iv) Man betrachte die Kurven «, &: R — R? skizziere deren Spur und
iiberlege, ob die Kurven regulér sind:

Die Lange einer Kurve.
Die Idee zur Definition der Lange einer Kurve ist die Folgende:

Man approximiere eine Kurve mit Polygonziigen, d.h. Punkte auf der
Spur der Kurve werden (affin) linear (mit Strecken) verbunden (siche
Abbildung 5.11).

ot;)

4 IN

Abbildung 5.11: Zur Rektifizierbarkeit einer Kurve.

Dazu sei in Erinnerung gerufen, dass per definitionem eine Zerlegung Z =
{to,t1,...,tn} eines Intervalls [a, b] eine Menge von Punkten

a=th<t1 <---<ty=b
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ist. Damit setzt man:

Definition 5.2. REKTIFIZIERBARKEIT UND BOGENLANGE

FEs sei a: [a,b] — R" eine Kurve und fiir eine beliebige Zerlegung Z des
Intervalls |a,b] sei

N
L(Z) = Z la(tive) = a(t)]l -

i) Gibt es eine Konstante M, so dass fir jede solche Zerlegung
L(Z) < M gilt, so heifst « rektifizierbar.

it) Die (Bogen-) Linge der Kurve ist in diesem Fall

L:=supL(Z2).
z

Im Folgenden werden nur hinreichend glatte Kurven betrachtet (zumindest
stiickweise) und im Grenzwert ergibt sich

Satz 5.1. LANGE EINER KURVE

Jede stetig differenzierbare Kurve a: [a,b] — R" ist rektifizierbar, und ihre
Linge berechnet sich zu

L= / ()]l dt

Beispiel. Im R? sei ein Graph betrachtet, d.h. eine Kurve der Form

t

a(t) = <g(t)> . telal].
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Dann ist

L= / VT (@70 dt

Parametertransformationen fiir Kurven.

Die Vorstellung bei einer Parametertransformation ist es, dass die Spur
der Kurve mit einer anderen Geschwindigkeit durchlaufen wird.

¢ o
- '
O *—ae
Yoo @
e

Abbildung 5.12: Eine Parametertransformation.

Definition 5.3. PARAMETERTRANSFORMATION FUR KURVEN

FEs sei a: [a,b] — R™ eine parametrisierte Kurve, [a, f] C R ein weiteres
Intervall und ¢: o, 5] — [a,b] eine bijektive, stetige Abbildung.

i) Dann ist die Komposition

a:=aoyp: [a,f] = R"

eine parametrisierte Kurve im R"™, die die gleiche Spur wie o hat.
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i1) Die Parametertransformation ¢ heifit orientierungstreu (bzw. orien-

tierungsumkehrend), falls die Abbildung monoton wdchst (bzw. mo-
noton fallt).

i) Sind sowohl @ als auch die Umkehrabbildung ¢~1: [a,b] — [, 8] stetig
differenzierbar, so heifit ¢ eine C'-Parametertransformation.

Als Ubungsaufgabe beweist man leicht den folgenden Satz mithilfe der
Substitutionsregel.

Satz 5.2. INVARIANZ

Die Linge einer requliren parametrisierten Kurve ist invariant unter C'-
Parametertransformationen.
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5.3 Ubungsaufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 1. Es seien positive reellen Zahlen a, b, ¢ fixiert mit ¢? = a® + b2,
Betrachten Sie die parametrisierte Kurve a: R — R3?,

)
)

CLCOS(

Olmwalw

a(s) = | asin (

b—
C

i) Berechnen Sie t(s) = o/(s) und zeigen Sie: ||o/(s)|| = 1 fur alle s € R
(man nennt a nach Bogenlénge parametrisiert).

it) Berechnen Sie o'(s), ||a”(s)|| (fiir eine nach Bogenliange parame-

trisierte Kurve ist [|a”(s)|| die Kriimmung x(s) der Kurve) sowie
n(s) :=a"(s)/||a”(s)| (n(s) heiBt Normalenvektor).

i1i) Berechnen Sie b(s) = t(s) xn(s) (b(s) heifit Binormalenvektor) sowie
7(s) mit

(7(s) heifit die Torsion und legt zusammen mit x(s) die Kurve bis auf
sogenannte eigentliche Bewegungen fest).

iv) Skizzieren Sie die Kurve und tragen Sie in einem Punkt die Vektoren
t(s), n(s) und b(s) ein (das sogenannte Frenetsche Dreibein).
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Aufgabe 2. Betrachten Sie die Kurve im R? (Zykloide)

a(t):<t_sm(t)> , 0<t<2rm.

1 — cos(t)

i) Skizzieren Sie die Kurve. Tragen Sie in die Skizze fiir ein 0 < ty < 7
auch die Tangente an die Kurve und deren Schnittwinkel ¢ mit der
x-Achse ein.

i1) Berechnen Sie die Léange der Kurve.

i1i) Es sei 0 < ty < m. Berechnen Sie den Winkel ¢ € (0,7/2), den die
Tangente in «(ty) an die Kurve mit der x-Achse einschliefit.

iv) Nun sei o wie oben fiir ¢ € (0,47) definiert. Handelt es sich um eine
regulare Kurve?

Aufgabe 3. Betrachten Sie fiir fixiertes a > 0 die Kurve (Klothoide) a:

R — R? mit
t
/ coS (%52> d&
at) = < x(t) > —aym| 7’ fir alle t € R.

i) Handelt es sich um eine regulére Kurve? Berechnen Sie zu gegebenem
t € R die Bogenlange der Kurve:

s(t) = / o/ (©)llde -
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i1) Zeigen Sie, dass die orientierte Kriitmmung

2 y// _ x”y’

[(@)2 + ()2])*?

k(t) ==

der Kurve proportional zur Linge s(¢) des Bogens ist und skizzieren
Sie eine Kurve mit dieser Eigenschaft (also z.B. die Klothoide).

Aufgabe 4. Es sei g: (—¢,¢) — R (e > 0 hinreichend klein) eine Funktion
mit g(0) = 0 und

1
g'(s) = fir alle s € (—¢,¢) .

V14 g%(s)/2

Die Kurve a: (—¢,¢) — R3 sei gegeben durch

1

1 - 192(5)
a(s) = 9(s)
1+ 292(8)

Berechnen Sie (analog zu Aufgabe 1) die Kriimmung (0) und die Normale
n(0) an die Kurve a in s = 0. Berechnen Sie

1 1 —1 1 —1 0 0
0| +(a(s),— 0 — 0 | +(a(s), | 1
1 <()\/§ 1 >\/§ 1 <() 0 > 0

und zeigen Sie, dass es sich bei der Kurve a um eine Parabel handelt.

—
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Aufgabe 5. Zeigen Sie Satz 5.2.




Kapitel 6

Differentialrechnung in mehreren
Veranderlichen

6.1 Ableitungen (partielle Ableitung; (stetig) partiell differenzierbar;
die Klasse C'(U); totale Differenzierbarkeit; Nabla-Operator; Gradient;
Richtungsableitung; Tangentialebene; Differential; Jacobi-Matrix; Funktio-
nalmatrix; Polarkoordinaten; krummlinige Koordinaten; Differentialopera-
toren (in krummlinigen Koordinaten); Vektorfeld; Divergenz; Rotation;

Laplace-Operator; hohere Ableitungen; Vertauschbarkeit von Ableitungen)

Im letzten Paragraphen wurden Kurven im R" diskutiert, d.h. Abbildun-
gen f: RD I — R".

Im Gegensatz dazu sei jetzt zunéchst der Bildbereich reell und

1o
f: R"DOU—-R, U>sx= : — f(x) eR.

Lm

Es ist nicht evident, wie der Ableitungsbegriff auf den Fall mehrerer
Verédnderlicher verallgemeinert werden kann — hier kann kein Differen-
zenquotient betrachtet werden, da durch eine vektorwertige Grofle nicht
dividiert werden kann.

Im Folgenden sei U C R™ stets eine offene Menge.

187
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Was erwartet man von einer Ableitung?

Betrachtet sei f: R™ — R.

i) Die Ableitung der Funktion f soll eine lineare Abbildung R™ — R
sein, die f in gewissem Sinne approximiert.

Diese (affin) lineare Abbildung entspricht im Fall einer Verénderlichen
der Tangente an den Graphen der Funktion in einem Punkt.

In Fall m = 2 muss als natiirliche Verallgemeinerung die sogenannte
Tangentialebene betrachtet werden (vgl. Abbildung 6.1).

Abbildung 6.1: Approximation mit einer Tangentialebene.

i1) Eine lineare Abbildung R™ — R kann nach dem obigen Exkurs mit
einer Matrix A € M(1,m), d.h. mit einem Zeilenvektor identifiziert
werden, d.h. gesucht ist ein geeigneter Zeilenvektor als Représentant
der Ableitung.
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i14) Variiert man die unabhéngige Variable x nur in eine Koordinatenrich-
tung e und hilt die anderen Koordinaten fest, so ist die Situation
analog zu der einer Funktion nur einer Verénderlichen.

Geometrisch betrachtet man eine Kurve auf dem Graphen (vgl. Ab-
bildung 6.2 und Abbildung 6.3).

Abbildung 6.2: Es wird nur in e®-Richtung variiert.

iv) Nach iii) sollten gewisse Arten eindimensionaler Ableitungen die Ein-
tragungen des Zeilenvektors aus ii) sein.
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Partielle Ableitungen.

Definition 6.1. PARTIELLE ABLEITUNGEN

FEs sei f: R™" DU — R.

i) Es heifit f im Punkt x0 € U partiell differenzierbar bzgl. der it
Koordinatenrichtung, falls der Grenzwert

L) = D)

ezistiert, wobei €V, 1 < i < m, den i'*" Einheitsvektor der Standard-
basis des R™ bezeichne.

D f(x ) heifit dann die it partielle Ableitung von f im Punkt x(0).

i1) Es heift f partiell differenzierbar in U, falls D;f(x) fir alle Punkte
x € U und fir allei =1, ..., m existiert.

Bei der partiellen Ableitung einer Funktion wird nach Definition 6.1 fiir
ein fixiertes x(Y) € U und fiir ein fixiertes 1 < i < m die folgende Funktion
einer Verdnderlichen betrachtet:
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U

(
tes fO) = o) = | 20+t | = Fx? +1e?) .
(

Mit dieser Notation ist

Dif (X(O)) - h—}(i)nﬁ;éo h

d .
= af (x© +te) -0 -

Mit anderen Worten: Man leite nach der /" Variablen ab, die restlichen
m — 1 Variablen sind fixiert (eingefroren) (vgl. wieder Abbildung 6.2).

Bemerkung. Somit dibertragen sich die Rechenregeln fir ,d/dz“ auf die
Differentialoperatoren D;.

Man betrachte beispielsweise die Funktion

flx) = (zm:xQ)l =z, U=R"-{0}.

1=1

Ist x # 0 fixiert, so ist flir alle: =1, ..., m

t|—>\/x%—|—---+(xi+t)2+~'+w%
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als Funktion einer Variablen differenzierbar, f ist fiir alle ¢ = 1, ..., m
partiell differenzierbar und es gilt

r; +1 T; T;

DZ' — - - .

Analog zum Fall der Betragsfunktion in einer Verdnderlichen kann die
Funktion nicht auf ganz R partiell differenzierbar sein, da im Nullpunkt
keine partielle Ableitung existiert.

Partielle Differenzierbarkeit und Stetigkeit.

Der Zusammenhang zwischen partieller Differenzierbarkeit und Stetigkeit
ist auf zwei unterschiedlichen Ebenen zu diskutieren:

i) Partielle Differenzierbarkeit und Stetigkeit der Funktion selbst.

Ein in sich geschlossener Differenzierbarkeitsbegriff sollte wie im
Fall einer Dimension ,stédrker® sein als der Begriff der Stetigkeit,
d.h. differenzierbare Funktionen sollten auch stetig sein.

Aus partieller Differenzierbarkeit folgt jedoch nicht einmal die Stetig-
keit der Funktion selbst, wie das folgende Beispiel (vgl. Ubungskapitel
6.7) belegt:

Es sei f: R™ — R, m > 2, definiert durch

19 ...Tm
fx)=¢ @+a3+-+a2)m
0 fiir

fir x#0,

|4
[«

Dann ist f zwar partiell differenzierbar, f ist im Nullpunkt aber nicht
stetig.
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it)

Partielle Differenzierbarkeit allein kann also nicht die geeignete
Verallgemeinerung des eindimensionalen Ableitungsbegriffes sein.

Partielle Differenzierbarkeit und Stetigkeit der partiellen Ableitungen.

Ist eine Funktion f: R — R differenzierbar, so ist die Ableitung nicht
notwendigerweise selbst eine stetige Funktion.

Dies kann man etwa anhand des Beispiels f: R — R,

z?sin(1/x) fir ©#0,

flz) =
0 fir =0,

einsehen.

Funktionen f: R — R, deren Ableitungen stetig sind, heiflen stetig
differenzierbar.

Funktionen f: R™ — R, deren partielle Ableitungen (in jedem Punkt
und in jede Richtung) existieren und selbst stetige Funktionen sind,
heiBlen stetig partiell differenzierbar oder von der Klasse C*.

Differenzierbarkeit.

Stetige Differenzierbarkeit ist nach dem Beispiel ein ,stiarkerer Begriff als
,hormale* Differenzierbarkeit und ,,zwischen® partiell differenzierbar und

stetig partiell differenzierbar hat man den Zugang als lineare Approxima-

tion im Sinne von Definition 6.2.
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Definition 6.2. DIFFERENZIERBARKEIT

)

i)

Kapitel 6. Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Die Funktion f: R™ D U — R heifit in einem Punkt x©) € U (total)
differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung A = A(g(o)),

A?): R" - R

gibt, sodass fiir eine Umgebung von x*) und fiir alle § € R™ aus dieser
Umgebung gilt:

FEY+¢) = F(x9) + AL + () .

Hierbei ist ¢ in einer Umgebung der Null definiert und es gilt:

. w(§)

T .
=0 [€]]

Die lineare Abbildung A (und thre Matrizdarstellung als Zeilenvektor
bzgl. der kanonischen Basen) ist eindeutig bestimml und heifst die
Ableitung von f im Punkt x©.

Notation: Fiir die lineare Abbildung wird auch geschrieben

A") = Df(x") = grad f(x7) = Vf(x"),

die Spechweise fir Vf lautet: Gradient von f (V heifit Nabla-
Operator).

Die Funktion f heiffit in U (total) differenzierbar, falls sie in jedem
Punkt xV) € U (total) differenzierbar ist.
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Wie oben bereits angedeutet ist, gilt der folgende Satz.

Satz 6.1. IMPLIKATIONEN ZUR DIFFERENZIERBARKEIT

Fiir eine Funktion f: R™ D U — R gelten die Implikationen

f st auf U stetig partiell differenzierbar
= fist auf U (total) differenzierbar

= f st auf U partiell differenzierbar

und die Umkehrungen sind im Allgemeinen falsch.

Beispiele differenzierbarer Funktionen.
i) Essei f: R — R,
fx) = [I]* .

Die Funktion f ist von der Klasse C'(U), wie anhand der partiel-
len Ableitungen verifiziert wird und nach Satz 6.1 ist f differenzierbar.

Dies kann ebenso iiber die Definition verifiziert werden: Es gilt in
jedem Punkt x( € R™:

F+8) - =) = i DI



196 Kapitel 6. Differentialrechnung in mehreren Verédnderlichen

Ein Vergleich mit der Definition der (totalen) Differenzierbarkeit zeigt,
dass f in jedem x(*) € R™ differenzierbar ist mit

Es ist also A (als Matrixdarstellung interpretiert) genau der Gradient
von f im Punkt x(©),

i1) Es sei f: R™ — R,
fx) = x|

Auf R™ — {0} ist f von der Klasse C?, also (total) differenzierbar.

Im Punkt {0} beobachtet man zunéichst:

fO+8) - f(0) = [i£]l = [Zﬁ] :

1=1

Wiire f in x(© (total) differenzierbar, so hiitte man nach der Definition
6.2 (totaler) Differnezierbarkeit

. p(é)
0 = lim——
=0 |[€]
i fO+¢—-f0) Ag i 1_&
= £]] S 1€

Nach Annahme existiert der Grenzwert und fiir jede gegebene Null-
folge {§(">} ist
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lim —=1.

Der Widerspruch ergibt sich aus der Tatsache, dass { - (”)} ebenfalls
eine Nullfolge ist, dass jedoch gilt

A A
—1:—11111W: hm#.
n—00 H§ H n—00 H _§ H

Demnach ist f in 0 nicht (total) differenzierbar, wie es von der
Diskussion der Betragsfunktion in einer Verdnderlichen zu erwarten
war.

Generalvoraussetzung. Im Folgenden wird in der Regel als wesentliche
Vereinfachung stets angenommen, dass die betrachteten Funktionen zumin-
dest von der Klasse C' sind.

Kurven auf dem Graphen.
Um nun das Verhalten einer Funktion nahe eines Punktes zu charak-
terisieren (und nicht nur in die fixierten Koordinatenrichtungen), sei

vorangestellt:

Erinnerung. Im Fall m = 1 ist der Graph einer Funktion f die Spur der

Kurve im R?:
ww:(f@),

der Richtungsvektor der Tangente im Punkt t ist gegeben durch
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V(t) = ( f’it) ) :

Im Fall m > 1 ist der Graph aber nicht mehr die Spur nur einer Kurve.

Idee. Die Geometrie des Graphen {(x, f(x)) : x € U} € R™ soll durch
das Studium der Gesamtheit aller Kurven auf der Fliche analysiert werden.

Dazu sei f: U — R von der Klasse C! und ¢ sei eine C'-Abbildung eines
(verallgemeinerten) Intervalls I nach U (eine Kurve im R™).

Dann ist eine Kurve auf dem Graphen von f (vgl. Abbildung 6.3) von der
Form

p1(t)

. [ —» R™L t) =
yil— 7(?) o)
fop(t)

Um die Differenzierbarkeit der Kurve v einzusehen und die Ableitungen
berechnen zu koénnen, wird eine Kettenregel fiir die letzte Komponente
bendtigt:

Satz 6.2. KETTENREGEL FUR KURVEN AUF DEM GRAPHEN

Es sei f € CYU), es sei @: [a,b] — R™ eine C1-Kurve im R™ und es gelte
#(la,b]) CU.

Dann ist die Komposition f o : [a,b] — R ebenfalls von der Klasse C1
und es gilt fir alle ty € (a,b)

) = 3 77 (ot

1=1
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(x(1),y (1), f(x(t),y(1)))
—

— N/
(x(0).y(t) /_/

Abbildung 6.3: Eine Kurve auf dem Graphen von f.

Beweisidee. Zur besseren Veranschaulichung sei lediglich der Fall m = 2
betrachtet.

Zum Beweis muss der Differenzenquotient

fle(to+h)) — fle(to))
- .

betrachtet werden.

Der Vektor ¢(tp + h) € R wird mit Funktionen Ay, = Api(h), Apy =
Ao (h) geschrieben als

o(to +h) = o(ty) + ApreV) + Apre? |

wobel (g(l), 2(2)) die kanonische Basis im R? bezeichnet.
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Man erhalt

fe(to+h)) — f(e(to))
h

fo(to) + ArpreV) + Apre®) — f(e(t0))
h

feto) + Arpre™) + Apse®) — f(p(ty) + Apre)
h

+f(%0(t0) + AjpreM) — f(o(ty))
h

Apa(h)

Apy(h)
h )

Q

D f ((to)) + D1 f((to))

wobei das Symbol ,,~“ anhand der Voraussetzungen mit dem Mittelwert-
satz (Teil 11, Satz 5.7) zu prézisieren ist. O

Der Gradient als Zeilenvektor.
Ist f von der Klasse C' und x(¥) € U fixiert.

Die lineare Abbildung (die Ableitung) nach Definition 6.2 sei mit
A = A(xg) bezeichnet.

Die Definition ergibt (§ # 0)

FEO+&) - fx) _ 4L e

H R

Der kanonische Einheitsvektor e, i € {1,...,m}, sei fixiert.
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Wie bereits angemerkt ist

o FEO rel) - f(x)

— D. f(x©
t—0, t£0 t Dif x) - 2)

In (1) kann insbesondere £ = te”, ¢ > 0, gewihlt werden, d.h.
f(x© +te?) — f(x©)

(4)
X @ , ¥ (tQ )
" = Ae'” + —

(3)

Im Grenzwert ¢t — 0 konvergiert die rechte Seite von (3) gegen Ae!” und
ein Vergleich von (2), (3) ergibt

Dif(x") = Ae! .

Wird A bzgl. der kanonischen Basis als Zeilenvektor (a1 as ... ap)
geschrieben, so gilt schlieBlich Ael) = q;.

In der Darstellung als Zeilenvektor bzgl. der kanonischen Basis stehen im
Gradienten also die partiellen Ableitungen von f.

Man definiert den sogenannten Nabla-Operator als den ,,Zeilenvektor*
o 0 0
v (L2 Py
0xr1 0xo ox,,

was symbolisch geschrieben ist fiir

of of of

gradf(x) :== Vf(x) := <a—x1 pr %)(z) :
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Richtungsableitungen.
Es sei wieder f wie oben und x(¥ € U fixiert.

Anstelle eines kanonischen Basisvektors kann ebenso ein Vektor v betrach-
tet werden, der hier auf die Lénge eins normiert sei, ||v|| = 1.

Nun sei ¢: (—¢,¢) — U, € > 0 hinreichend klein,

o(t) = x4 ¢v .

Die Richtungsableitung von f im Punkt x(¥) in Richtung v ist nach Satz 6.2
(vgl. Abbildung 6.4)

D f(x®) = L

Abbildung 6.4: Zur Richtungsableitung.

Mit Hilfe der Richtungsableitung wird das Verhalten von f bei x( in
Richtung von v analysiert.
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Ist v = e, so erhilt man wieder die '¢ partielle Ableitung, i = 1,..., m.

Interpretationen des Gradienten.

)

it)

i)

Betrachtet man in einem fixierten Punkt x(¥) die Richtungsableitungen
in alle moglichen Richtungen v, also den Ausdruck

VixMy, |vl=1,

so erkennt man, dass dieser Ausdruck maximal wird, falls v in
Richtung von V f (eigentlich des transponierten Vektors) zeigt:

Als Spaltenvektor im R™ zeigt V f(x(”)) in die Richtung des stirksten
Anstiegs von f im Punkt x(©.

Zu einer dhnlichen Interpretation gelangt man, wenn die Funktion
f mit Hilfe von Hohenlinien diskutiert wird (sieche Ubungskapitel 6.7).

Es sei der Anschaulichkeit wegen 0. E. m = 2, dh. f: R2 DU — R
und es sei f eine Abbildung der Klasse C(U).

Es sei weiter ein beliebiger Punkt x(¥ € U fixiert, in dessen Nihe
die Abbildung f durch das Verhalten von Kurven auf dem Graphen
analysiert werden soll.

Dazu sei ¢ eine beliebige C-Kurve in U, ¢: (—¢,e) — U, ¢ > 0

hinreichend klein, mit ¢(0) = x(©.
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Die Kurve v auf dem Graphen von f,

7 (mee) 2R, )= walt) |,

o A4(0)
e (i)
1(0)
- 5(0)
L (x0)61(0) + 7 ()40
1 0
- Ao " |+ao| !
g_gi(_m)) 3_52(_<o>
Man setzt schlieBlich
1 0
u = 0 , V= ! :
g_i(x<o>) g_;(x@
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wobei diese beiden Vektoren nur von der Abbildung f und dem Punkt
x(") abhiéngen, nicht aber von der Kurve ~:

Tangentenvektoren an beliebige Kurven auf dem Graphen von f liegen
in der sogenannten Tangentialebene

TE(O)f = {XE RS X = )\E"‘ML )‘7 JIAS R} )
die von den Vektoren u und v aufgespannt wird.

(0)
Anschaulich stellt man sich diese Ebene im Punkt ( fz_;(‘”) ) € R3

»angeheftet“ vor (in vollstdndiger analogie zur Tangente an die Kurve
im Fall m = 1). Die Situation ist bereits in Abbildung 6.1 skizziert.

Man betrachte beispielsweise die Funktion f: R? — R,

f(x)=c+ai+a3,

wobei ¢ > 0 eine positive Konstante bezeichne. Es handelt sich hier
um ein Paraboloid, wie es in Abbildung 6.5 skizziert ist.

Mit obiger Notation ist

1 0
u= 0 ) V= 1 )
25131 2:13‘2

im Punkt 0 wird die Tangentialebene Ty f aufgespannt von den Vek-
toren
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Abbildung 6.5: Paraboloid.

Tof ist die e e _Ebene im R?.

Im Ubungskapitel 6.7 ist die geometrische Situation anhand weiterer
Beispiele ausfiihrlich analysiert.

In Teil II, Kapitel 5.1, siehe auch Teil 11, Kapitel 7.1, wurde die Ablei-
tung einer glatten Funktion einer Verénderlichen als Approximation
erster Ordnung interpretiert, d.h.

f(@) = f(zo) + f'(xo)(x — o) + ...,

wobei ,,...“ fiir Terme hoherer Ordnung steht, die in der N&he eines
fixierten Punktes xy im besten Fall |, vernachléssigt“werden kénnen.

Es handelt sich hier um eine (affin) lineare Approximation.

Analog gilt — wie oben bereits angedeutet ist — fiir glatte Funktionen
f:R™ > U — R, in der Nihe” eines jeden Punktes x(*) € U
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fx) = fEN+ Vi) (=x-—xO)+. ...

Der Gradient wird in diesem Sinne als (affin) lineare Approximation
einer Funktion f bei x(¥) interpretiert.

Vektorwertige Funktionen mehrerer Verdnderlicher.

Im Fall einer vektorwertigen Funktion f: R™ D U — R" ist die Ableitung
in Verallgemeinerung der obigen Betrachtungen als

lineare Abbildung DF : R™ — R"

zu interpretieren, d.h. als Darstellung bzgl. der kanonischen Basis ist statt
des Gradienten als Zeilenvektor eine Matrix zu betrachten.

Detfinition 6.3. JACOBI-MARTIX

Es sei f: R™ D U — R" von der Klasse CY(U;R"), d.h. alle partiellen
Ableitungen aller Komponentenfunktionen existieren in jedem Punkt aus
U und seien stetige Funktionen auf U.

Dann heifit die Matriz A = A(xY) (auch als lineare Abbildung interpre-
tiert), bestehend aus allen partiellen Ableitungen in einem Punkt x0 eU,

A= Df(X(O)) — Jf(z(o)) - (8fz)]—1 ..... m . M(n’m) |

das Differential oder die Jacobi-Matrix oder die Funktionalmatrixz von f
n x(©)
i x\V.
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Beispiele.

i) Im Falln =1 ist A(x")) der Gradient von f im Punkt x(©).

it) Es sei f: R? — R3,

Dann ist f von der Klasse C1(R% R3) und fiir jedes x € R? ist

2%1 1
A= A(X) = Ty T
e 0

Gibt es eine Verallgemeinerung der Kettenregel?

In Verallgemeinerung von Satz 6.2 sei hier die Kettenregel als eine der
wichtigsten Regeln der Differential- und Integralrechnung festgehalten
(vgl. Abbildung 6.6).

Satz 6.3. KETTENREGEL

Es seien U CR™, V C R¥, g: U — Rk, f: V — R", es gelte g(U) C V
und die Abbildungen f, g seien von der Klasse C1.

Dann ist auch die Abbildung f o g: R™ D U — R™ von der Klasse C' und
in jedem Punkt x\") € U gilt

D(fog)x"") = Df(g(x"))Dg(x") .
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g(U)

- g(x) X |/

/v :
g f

—_—————

fog

Abbildung 6.6: Zur Kettenregel: U C R™, V C RF, R".
Beispiel. Im Spezialfall [ reellwertig (n =1) gilt (h:= fog)

Dh(x") = Df(g(x"))Dg(x")

— (") . 2 (ox))
D) . S ()
g_?i(_<o> %(_w))
Insbesondere ist (i =1,...,m)

k
gf =" =2 a—f.(g(z(“))) ag? (x©) .

209
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Eine Anwendung der Kettenregel: Der Nabla-Operator in Polar-

koordinaten.

Es sei (Polarkoordinaten)

U={(;):O<T,O<g0<27r},

o () () rewen

)
¢
U
27 8 ¢
r
Abbildung 6.7: Polarkoordinaten.
Dann gilt fiir h = f o g:

oh  of of |

o = o Wre) cos) + 5 (g(r. ) sin(e)

o  of of

% dxq

= (9(r, ))rsin(e) + a—@(g(ra )7 cos(e) .
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Multipliziert man die Gleichung (4) mit 7 sin(y), Gleichung (5) mit cos(y)
und addiert sie anschlieffend, so folgt

0 0 cos(p) 0

52s (g(r, gp)) = sin(gp)ath " %h : (6)

Wird die Gleichung (6) wiederum in (4) eingesetzt, so folgt

0 0 sin(yp) 0

. (9(r. ) = COS(SO)Eh - @h- (7)

Die Beziehungen (6) und (7) werden symbolisch geschrieben als

g 0 sin(y) 0
Or1 COS(SO)@T r 0p’
g . 0 cos(p) O
oxy Sm(‘p)ar L Do’

es handelt sich um den Nabla-Operator in Polarkoordinaten .

Analoge Ausdriicke kénnen auch fiir andere krummlinige Koordinaten her-
geleitet werden.

Die Idee bei der Einfithrung des Nabla-Operators in Polarkoordinaten ist,
dass die Ausnutzung einer evtl. gegebenen Rotationssymmetrie Rechnun-
gen deutlich vereinfachen kann.

Zu einer in kartesischen Koordinaten gegebenen Funktion f(x) sei bei-
spielsweise als relevante GroBe das Vektorfeld V f: R? — R? zu analysieren.

Dieses Vektorfeld wird in Polarkoordinaten dargestellt, indem
(V1) (g(r,¢)) betrachtet wird.
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Das ist zu unterscheiden von dem Ausdruck V( f (g(r, gb))), dem eine

vollig andere Bedeutung zukommt (V = V|, bezeichnet in diesem Fall
die Ableitung nach den Koordinaten r und ¢).

Zur Veranschaulichung sei die Funktion f: V = R? — {x € R*: 7 = 0}
betrachtet, sodass fiir alle x € V'

f(x) = arctan <@> :

x1

Das Gradienten-Vektorfeld V f(x) ist folglich

) 1
2 2 79 2
T]+ T3 T+ T3

Vf(g)—( ) fir alle x € V.

Man erkennt fiir alle x € V'

IV /()] = é (VF(x).x) =0

sodass sich die Einfithrung von Polarkoordinaten anbietet.

In diesem einfachen Beispiel kann direkt berechnet werden:

(V) (glr, @) = < () COS(@) .

r r

Anhand des Beispiels soll das allgemeine Schema kurz erortert werden:

Betrachtet wird h(r,¢) = f(g(r,¢)), zu berechnen sind zunéchst dOh/dr,
Oh/0¢ und daraus (Vf)(g(r,¢)).
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Es ist im Beispiel

f(x) = arctan (%>,

X1

= arctan TSiIl(C,O) = arctan { tan =
h(?”, ()0) - t <’I“COS(Q0)> t (t (@)) © -

Folglich ist

und aus der Darstellung des Nabla-Operators in Polarkoordinaten erhélt
man

(V) (g(r ) = (5—;(9(7’,@)),5—1{;(9(%9@))>

_ ( Sin(s@), COS(@)) |

der Formalismus verifiziert so leicht das vorab berechnete Ergebnis.

Spezielle Differentialoperatoren.

In den Anwendungen spielen neben dem Gradienten weitere spezielle
Differentialoperatoren eine herausragende Rolle:
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Definition 6.4. div , rot , A

Fin Vektorfeld auf U ist eine Abbildung

F: R">U—R",

also eine Abbildung, die jedem x € U wieder einen Vektor F(x) € R™

zuordnet. (Beispiel: x — V f(x) als Spaltenvektor interpretiert).
i) Es heifst

v F(x) = (V7 () i= 3 5l ) € R

die Divergenz des Vektorfeldes F' im Punkt x € U.

i1) Ist speziell m = 3 und, so heifst

o _ 05

6$2 8’1;’3

rot F(x) = (VI x F)(x) = | 8 -%5 | (x) e R?
OFy _ 0k
8331 6.1?2

die Rotation des Vektorfeldes v im Punkt x € U.

ii1) Man setzt

Af(x) := div grad f(x) = Z aii (gg) (%),

7

wobei A Laplace-Operator heift.
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Bemerkungen.

i) Die Divergenz ist ein Maf fiir Quellen und Senken eines Vektorfeldes.

In der Fluid-Mechanik bedeutet ,div Geschwindigkeitsfeld = 0“ die
Massenerhaltung tm inkompressiblen Fall.

it) Die Rotation gibt Informationen tber mogliche Wirbel eines Vektor-
feldes.

i1i) Die partielle Differentialgleichung Af = 0 heifit die Potentialglei-
chung, die Lésungen sind sogenannte harmonische Funktionen.

iv) Beziehungen wie ,rot grad = 0% werden im Ubungskapitel 6.7 disku-
tiert.

Beispiele.

i) Es sei F(x) =

Ox;
div F(x Z (9@ Z azl =

=11

1/2
i1) Es sei f(x) = (Z”ﬁ 962) , U=R™—0. Dann gilt (V[ als Spalten-

vektor geschrieben)

Vi) = @ e R™

und man berechnet
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8 €T;
Ox; f(x)

= 1 €T; ZT;
- 21: [f(z) - f%z)f(z)]

G | 1 m—1
- Lzl:f(z)] X

Af(x) = div grad f(x) = zm:
=1

Ho6here Ableitungen.

Oben sind bereits partielle Ableitungen D; f selbst als Abbildungen U — R
aufgefasst worden.

So kénnen — wie bereits im Spezialfall des Laplace-Operators geschehen
— auch allgemein hohere Ableitungen eingefiithrt werden, wobei hier der
Einfachheit halber der skalare Fall n = 1 betrachtet wird.

Definition 6.5. HOHERE ABLEITUNGEN

Es sei f: U — R wvon der Klasse CY(U) und die partiellen Ableitungen
D;f: U —- R, ¢ =1, ..., m, seien selbst wieder partiell differenzierbar
(und nach der Generalvoraussetzung stetige Funktionen auf U ).

Dann heifst f zweimal (stetig) differenzierbar mit partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung D;D;f, i =1, ..., m,j=1, ..., m.

Notation: f € C*(U).

Bemerkung. Induktiv werden Ableitungen k'" Ordnung, k > 2, definiert.



Kapitel 6. Differentialrechnung in mehreren Verédnderlichen 217

Beispiel. (Laplace-Operator in Polarkoordinaten) Die zweimalige Anwen-
dung von (6) und (7) liefert in Polarkoordinaten (wieder in der symboli-
schen Schreibweise) (siche Ubungskapitel 6.7)

0? 1 92 19

A= —F —— 4+ —— |
or? + r2 Q2 * ror

Wie hdngt D;D;f mit D;D;f zusammen?

Idee. Klarerweise sind die Ableitungen vertauschbar, falls

f(z):xil'rga aprR, U:RQ

Diese Eigenschaft iibertréagt sich auf hinreichend glatte Funktionen.

Satz 6.4. VERTAUSCHBARKEIT

Ist f: U — R von der Klasse C*(U), so gilt fiir allex € U, i, j=1,...,n,

*f
Ox;0z;

= D;D;f(x) = DiD, f(x) .

Vorsicht. Ohne die Generalvoraussetzung der Stetigkeit aller Ableitungen
st Satz 6.4 falsch.

Als Beispiel dient im Ubungskapitel 6.7:

2 2
Iy — Ty .
T1r9o———= flirx#0

0 fiir x

I
o)
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6.2 Der Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer
Veranderlicher (Multiindex)

In Kapitel Teil IT, Kapitel 7, ist der Satz von Taylor in einer Verédnderlichen
dargestellt.

Zuvor sind bereits in Teil II, Kapitel 5.2, lokale Extrema unabhéngig
davon diskutiert.

Ebenso kénnen aber notwendige und hinreichende Bedingungen fiir lokale
Extrema aus dem Satz von Taylor hergeleitet werden.

Diese Reihenfolge wird nun im Fall von Funktionen mehrerer Verdnderli-
cher gewahlt.

Es sei daran erinnert, dass im letzten Paragraphen das Differential als
,affin lineare Approximation“ einer Abbildung f: R™ — R interpretiert

ist. Zudem steht der Begriff ,hohere Ableitungen® zur Verfiigung.

In diesem Abschnitt wird die Taylorsche Formel als ,, Approximation
hoherer Ordnung® eingefiihrt.

Wieder ist im Folgenden U C R™ offen, f: U — R ist stets eine skalare
Funktion.

Bezeichnungen. Multiindizes: Es sei o = (aq,...,q;) ein m-Tupel
natiirlicher Zahlen mit

lali=a1+ -4 an,, a:=ala!. . ay!.

Ist f eine |a|-mal stetig differenzierbare Funktion, so setzt man

olel
DYf = DD ... DY .=
/ L2 m or ... Oxpy

mit D = D;...D;, i=1 ..., m.
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Weiterhin sei

«

x® = ax{txy? . anm

m

Dann gilt die Taylorsche Formel® (es wird exemplarisch die Lagrangesche
Restgliedformel angegeben, vgl. Teil II, Korollar 7.1, i7)).

Satz 6.5. TAYLOR-ENTWICKLUNG

Es seien x € U, § € R™ derart, dass fiir alle 0 <t <1 gilt x(0) +t§ e U.
Die Funktion f: U — R sei von der Klasse C**1.

Dann existiert ein 6 € [0, 1] mit

a f(x(0) D f(x9 + 6
f@@+f%=§:QJ§£l§+'§: f%ﬂ+_@§~

la| <k ' la|=k+1

Beweisidee. Man betrachte die Funktion einer Variablen

g: [0,1] =R, g(t):=fx"+1t).

Mit dem Satz von Taylor in einer Variablen und der Restglieddarstellung
folgt Satz 6.5. ]

Bemerkungen.

i) Nach Satz 6.5 ist

« (0)
F 9 = 3 PIE D oy

lo| <k

!Die Bezeichnungen aus Kapitel Teil II, Kapitel 7, iibertragen sich in natiirlicher Weise und werden
nicht erneut eingefiihrt.
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wobei o(||€||*) fiir eine Funktion (&) steht mit

€)
0)=0 wund im —=0.
#(0) -0, ¢20 ||€||F

i~ 5

Im Hinblick auf diese Notation sei an die Definition der Landauschen
Symbole erinnert.

i1) Damit die richtigen Vorfaktoren gewdhlt sind, ist unbedingt darauf zu
achten, dass in der Definition von D*f die partiellen Ableitungen in
geordneter Rethenfolge beginnend mait Dy bis hin zu D,, f auftauchen.

Ein Beispiel.
Als einfaches Beispiel betrachte man die Funktion

fiRE= R,  f(x)=en",

Um den Satz von Taylor anwenden zu kénnen, sind zunéchst die entspre-
chenden partiellen Ableitungen zu berechnen.

In der Summe entspricht der Summand mit || = 0 dem Multiindex
a = (0,0) und als Beitrag zur Summe erhélt man den Funktionswert an

der Stelle x(©.

Es sei nun |a| = 1. Hier sind die beiden Mulitiindizes (1,0) und (0,1) zu
betrachten:

Dif(x) = x0e™™ ,  Dof(x) = 21" .

Fiir |o| = 2 ergeben sich die Multiindizes (2,0), (1,1), (0,2) und zu be-
rechnen sind die Ableitungen
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DD, f(x) = x3e™" | DDy f(x) = (1 + zy20)e™™
D2D2f(§) e x%el’ll'Q .
Soll der Satz fiir £ = 2 angewendet werden, so bendtigt man die Ablei-
tungen bis zur Ordnung |o| = k£ + 1 = 3 mit den Multiinizes (3,0), (2,1),
(1,2), (0,3):
DlDlle(X) = x%exwg, D1D1D2f(§) — (2562 + $1$%>€$1x2,

D1D2D2f(§) = (23’}1 + l’giﬂ%)@xlm, DQDQDQf(X) = I’%@mlm .

Zur Vereinfachung bezeichne nun x (statt x(?)) einen fixierten Punkt. Es
folgt und fiir alle § € R?

e@i &) (ate) €T | 10 eT1T2E) 4 1qeM12E,

1 1
+§5’7§€$1$25% + (1 4 z129)e" 26169 + 533%6961@5%

+R(§)

wobei mit der Notation Z1 := x1 + 0&, To := 29 + 0&, 0 < 0 < 1 wie in
Satz 6.5, gilt

1 - 1 -
Rz(g) = gjgefﬁngi’) + 5(2@2 + f1f§)€x1x2§%€2

1 o 1 _
+E(2j1 + fzﬁ)@“”&fg + gfi’)exwzgg )

Insbesondere konvergiert also Ry(£) wie ||£]|* gegen 0 bei ||| — 0.

Bemerkung. Im Ubungskapitel 6.7 kann das Ergebnis dieses einfachen
Beispiels mithilfe des Satzes von Taylor in einer Verdnderlichen bestdtigt
werden.
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6.3 Extremwertaufgaben in mehreren Verinderli-

chen (notwendige Bedingung; Definitheit; Hessesche Matrix; hinreichen-
de Bedingung)

Da bei Extremwertaufgaben Funktionswerte verglichen werden und im R”
fiir n > 1 keine Relation ,,<“definiert ist, sind die folgenden Betrachtun-
gen nur im skalaren Fall f: R™ D U — R sinnvoll und kénnen nicht auf
vektorwertige Funktionen verallgemeinert werden.

Als Vorbereitung ist das Analogon zu Teil II, Definition 5.3, festzuhalten:

Definition 6.6. LOKALE EXTREMA

Eine Funktion f: R™ > U — R hat im Punkt x© € U ein lokales Maxi-
mum (lokales Minimum), falls ein r > 0 ezistiert, sodass

fxO) > f(x) (lok. Mazimum) bzw. f(x9) < f(x) (lok. Minimum,)

firalle xe{y eU: [y —x"| <r}.

Gilt jeweils die strikte Ungleichung, so spricht man von einem strikten
lokalen Mazimum (Minimum,).

Sprechweise: Lokale Mazxima und lokale Minima heifien lokale Ezxtrema.
Punkte x, in denen lokale Mazxima bzw. lokale Minima angenommen
werden, heiffen lokale Mazimierer bzw. lokale Minimierer (lokale Mazi-
malstellen bzw. lokale Minimalstelle).

Lokale Maximal- bzw. Minimalstellen heiffen lokale Extremalstellen.

In der Sprechweise ist ein Maximum (Minimum) der Funktionswert in ei-
ner Mazimalstelle (Minimalstelle).
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Wie im Fall m =1 gilt:

i) Ein lokales Extremum ist von einem globalen (oder absoluten) Extre-
mum (Maximum bzw. Minimum) zu unterscheiden.

i1) Ein globales Extremum ist immer auch ein lokales Extremum.

Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum.

Im Fall m = 1 wird als notwendige Bedingung eine horizontale Tangente
geometrisch motiviert.

Die natrliche Verallgemeinerung ist die Existenz einer horizontalen Tan-
gentialebene, wie beispielsweise in Abbildung 6.5 dargestellt.

Das Verschwinden der dritten Komponente (horizontale Tangentialebene)
bedeutet in dem zweidimensionalen Beispiel

of of
6_$1(X(0)) =0, 8_932()((0)) =0, also Vf(g(o)) =0.

Satz 6.6. NOTWENDIGE BEDINGUNG

Die Funktion f: R™ > U — R habe in einem inneren Punkt x) € U ein
lokales Extremum und set dort differenzierbar.

Dann gilt

Vix?)=0.

Sprechweise: Solche Punkte nennt man kritische Punkte.
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Beispiel. Betrachtet sei das erwdhnte Paraboloid aus Abbildung 6.5,
d.h. f: R? =5 R,

f(x)=c+at+a23 fir alle x € R? und fiir eine Konstante c € R.

Es ist

21‘2

Vfx) = ( o )

und einiziger Kandidat fiir ein lokales Extremum ist der Punkt x©) = 0.

Bemerkung. Beim analogen Teil II, Satz 5.5, wurden Punkte xy aus
einem offenen Intervall betrachtet.

Als Gegenstiick werden hier offene Mengen bzw. nur innere Punkte von U
untersucht.

Sattelpunkte.

Die Bedingung V f (5(0)) = 0 ist lediglich notwendig, aber nicht hinrei-
chend dafiir, dass in x( eine lokales Extremum vorliegt (vollig analog
zum Fall m = 1).

Als weiteres Beispiel betrachte man (vgl. Abbildung 6.8) die Funktion f:
R? — R,

f(x) = sin(x1) sin(x;)  fiir alle x € R?.

Es gilt

cos (1) sin(xz)

Vfx) =

sin(xy) cos(xz)
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/ 7_7:,:/:/ \/7
A7 1 /\>/

/!

Abbildung 6.8: Ein Sattelpunkt.

und man erkennt

V£(0)

I
(o)

Andererseits gilt jedoch

1 =1y = f(x)=-sin®*(z;) >0,

T =—29 = f(x)=—sin’(z1)<0.

Folglich existieren beliebig nahe bei 0 Punkte, in denen f positive bzw. ne-
gative Werte annimmt, f(0) = 0 kann kein Extremwert sein.

Es handelt sich um einen kritischen Punkt, in dem kein Extremum vorliegt
und man spricht von einem einen Sattelpunkt.

Die notwendige Bedingung liefert also nur geeignete Kandidaten, trifft aber
keine Aussage, ob es sich tatschlich um ein Extremum handelt.
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Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema?

Teil II, Satz 5.9, halt hinreichende Bedingungen fiir die Existenz lokaler
Extrema im Fall m = 1 fest. Dort wird mit Hilfe des Vorzeichens der
zweiten Ableitung argumentiert.

Im Fall mehrerer Verdnderlicher ist zunéchst nicht klar, wie eine Vorzei-
chenbedingung zu formulieren ist, um eine Verallgemeinerung des Satzes
zu erhalten. Man setzt:

Definition 6.7. DEFINITHEIT

Es sei A € M(m,m) eine symmetrische Matriz.

i) A heifit positiv definit, falls

(v,Av) >0  fiir alle v€ R™ — {0} .

i1) A heift positiv semidefinit, falls

(v,Av) >0 fir alle v € R™.

iii) A heifit negativ definit (bzw. negativ semidefinit), falls die Matriz —A
positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist.

iv) A heifst indefinit, falls v, w € R™ existieren mit

(v,Av) >0, (w,Aw) <0.
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Beispiele.
i) Die Matrix A = I,, € M(m,m) ist positiv definit, da fiir alle v €
R™ — {0} gilt

(v, L) = |[v[* > 0.
i1) Es sei
1 0
A_(O _1> e M(2,2) .

Sind g(l), e die kanonischen Basisvektoren des R?, so gilt

(e, Ae) =1, (e Ael?) = -1,

die Matrix A ist indefinit.

Aus der Definition und der Diskussion von Kapitel 3.1 ergibt sich unmit-
telbar:

Korollar 6.1. DEFINITHEIT UND EIGENWERTE

Es sei A € M(n,n,R) eine symmetrische Matriz. Dann gilt:

i) A st genau dann positiv definit (positiv semidefinit), wenn alle
Figenwerte positiv (positiv oder gleich Null) sind.

i) A ist genau dann negativ definit (negativ semidefinit), wenn alle
Figenwerte negativ (negativ oder gleich Null) sind.
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iii) A ist genau dann indefinit, wenn A sowohl positive als auch negative
Figenwerte hat.

Beweis. Siehe Ubungskapitel 6.7. O

Zur weiteren Behandlung von Extremwertaufgaben ist die folgende Matrix
der zweiten Ableitungen zu bilden:

Definition 6.8. HESSESCHE MATRIX

Es sei f: R™ D U — R zweimal stetig differenzierbar.

Die Hessesche Matriz von f im Punktx\9) € U ist die symmetrische mxm-
Matrix

1<j<m
1<i<m

(Hess £)(x) = (D;Dif () 15" € M(m,m) .

Mit den Definitionen 6.7 und 6.8 kann schlieSlich die gesuchte hinreichende
Bedingung formuliert werden:

Satz 6.7. HINREICHENDE BEDINGUNG

Es sei f:R"™ DU — R zweimal stetig differenzierbar.

Egistiert ein Punkt x©) € U mit Vf(x) =0, so gilt:

i) Ist (Hess f)(x9) positiv definit, so ist xO ein strikter Minimierer
der Funktion f.
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it)

i)

Ist (Hess f)(x9) negativ definit, so ist xO ein strikter Mazimierer
der Funktion f.

Ist (Hess f)(x0) indefinit, so besitzt die Funktion f in x0) kein lokales
Extremum.

Beispiele.

)

it)

Man betrachte wieder das Paraboloid wie oben gegeben.

Die Hessesche Matrix

tess ) = (5 5 )

ist stets positiv definit, x9) = 0 ist also ein strikter (lokaler) Mini-
mierer, wie es in Abbildung 6.5 angedeutet ist und wie auch anhand
der Definition evident ist.

Fiir die Funktion
f(x = sin(x) sin(x2)

st bereits nachgerechnet:

cos(z1) sin(xs)

Vfx) =

sin(xy) cos(xz)

Die Hessesche Matrix ist folglich

—sin(xy) sin(xy)  cos(xy) cos(zs)

(Hess f)(x) =

cos(y) cos(xz) —sin(xy)sin(zs)
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Im kritischen Punkt x© =0 zeigt dies

01
(Hess £)(0) = (1 0) .

Man beobachtet

(1 1)(? ;)(1)>o (1 —1)<(1) ;)(1)«)

Die Matriz ist indefinit und es kann kein lokales Extremum vorliegen.

Man vergleiche die Wahl der Richtungen

SORSERE

mat der vorherigen Diskussion dieses Beispiels als Sattelpunkt.

Ein Kriterium in zwei Dimensionen.

Das folgende Korollar 6.2 kann im Fall m = 2 unmittelbar auf Satz 6.7
angewandt werden.

Zur systematischen Untersuchung des Falls m > 2 sei auf die Literatur
verwiesen.
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Korollar 6.2. BEDINGUNGEN IN ZWEI DIMENSIONEN

Essei f:R2DOU — R und xV) € U sei ein kritischer Punkt von f.

FEs sei weiter
(Hess f)(g(o)) - (Z Z) :

Dann gilt

i) Die Bedingung (a > 0 und ad — b*> > 0) ist hinreichend fiir ein

ii) Die Bedingung (a < 0 und ad — b* > 0) ist hinreichend fiir ein
Mazximum.

ii1) Die Bedingung (a > 0 und ad — V> > 0) ist notwendig fiir ein

iv) Die Bedingung (a < 0 und ad — V> > 0) ist notwendig fiir ein
Mazimum.

v) Ist hingegen ad — b*> < 0, so kann x© keine Extremalstelle sein.

Beweis. Siehe Ubungskapitel 6.7. ]
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Beispiel. Ist m =2 und

f(x) = 6x129 — ng — Qx:f ,

so sind die einzigen kritischen Punkte

0 1
(0) _ (1) _
=) #=(1)

Die Hessesche Matrix ist

tess P = (5 %)

Demnach kann x© keine Extremalstelle sein, in xY hat f ein lokales
Mazimum.

6.4 Der Satz iiber Implizite Funktionen (Hshenlinien, lokale
Auflsbarkeit)

In diesem Paragaphen wird der Satz iiber implizite Funktionen vorgestellt.

Als wesentliche Konsequenzen folgen in den Kapiteln 6.5 und 6.6 der
Umkehrsatz und die Diskussion von Extrema unter Nebenbedingungen .

Mit letzterer erdffnet sich die Moglichkeit, auch im Fall von Funktionen
mehrerer Verdnderlicher, die Frage nach globalen Extrema zu erértern.
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Die Grundidee des Satzes.

7Zu einer gegebenen Funktion g : R? — R (im einfachsten Fall) werde eine
implizite Gleichung untersucht:

g(w,y) =0

Es stellen sich die Fragen:

i) Unter welchen Bedingungen kann diese Gleichung nach der zweiten
Variablen y ,auflost® werden, d.h. wann existiert eine Funktion

y=f(z) mit g(z, f(z))=07
i1) Falls eine solche Funktion existiert, ist diese evtl. eindeutig bestimmt?

Beispielsweise konnen auf diese Art die Hohenlinien einer Funktion h(zx,y)
analysiert werden, indem man g(zx,y) := h(x,y) — ¢ setzt.

Auf weitere Folgerungen wird (wie oben angedeutet) im Anschlieenden
eingegangen.

Drei einfache Beispiele.

i) Man betrachte die (affin) lineare Funktion g(z,y) = 3x+by—4,b € R
fixiert, also die lineare Gleichung

3r+by—4=0.

Ist b # 0, so kann diese Gleichung nach y aufgelost werden mit
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Die einschrinkende Bedingung

dg
b_a—y7é0

korrespondiert mit der ersten wesentlichen Voraussetzung des Satzes
iiber implizite Funktionen.

Ohne diese Einschrinkung kann die Auflésbarkeit nach gy nicht
erwartet werden.

Um die zweite wesentliche Voraussetzung des Satzes iiber implizite
Funktionen zu verstehen, betrachte man die Einheitskreislinie im R?,
die gegeben ist durch die implizite Gleichung (mit der Schreibweise
R* > x = (z,9))

g(zy) ="+ —1=0.
Hier kommen sowohl
f(z) = V1—22 als auch f(x) = —/1—22
als ,,Auflosungen“ nach y in Frage:

Es existiert im Allgemeinen hochstens eine lokale Losung des Pro-
blems in einer Umgebung U eines fixierten Punktes (2, 4(©)).

Mit anderen Worten: Man kann nicht erwarten, dass die komplette
Nullstellenmenge von ¢ mithilfe einer Funktion y = f(x) charakteri-
siert werden kann.
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-1.5-

Abbildung 6.9: Die Gleichung z? + 22 — 1 = 0 ist hochstens lokal auflosbar.

Vielmehr werden in verschiedenen Bereichen unterschiedliche
Auflésungen heranzuziehen sein (vgl. Abbildung 6.9).

i11) Es sei g wieder affin linear, was die Betrachtungen natiirlich wesent-
lich vereinfacht.

In Verallgemeinerung des ersten Beispiels sei nun g: R™ x R" — R",
L1 Y1

eR™, y= : e R".

Lm Yn

[»4
I

Mit der offensichtlichen Bedeutung der Notation wird ein lineares Glei-
chungssystem untersucht:

9(x,y)=0.



236

Kapitel 6. Differentialrechnung in mehreren Verédnderlichen

Es handelt sich hier um n lineare Gleichungen in den m + n Unbe-
kannten x1, ..., Tm, Y1, .-, Yn:

m n

GEyY) =Y aprr+ Y bay—c¢; =0, j=1, ..., n,
k=1 =1

wobei alle aj, by und ¢; € R fixiert seien.

Mit A = (ajx) € M(n,m,R), B = (bj;) € M(n,n,R) und ¢ =
C1
€ R", kann das System geschrieben werden als

Cn

By =c— Ax.

Dieses System kann genau dann nach y aufgeldst werden, wenn gilt

dyi
8yj

@tB:) £0.

Der Satz.

Die Idee wird im letzten Beispiel deutlich:

Die Matrix B ist die Jacobi Matrix der Funktion ¢g in Abhéngigkeit von
der Variablen y.

Beschreibt lokal die erste Ableitung das wesentliche Verhalten eine Funk-
tion, so sollte ein Analogon im allgemeinen (nicht-linearen) Fall richtig sein:
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Satz 6.8. SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN

Es seien Uy C R™ und Uy C R™ offene Mengen und

g: U1XU2_>RH7 (K?y)Hg(§7Y)7

eine Abbildung von der Klasse C*.

Es sei weiter (g(o), y(o)) € Uy x Uy ein fixierter Punkt mit mat

und die Matrix

set in diesem Punkt invertierbar.
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Dann gibt es offene Umgebungen Vi C Uy von x\9 und Vo C Us von X(O)

und eine stetig differenzierbare Abbildung f: Vi — Vo mit

9(x, f(x)) =0 fir alle x € V) .

Ist umgekehrt (x,y) € Vi xVa ein Punkt mit g(x,y) = 0, so folgty = f(x).

Bemerkungen.

i) Wie Abbildung 6.10 zeigt, ist die Verkleinerung von U; und U,

tatsdchlich notwendig.
ii) Es gilt nach der Kettenregel (lokal bei (x'%, f(x?)))

Dx<9(§,f(§)> =0
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le U2
le V2

X

Abbildung 6.10: Zum Satz iiber implizite Funktionen.

und man berechnet explizit

-1
Df(x) = — (Dy9<§7f (z))) Dyg(x, f(x)) .
iii) Es sei nochmals ausdriicklich betont, dass es sich fir fixiertes x € Uy
bei der Funktion g(X,-) um eine Funktion R" D Uy — R™ handelt.

Die Jacobi-Matriz Dy muss quadratisch sein, damil die obigen Aus-
driicke tiberhaupt definiert sind.




Kapitel 6. Differentialrechnung in mehreren Verédnderlichen 239

Das Paraboloid als Beispiel.

Im einfachsten Fall m = n = 1 betrachte man das wohlbekannte Paraboloid
als Graph der Funktion h: R? = R

h(x) =27 +a5+1.

Es soll nun die Hohenlinie {x € R? : h(x) = 6} mithilfe des Satzes iiber
implizite Funktionen diskutiert werden (in diesem einfachen Fall eine
Kreislinie).

Dazu sei in der Notation von Satz 6.8 die Gleichung

g(z,y) ::x2+y2—520

betrachtet und der Punkt (29, y®) = (1,2) fixiert.

Der Punkt geniigt offensichtlich der Gleichung und es ist
Dyg(1,2) = 2Y|(z=1y=2) =4 #0.

Der Satz iiber implizite Funktionen ist somit anwendbar und liefert eine
Auflosung y = f(x) in der Ndhe des betrachteten Punktes.

Fiir die Ableitung folgt (wiederum in der N#he dieses Punktes x = 1,
flx) =2)

Df(x) = —(Qf(x))_l(Qx) ,  insbesondere Df(1) = —% :

Probe. Klarerweise handelt es sich im obigen einfachen Beispiel um eine
Kreislinie vom Radius v/5 um den Ursprung.

Diese ist in der Nihe von (1,2) gegeben durch

y=flx)=+5b—2a?.
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Es folgt (wie oben bereits hergeleitet)

1 1

f(1) = ﬁ(—%)u:l =5

N | —

Im Gegensatz zu diesem Beispiel kann im Allgemeinen die Funktion f
nicht explizit angegeben werden.

Man kann lediglich ihre Ableitung in dem fixierten Punkt, also ihr , Ver-
halten erster Ordnung” bestimmen.

6.5 Der Umkehrsatz (Existenz einer lokalen Umkehrabbildung; Koor-

dinatentransformationen)

Der Umkehrsatz (vgl. Abbildung 6.11) kann als eine der wichtigsten
Folgerungen aus dem Satz iiber implizite Funktionen abgeleitet werden.

Dementsprechend ist die Aussage von lokaler Natur und die Invertierbar-
keit der Jacobi-Matrix ist eine wesentliche Voraussetzung.

Satz 6.9. UMKEHRSATZ

Es sei U C R™ offen, f: U — R™ sei stetig differenzierbar, es sei xV € U,
X(O) = f(g(o)) und die Jacobi-Matriz D f (g(m) set invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen V. C U von x\% und V' von X(O), sodass
f die Menge V' bijektiv auf V' abbildet und die Umkehrabbildung

9=t VsV

stetig differenzierbar ist mit

-1

Dgy™) = (Df (x))
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Abbildung 6.11: Zum Umkehrsatz.

Bemerkungen.

i) Wie oben angedeutet, kann nur auf die lokale Umkehrbarkeit geschlos-
sen werden.

i1) Wieder muss U im R™ liegen, der gleichzeitig der Bildraum ist.

Beispiel Polarkoordinaten.

Die (lokale) Umkehrbarkeit ist etwa bei Koordinatentransformationen
wichtig, die ein Problem auf beispielsweise den Symmetrien angepasste
Koordinaten transformieren.

Hierbei miissen die neuen Koordinaten (zumindest lokal) 1-1 auf die alten
umgerechnet werden konnen.
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Fiir das Beispiel Polarkoordinaten sei

Fi(0,00) x R — R?, (T > X = (TCOS(¢)> ,
(1))
Dann gilt

e (r((1)))=roo

die Abbildung f ist nach Satz 6.9 in jedem Punkt ( ; > € (0,00) x R

lokal invertierbar mit (g := (fir)™")
m(s((2))) = (5

1 [ Tcos(p) rsin(p)

r

-1

—sin(p)  cos(p)

Aus

r=yJai+al, Z=cos(p), = =sin(y),
T T

folgt schlief3lich

I )
Dyg(x) = —— To T

/ A2 2

ri+x

1 2
\/I%—FQZ’% \/l’%—f—x%
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Beobachtung. In diesem Beispiel macht

f((sZ)):f((go:m)) , keZ,

deutlich, dass es keine globale Umkehrabbildung geben kann.

6.6 Extrema mit Nebenbedingungen (Lagrangescher Multi-

plikator; globale Extrema)

Eine zweite wesentliche Konsequenz aus dem Satz iiber implizite Funktio-
nen ist der folgende Satz 6.10 iiber Extrema mit Nebenbedingungen.

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass eine Vielzahl von physi-
kalischen Problemen Nebenbedingungen involvieren, beispielsweise ist
bei einem Pendel der Abstand der schwingenden Masse zum Drehpunkt
konstant etc.

Auch die Diskussion von globalen (oder absoluten) Extrema einer Funkti-
on fiithrt in der Regel zu einer Nebenbedingung, ndmlich dass die Funktion
gesondert auf dem Rand ihres Definitionsbereiches zu untersuchen ist.

Hier soll jedoch zunéchst als Motivation ein geometrisches Beispiel erortert
werden.

Ein Beispiel.

Es soll der Flacheninhalt A eines Dreieckes bei gegebenem Umfang maxi-
miert werden.

Erinnerung. Es gilt die Heronische Flichenformel nach Abbildung 6.12:

A? =s(s—a)(s —b)(s —c) .
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Abbildung 6.12: Zur Heronischen Flachenformel.

Intuitive Vermutung. Die Lisung ist ein gleichseitiges Dreieck, d.h.

Die allgemeine Vorgehensweise.

Zunachst ist zu kldren, was unter einem Extremum unter einer Neben-
bedingung zu verstehen ist, um anschliefend eine notwendige Bedingung
ableiten zu knnen.

Definition 6.9. EXTREMA UNTER NEBENBEDINGUNGEN

FEs sei U C R™ offen, g: U — R stetig differenzierbar und die Nebenbedin-
gung sei definiert durch die Menge (bzw. die Gleichung)

M:={xeU: g(x)=0}.
Es sei x9 € M ein Punkt mit
Va(x?) #£0

Es sei weiter f: U — R eine stetig differenzierbare Funktion.
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Dann hat f im Punkt x© ein lokales Maximum (Minimum) unter der
Nebenbedingung g = 0, falls fir eine Umgebung V C U von x©) gilt

fED) > fx) (b f(x) < f(x))
fiir alle x € M NV .

Die Idee des folgenden Satzes ist, dass sich in einer Extremalstelle unter
der Nebenbedingung nur bzgl. M ein ,Gleichgewicht* (,,horizontale Tan-
gente bei Variationen in Richtung M) einstellen wird.

,oenkrecht zur Nebenbedingung® erhélt man keine Einschriankung.
In orthogonale Richtung zeigt aber wie bereits gesehen der Vektor

Vg (5(0))’ d.h. in einer lokalen Extremalstelle sollten V f und Vg Vielfache
voneinander sein.

Satz 6.10. NOTWENDIGE BEDINGUNG

Mit den Voraussetzungen von Definition 6.9 habe f im Punkt x© ein
lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0.

Dann gibt es einen Lagrangeschen Multiplikator A € R mat

Vf(z(o)) — AVg(g(O)) .

Analog zu Satz 6.6 handelt es sich hier um eine notwendige Bedingung,
d.h. falls f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 besitzt
und falls Vg in dem entsprechenden Punkt nicht verschwindet, dann
existiert ein Lagrangescher Multiplikator mit obigen Eigenschaften.

Mit anderen Worten:
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Mit dem Satz werden mogliche Kandidaten fiir Extrema unter Nebenbe-
dingungen ermittelt.

Bemerkung. Satz 6.10 tibertrdgt sich unmittelbar auf Extremwertprobleme
in m Variablen mir r Nebenbedingungen.

Zuriick zum Beispiel.

Hier ist der Umfang oder dquivalent s > 0 fixiert. Mit der Notation

I a
K = .’,UQ =
T3

lautet die Aufgabe
f(x) :==s(s —z1)(s — x2)(s — x3) — max

unter der Nebenbedingung

9x) i =x1+ 22 +23—-25=0.

In dem Beispiel ist

M = {xe(0,5) x (0,s) x (0,s) =U: g(x) =0},

1
Vg(x) = 1 | #0 firalle xe M.
1

Bei der Definition von M ist zu beachten, dass die Seitenldngen eines
Dreicks immer grofier als Null sind.
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Wiire eine Seitenlnge grofler als s, 0.E. s < 1, so folgte aus der Dreiecks-
ungleichung

s < x9+x3 und damit der Widerspruch 2s < x1 + 9 + x3 .

Falls ein Maximum in einem Punkt x(*) existiert, so impliziert Satz 6.10

Vf(z(o)) = — | s(s—z1)(s—x3)

1
= Al 1|,
1
gx) = 2494 a5—25=0.

Man hat insgesamt (d.h. inklusive der Nebenbedingung) vier Gleichungen
in vier Unbekannten.

Es handelt sich jedoch um ein nichtlineares Gleichungssystem, sodass
Losungen nicht nach einem einfachen Schema ermittelt werden kénnen.

In dem konkreten Beispiel unterscheidet man zwei Fille:

Fall 1. Ist X\ # 0, so ist
(s —xo)(s —x3) = (s —x1)(s —x3) = (5 — T2) (s — x3)

und es folgt

2s 53
$1:$2:I3:§, )\:—5

Im Fall X\ # 0 gibt es nur einen Kandidaten fiir die Losung des Problems,
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Fall 2. Ist A = 0, so miissen zwei der x; gleich Null sein und es handelt
sich nicht um zuldssige Losungen.

Falls also eine Losung der Aufgabe existiert, so kommt nur der Kandidat
x(© in Frage — es handelt sich tatsichlich um ein gleichseitiges Dreieck.

Globale Extrema.

Ist f: R™ > U — R von der Klasse C' und sucht man globale Maximierer
(bzw. Minimierer) von f, d.h. Punkte x(¥) € U mit

FE) 2 flx)  (bzw. f(x") < f(x))

fiir alle x € U, so kann man, wie schon mehrfach angedeutet, beispielsweise
dann auf deren Existenz schlieflen, wenn U kompakt ist.

Bei der Suche nach geeigneten Kandidaten greift die notwendige Bedin-
gung aus Satz 6.6 aber nur im Innern von U.

Im Fall von Funktionen einer Verdnderlichen kann in einem Randextre-
mum nicht auf eine horizontale Tangente geschlossen werden und ebenso
sind hier Extrema am Rand nicht durch eine horizontale Tangentialebene
charakterisiert — selbst wenn man am Rand differenzieren diirfte.

Bei Funktionen in einer Variablen, die auf einem Intervall definiert sind,
kann dieses Problem sehr einfach umgangen werden: Man vergleicht die
Funktionswerte an den beiden Intervallenden mit den anderen Kandidaten.
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Im Fall von mehreren Verdnderlichen besteht der Rand des Definitions-
bereiches aber im Allgemeinen nicht aus einzelnen Punkten, in den die
Funktion gesondert ausgewertet werden kann.

In der Regel sind hier Randkurven gesondert zu untersuchen.

Ein typisches Beispiel zu Extremwertaufgaben.

Es sei
F o= {xeR: 22 +ad)— Smay <1
= 11X "3 1 332) 4«/171332_ }7
E = {XER2-§(x2+2—§ 1
= {x g x5) 7182 < },
OFE = {XER2'§(x2+x2)—§az =1}

Die Ellipse OF ist Gegenstand des zweiten Beispiels in Kapitel 3.1 zur
Hauptachsentransformation und in Abbildung 3.2 skizziert.

Man betrachte weiter die Funktion f: R? — R,

f(x)=a? 422 fir alle x € R?.
Gesucht sind alle lokalen und globalen Extremwerte von f auf E.

i) Kandidaten fiir lokale Extrema miissen nach Satz 6.6 die notwendige
Bedingung erfiillen:

Vf(z)ZQ(xl)ZQ.

Zo

Somit kommt nur der Punkt x(*) = 0 infrage und wegen
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0=f(0) < f(x) firalle x#0

handelt es sich um ein lokales und globales Minimum der Funktion f
auf R?, insbesondere auch auf E.

Da E als abgeschlossene und beschrinkte Menge per definitionem
kompakt ist, existiert auch (zumindest) ein Maximierer der stetigen

Funktion f auf E.

In E gibt es keine weiteren Kandidaten und es verbleibt, die Funktion
f auf OF oder mit anderen Worten unter der Nebenbedingung

5) 3
g(x) = —(33% + :U%) — 2179 — 1 =0
8 4
zu untersuchen. Wegen
5 3
10— gt
Vg = #0

172 — i

kann Satz 6.10 angewandt werden:

In einem Extremum f(x) auf OF existiert ein A € R mit
201 — %xz
(%)

4 4
Der Fall A = 0 wiirde im Widerspruch zu x € 0F den Kandidaten 0
liefern.

=t

X1
Zo

(@31
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Es sei also A # 0. Multipliziert man die erste Gleichung mit x5 und
die zweite Gleichung mit x1, so ergibt sich

<5 3 > <5 3 ) somit
-1 — — = —To — — mi
xo 4331 4372 X 45192 41'1 )

r2 =22 bzw. x9 = £, .

Ist x1 = x9, so liefert die Nebenbedingung x € OF

1

und man erhalt die Kandidaten

V2 —V2
< — <@ i <Y — F(x@) — 4
I CA T 7 R

Ist £1 = —x9, so erhilt man analog die Kandidaten
1 L
=) xW= [ ] i x®) = px®) =1
V2 V2

Somit sind x® und x® globale Maximierer auf E, wie man auch
anhand von Abbildung 3.2 ablesen kann, da f den quadrierten
Abstand vom Nullpunkt misst.

Bemerkungen.

i) Wird f nicht auf einer kompakten Menge untersucht, so konnen
auch andere Argumente wie beispielsweise das Wachstum von f die
Existenz von Maximierern oder Minimierern liefern.
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i1) Ist die Funktion f oder die Nebenbedingung g in einzelnen Punk-

ten nicht differenzierbar, so sind diese Punkte gesondert zu betrachten.

ii1) Hierzu und fiir weitere Beispiele sei auf das Ubungskapitel 6.7 verwie-
sen.
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6.7 Ubungsaufgaben zu Kapitel 6.7

Aufgabe 1.
i) Es sei f: R? — R definiert durch

T1T9
— 5 fir x#0,
f(x)={ (@1+a3)
0 fir x=0.

(a) Zeigen Sie, dass f partiell differenzierbar auf R? — {0} ist, und
bestimmen Sie die partiellen Ableitungen.

(b) Zeigen Sie, dass f partiell differenzierbar im Punkt x = 0 ist,
und bestimmen Sie die partiellen Ableitungen in 0.

(c) Ist f stetig in Q7

ii) Es sei f: R? — R gegeben durch f(x) = zjxs. Zeigen Sie mithilfe von
Definition 6.2, dass f in jedem Punkt x € R? differenzierbar ist.

Aufgabe 2. Es sei f: R? D U — R (wie iiblich von der Klasse C*!) und
a € R eine Konstante. Unter einer Hohenlinie (Niveaumenge im Fall U C
R™) versteht man die Menge (abhéngig vom Niveau a)

Nof i={xe€U: f(x)=a}.
i) Skizzieren Sie (a > 0) die Hohenlinien sowie den Gradienten von f fiir

W) f) =" -ad, U=R b fl0) = o U=R {0}
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Stellen Sie dazu die Hohenlinien als (Spur einer) Kurve in U dar.
Deuten Sie auch den Gradienten in Threr Skizze an.

i1) Zeigen Sie: Ist eine Hohenlinie durch eine regulire C'-Kurve p: I — U
gegeben, so steht der Gradient von f senkrecht auf der Hohenlinie
(d.h. auf ¢').

Aufgabe 3.

i) Betrachten Sie die Funktion

frRE=R, f(x) = [Ix) (1 +[Ix]) .

Ist die Funktion auf ganz R? stetig partiell differenzierbar? Berechnen
Sie, falls existent, V f(x©)x(.

i1) Berechnen Sie den Gradienten der Funktion
w: U:={xeR®: 2, >0} =R, ¢(x)=arctan(zs/z;),

in einem fixierten Punkt x(© € U sowie die Richtungsableitung
—xgo)
Dx¢<§<0)) in die Richtung v = xgo)

0
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Aufgabe 4. Skizzieren Sie jeweils den Graphen der Funktion
i) f: R? = R,
flu,v) =v* —u?  fiir alle u, v €R,
ii) g: R? = R,
g(u,v) = u® — 3uv?® fiir alle u, v € R (Affensattel) ,

und bestimmen Sie die Tangentialebene in einem fixierten Punkt
(Uo,vo) € R2.

Aufgabe 5. Betrachten Sie die Funktion f: R? — R,

f(x) =1In(a? +22) fiir alle x € R* — {0} .
i) Skizzieren Sie den Graphen von f.
i1) Bestimmen Sie fiir fixiertes x(¥) die Tangentialebene Tiof.

ii1) Betrachten die ,affin lineare Tangentialebene®, d.h. jheften“ Sie die
Tangentialebene an den zugehorigen Aufpunkt (x, f(x(¥)) € graph(f).

iv) Geben Sie dazu die Parameterdarstellung und die Hessesche Normal-
form an.

v) Fiigen Sie die Ebene in Thre Skizze ein.
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Aufgabe 6. Fiir die folgenden Verkettungen h = f o g berechne man
mithilfe der Kettenregel die Jacobi-Matrizen und {iberpriife das Ergebnis,
indem man h direkt partiell ableite:

i) f, g: R? — R? gegeben durch

g(§)=<x1+x§> , f(z):(y1+y2) -

2
Iy — Ty Y — Y2

ii) fR* 2R g U={x€R?: 25 >0} - R?*,

$1/332

o) Y1Y2y4
X) = , = .
o) = | | s = ()

et?

Aufgabe 7. Berechnen Sie DF, div F(x) sowie rot F(x) fir x € U =
R? — {0} und das Zentralkraft-Vektorfeld

F:U—-R, F(x) fir alle x e U .

I R
Aufgabe 8. Es sei f: R? — R,
2 2
x{— x5 .
r1r9——— firx#0,
0 firx=0.

Berechnen Sie, falls existent, alle partiellen zweiten Ableitungen von f.
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Aufgabe 9. Es sei U C R? offen, f, g: U — R und F: U — R3 seien
jeweils von der Klasse C?.

Rechnen Sie die folgenden Regeln nach:

i) grad (fg) = ferad g+ ggrad f ;

i) div (fF) = fdiv F+ (F,grad f) ;

iii) rot (fF) = frot F—F xgrad f:
iv) div (rot F) = 0

v) rot (grad f) = 0.

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass der Laplace-Operator in Polarkoordinaten
geschrieben werden kann als

0> 19* 10

A=ar T Eag e

Aufgabe 11.
i) Fiir U := {x € R?: ||x|| < 1} sei f: R* C U — R gegeben durch

f(x) =In(1+ SC% — 1:2) .

Bestimmen Sie das Taylor-Polynom 7'(x,x(?)) von f der Ordnung 1
um den Entwicklungspunkt

o-(1)
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i1) Bestimmen Sie fiir n € N das Taylor-Polynom n'*" Ordnung der Funk-
tion

f:R =R, f(x)=mxm1+e"™
um den Punkt x(”) = 0 (das Restglied ist nicht zu berechnen).

i71) Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung der Funktion

f : R3 s R : f(K) = €x1x2+x1x3—|—x2x3

um den Punkt x(©) = 0 bis einschlieBlich der Glieder 2" Ordnung
(das Restglied ist nicht zu berechnen).

Aufgabe 12. Es sei x € R? fixiert. Betrachten Sie fiir ¢ € R? den Ausdruck

r1+&1) (w2 +82)

e e" el mit =318 + 228 + 61

Verifizieren Sie mithilfe einer Taylor-Entwicklung in einer Verdnderlichen
der Funktion t s e':

1 1
e($1+§1)($2+§2) = e"1?21] + ZL‘1£2 + 37261 + §$%€% + (1 + $1x2)£1£2 + 51'%53}

+O(JI&I°) -

Vergleichen Sie das Resultat mit dem Beispiel aus Kapitel 6.2.
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Aufgabe 13. Zeigen Sie Korollare 6.1 und 6.2.

Aufgabe 14. Essei U = {x € R?: 25 > —1} und f: U — R? sei definiert
via

fa = () =y

L2

i) Ist die Funktion f lokal umkehrbar?

i1) Falls ja, bestimmen Sie mit Hilfe des Umkehrsatzes die Ableitung der
Umkehrfunktion.

i11) Berechnen Sie die Umkehrfunktion selbst und machen Sie eine Probe.

Aufgabe 15.
i) Es sei B1(0) := {x € R?: 23 + 23 < 1} C R? und f: B1(0) — R sei
definiert als
f(z) = 1'1113‘2(1 — T — 562) .

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f.

ii) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion g: R® — R,

9(x) = 12973 .
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i11) Die Zahl 1 soll so als Summe von drei positiven Zahlen

Ogaigly 221, 2737

dargestellt werden, dass deren Produkt maximal wird. Falls eine
Losung dieses Problems existiert, wie muss diese dann aussehen?

Aufgabe 16. Es sei f: R? D U — R gegeben durch

f(x) =1In(2 + 23 — 7).

i) Bestimmen Sie im Fall U = {x € R? : 2% + 23 < 1} alle lokalen
Extrema der Funktion f.

ii) BEs sei nun U = {x € R? : 2% + 2% < 1}. Existieren globale (absolute)
Extrema von f auf U? Falls ja, bestimmen Sie diese.

Aufgabe 17. Es sei U C R? und f: U — R gegeben durch

f(X) = 120" |

i) Bestimmen Sie im Fall

U=DB(0):={xcR*: 27 +25<1}

alle lokalen Extrema von f.
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i1) Existieren im Fall

U=DB(0):={xeR*: 25 +1; <1}

globale Extrema von f7 Falls ja, bestimmen Sie diese.

Aufgabe 18. Es seien

E¢ = {xcR?: z]+225>1},

Q = {xeR?: 2<1,<2, —2<129<2}.
Weiterhin sei 0 < zy < 1 fixiert und f: R? — R sei gegeben durch

f(x) = (z —xz0)* + 4%

i) Existieren absolute Extrema von f auf E°? Falls ja, bestimmen Sie
diese.

i1) Existieren absolute Extrema von f auf E°N Q7 Falls ja, bestimmen
Sie diese.
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Kapitel 7

Kurvenintegrale

7.1 Definition und Eigenschaften (wegunabhingigkeit; Poten-

tial; konservatives Vektorfeld)

Als typisches Beispiel betrachte man eine stetig differenzierbare Kurve

v: I=la, b)) > U CR™.

In einem Kraftfeld (per definitionem ein Vektorfeld) F: U — R™ bewege
sich ein Massenpunkt ldngs dieser Kurve.

Die zu verrichtende Arbeit (,Kraft x Weg*“) ist nur vom Anteil der Kraft
in Kurvenrichtung abhéngig, wie es in Abbildung 7.1 angedeutet ist,
d.h. es ist das Skalarprodukt aus Kraft und Weg zu betrachten.

F(ti_l )

Wti-1) wt;)

Abbildung 7.1: Zur Berechnung der verrichteten Arbeit.

263
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Definition 7.1. KURVENINTEGRAL

Es sei U C R™ offen, F': U — R™ sei ein stetiges Vektorfeld und weiter
sei y: I =la,b] = U eine glatte Kurve.

Dann heifst

[ = [ PG 0) ae = /

das Kurvenintegral des Vektorfeldes F' lings der Kurve 7.

i F; dx;
i—1

Bemerkung. Um auch stiickweise glatte Kurven ~y betrachten zu kénnen,
die sich wie in Abbildung 7.2 aus glatten , Teilkurven ~W, ... ~%) stetig
zusammensetzen, definiert man

k
/ (F, dx) =) / (F, dx) .
g i=1 77"
1 2 3
v( )(Il) Y( )(12) v( )(13)

Abbildung 7.2: Eine stiickweise glatte Kurve.
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Kurven- oder Wegintegrale?

Nach obiger Motivation des Kurvenintegrals iiber den Begriff der Arbeit
sollte ein Kurvenintegral invariant unter orientierungserhaltenden Para-
metertransformationen sein.

Tatséchlich gilt fiir eine Kurve «: [a, b] — R™, eine glatte orientierungstreue

Parametertransformation ¢: o, 5] — |a, b] sowie 7: [a, B] — R, 7 := ~oy:

A Fax) - f G dr

b
Subst. / (F(v(t)),~/(t)) dt = /(F, dx) .

Identifiziert man (als Aquivalenzrelation) Kurven, die durch orientie-
rungserhaltende Parametertransformationen auseinander hervorgehen, so
spricht man von einem Weg.

Wegen der oben gezeigten Invarianz ist es berechtigt, von einem Wegin-
tegral zu sprechen. Auf die genaue Unterscheidung zwischen Kurve und
Weg wird hier jedoch meist nicht eingegangen.

Ist 4 eine Kurve, die mittels einer orientierungsumkehrenden Parameter-
transformation aus v hervorgeht, so sieht man wie oben

A<F’ d§>=—L<F, dx) .

Aus diesem Grunde wird auch —+ fiir einen in umgekehrter Orientierung
durchlaufenen Weg geschrieben.
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Beispiele.

i) Es fliefle ein konstanter Strom I durch einen unendlich langen Leiter
im R3.

Es wird ein Magnetfeld
B: U={xeR®:2? +25#0} - R’
aufgebaut mit
( __T2
x3 + 23

Bx)=T|
ri+ x5

Abbildung 7.3: Magnetfeld um einen Leiter.
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Berechnet werden soll nun das Kurvenintegral ldngs der Kurve +,

rcos(t)
tel0,2m)— | rsin(t) | , r>0.
konst.

Es ist

2 —rsin(t) —rsin(t)
/(B, dx) = ]/ 7’_12< recos(t) |, | rcos(t) > dt
i 0 0 0

2w
= ]/ 1dt =2n1 .
0

Auf dieses Beispiel wird in Kiirze noch zuriickgegriffen werden.

ii) Das Vektorfeld F: R? — R? sei gegeben durch

Flx) = <az%+x§> |

T1T2
Betrachtet seien weiter die Kurven
t 2
vy: tel0,1] — ; € R?,

¥: tel0,1] — <;2> € R?.

Zu beachten ist dabei: Anfangs- und Endpunkt beider Kurven stim-
men iiberein (vgl. Abbildung 7.4).

Es gilt aber:
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!

Abbildung 7.4: Zur Wegabhéingigkeit des Kurvenintegrals.

S~

(F, dx) = /01<(t2;t2>,< )> /013t2dt—1
(F, dx) = /01<(t2:§t4>,< >> 013t4+t2

N

Im Allgemeinen hiangt das Kurvenintegral also nicht nur vom Anfangs- und

Endpunkt der Kurve ab, es kommt auch auf die spezielle Wahl des Weges
an.

Wegunabhingigkeit des Kurvenintegrals?

Frage. In welchen Fallen ist das Kurvenintegral wegunabhéngig, d.h. nur
vom Anfangs- und vom Endpunkt abhéngig?

Dabei ist die Wegunabhéngigkeit dquivalent zu
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/ (F, dx) =0 fiir jeden geschlossenen Weg ,
gl

d.h. fiir jede geschlossen durchlaufene Kurve 7, d.h. y(a) = ~(b).

Dies sieht man anhand von Abbildung 7.5 ein, indem man den Weg ~ =
() — ~2) betrachtet.

A =—>

7

Abbildung 7.5: Wegabhéngigkeit und geschlossene Wege.

Beispiel. Wird eine Masse im Gravitationsfeld angehoben, so ist die
verrichtete Arbeit nur abhdngig von der diberwundenen Héhe, der Weg, auf
dem das geschehen 1ist, spielt keine Rolle.

Das Gravitationsfeld ist konservativ.

Werden hingegen Reibungsverluste beriicksichtigt, so wird die spezielle
Wahl des Weges eine wichtige Rolle spielen.
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Definition 7.2. POTENTIAL

Es sei U C R™ offen und F: U — R™ sei ein stetiges Vektorfeld.
Falls eine Funktion p: U — R existiert mait

F(x) =Vp(x) firalle xeU,

so heifit ¢ ein Potential von F'.

Das Vektorfeld F' bezeichnet man in diesem Fall als konservativ.

Satz 7.1. WEGUNABHANGIGKEIT IM KONSERVATIVEN V.F.

Es sei U C R™ offen und F: U — R™ sei ein stetiges, konservatives
Vektorfeld.

Ist v: [a,b] = U eine (stickweise) glatte Kurve und ist ¢ ein Potential von
F, so gilt

JiF ) = o) - (@)

gl

Beweisidee Man berechne fab %go(y(t)) dt (sieche Ubungskapitel 7.2). O

Wie findet man ein Potential, falls es existiert?
Es sei F: R? — R3,
Ty + T3

F(x)=| 323
1
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Dann gilt F' = Vp mit

1
p(x) = §$% + xlx‘; + 23 .

Die Eigenschaft ,¢ ist ein Potential von F*“ kann fiir die angegebenen
Funktionen ¢ und F' direkt nachgerechnet werden.

Um jedoch von dem gegebenem Vektorfeld auf /' auf ein mégliches Poten-
tial o zu schliefen, nutzt man den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung und folgert in dem Beispiel im Fall der Existenz eines Potentials
mit geeigneten Funktionen &, &, &

1
p(x) = / [t + 23] dt + & (v0.23) = 5:6% + 2125 + &1 (29, 23) + €
p(x) = / [3:1:1252] dt + &(xy, 23) = @125 + (w1, 23) + ¢ |

p(x) = /1dt+§3($1,$2) = w3+ &(x1,19) + C.

Anhand der ersten beiden Gleichungen erkennt man beispielsweise
0&1/0x9 = 0, aus der letzten Gleichung zusétzlich & (x9, z3) = x3.

Insgesamt muss gelten (bis auf Konstanten)

51($2,ZU3) = I3,
1 3
f2($1,56’3) = §$1+$37
1 2 3
3\ L1, T2) = ZT1 T T1Ty
Glwra) = Jai+

und ein Potential ¢ ist in dem Beispiel konstruktiv gefunden.
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Rotation und Integrabilitidtskriterien.
Zu beachten ist im obigen Beispiel

rot FF=0.

Allgemein wurde fiir beliebiges ¢: R?> D> U — R von der Klasse C? im
Ubungskapitel 6.7 nachgerechnet:

rot(grad ) =0 .

Hat demnach ein (glattes) Vektorfeld F': R® D U — R? ein Potential, so
muss rot F' verschwinden (als notwenige Bedingung fiir die Existenz eines
Potentials).

Im R™, m # 3, argumentiert man analog:

Falls ein glattes Vektorfeld /' im R™ ein Potential ¢ hat, so gilt

F

firalle i =1, 2, ..., n,

_ oy
8:131-
und folglich wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen fiir alle
i,j€{l,...,n}
0 0? 0? 0

—F = — _ Y
8@ 8.@781’2'90 8%2'(91']'%0 8351

F

j .

Diese Integrabilitdtsbedingungen miissen notwendig erfiillt sein, damit ein
Vektorfeld F' ein Potential haben kann.
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Zuriick zum Beispiel des unendlich langen Leiters.

Es sei wieder

i)
T2 2
r{ + x5

B(x) = _
x? + a3

0

Betrachtet man auf U = {x € R®: z; > 0} die Funktion

¢(x) = arctan <@> :
L1

so erkennt man (vgl. Beispiel zum Nabla-Operator in Polarkoordinaten)

Oy 1 < 1 ) T
_— = — —=X :——’
0y 1+i_§ 3 ? x? + 23
1
(9@ o 1 1 o I
vy 1+§_§:{:1_aﬁ+x%’
1
0
% _
8373

© ist also auf U ein Potential von B.

Fiir eine geschlossene Kreislinie um den Ursprung ist oben berechnet

/(B, dx) =27

gl

und nach Satz 7.1 kann B kein Potential auf {x € R : 2} + 23 # 0}
haben (vgl. auch Abbildung 7.6).
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9S= 2nl

Abbildung 7.6: B kann kein , globales” Potential haben.

Als Ubung berechne man rot B auf {x € R?: 22 + 23 # 0} und interpre-
tiere das Ergebnis (vgl. Ubungskapitel 7.2).
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7.2 Ubungsaufgaben zu Kapitel 7

Aufgabe 1. Zeigen Sie Satz 7.1.

Aufgabe 2. Es sei F': R? D U — R? ein glattes Vektorfeld.
Folgt aus rot F' = 0, dass F' konservativ ist?

Hinweis. Betrachten Sie das Beispiel ,Magnetfeld“ aus der Vorlesung.

Aufgabe 3. Skizzieren Sie v und berechnen Sie fw<F ,dx) in den folgenden
beiden Féllen:

i) Im R? sei v die aus ) und v zusammengesetzte stiickweise glatte
Kurve,

t

’7(1)(75) - (t(—tQ—t—I—2)> , te[=2,0],

(Hinweis. Nullstellen der zweiten Komponente von ") berechnen),
und es sei F: R? — R?,
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it) Essei F: {x € R3: 22+ 23 # 0} — R3, v: [0,27] — R?,

T2

T cos(t)
Poo = | w25 | A= s
xs3 ¢

Finden Sie in diesem Fall weiter eine Kurve 4 mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt und fgy(F, dx) # fy(F, dx).

Aufgabe 4. Betrachten Sie das Vektorfeld F: R? — R2?,
2
xl + x2
F(x) = ( ) ) :
x1 + 315
i) Ist F konservativ?

ii) Betrachten Sie weiter die stiickweise glatte Kurve ~ im R?, die sich
zusammensetzt aus

%”(ﬂz(é) , te0,1]; 7(2)(75):(1:5) , te[0,1].

Skizzieren Sie die Kurve und berechnen Sie f7<F ,dx).

i1i) Berechnen Sie fv<F ,dx), falls 4: [0, 1] — R gegeben sei durch

ﬂw=(é).
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Aufgabe 5. Es sei [': R? — R? ein konservatives Vektorfeld. Weiter sei v:
I — R3 eine glatte Kurve mit

v'(t) = F(y(t)) (Newtonsches Bewegungsgesetz) .

Berechnen Sie 4(1(7/(t),7/(¢))) und folgern Sie den Energiesatz

S OA )], = e(r(t2)) = e(r(t)

tq

Aufgabe 6. Es seien f: R — R, g: R?> — R glatte Funktionen, F, G-
R? — R? seien die Vektorfelder

F()_(az2+exl> G()_<$§+ex1>
T\ fa) )T T gl )

i) Kann F' ein konservatives Vektorfeld sein? Falls ja, finden Sie alle
solchen f und ein zugehoriges Potential von F'.

i) Kann G ein konservatives Vektorfeld sein? Falls ja, finden Sie alle
solchen ¢ und ein zugehoriges Potential von G.
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Kapitel 8

Integrale im R"

8.1 Das Riemannsche Integral (Riemannsches Integral iiber Zel-
len; iteriertes Integral; Normalbereich; Projizierbarkeit; Satz von Fubini)

Die Idee zur Konstruktion des Riemannschen Integrals ist d&hnlich wie im
eindimensionalen Fall:

/’,—\/\
/77”7“/"\/\ >\
/4 _4
A A A e =
ket el bt d
YA A A A
/__—/—-7-—7“—/—4~-/
/LA L
Y e A &
L Z ~/
/ L ~ 7/
/// ~/ /
// N /
4 N/

Abbildung 8.1: Der Graph einer Funktion f: R? — R.

Ist f: M C R" — R eine beschriankte Funktion, so sollte das Integral
) o AV oein Maf fiir das Volumen des vom Graphen und von M beran-
deten Korpers sein, so wie es in Abbildung 8.1 angedeutet ist.

Dabei iibertragen sich die einfithrenden Bemerkungen aus Teil II, Kapitel
6, zur Vorgehensweise sinngemas.

279
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Wéhrend man im eindimensionalen Fall in der Regel jedoch lediglich iiber
Intervalle integriert, deren Lénge wohl definiert ist, sind die Integrations-
bereiche im Fall n > 2 wesentlich vielfdltiger und das Mafl der Mengen (als
Analogon zur Lénge eines Intervalls) ist noch nicht definiert.

Das Riemannsche Integral iiber Zellen.

Ist im einfachsten Fall n = 2 und R = [a, ] X [¢,d] C R? ein Rechteck im
R?, so visualisiert Abbildung 8.2, wie Unter- und Obersummen in diesem
Fall vollig analog zur eindimensionalen Situation erklart sind.

/ /
7 /7
/ 7
7 W 7arg
7 /777,
e
V4] /
427277777
//47/%§
7777777
2
§442222462/
V7 VAV
7735555555 ~
////7/%
ALY T~ L
///// /
% 7 // 7
7 /

/

Abbildung 8.2: Eine Riemannsche Summe (vgl. Abbildung 8.1).

Ist in Verallgemeinerung der Situation n € N fixiert, bezeichnen Iy, I, ...,
I, reelle (abgeschlossene) Intervalle und ist weiter

C=LxIyx---x1I,CR",
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so heifit C eine Zelle im R".

Als Ubungsaufgabe (vgl. Ubungskapitel 8.4) definiere man analog zum
Fall n = 1 den Begriff einer integrierbaren Funktion f: C' — R.

Die Notation lautet:

1(f) = /Cdez/Cf(z) av

_ //.../Cf(g)dxl...dxn,

Z(f) heifit das Riemannsche Integral von f iiber die Zelle C, dV heifit
Volumenelement.

Die Bemerkungen und Integrabilitdtskriterien aus dem Fall n = 1 iiber-
tragen sich analog, beispielsweise gilt

Satz 8.1. INTEGRIERBARKEIT STETIGER FUNKTIONEN

Ist f: R" D C — R stetig auf der Zelle C, so ist f integrierbar auf C.

Wie berechnet man Integrale iiber Zellen im R"?

Satz 8.2. ITERIERTE INTEGRALE

FEs sei 0.E. n = 2 (fir n > 3 gelten analoge Aussagen). Es sei weiter f:
R? 5 C — R integrierbar auf der Zelle

C:{XERz: agxlgb,chggd}.
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i) Falls fiir jedes fizierte x1 € [a,b] das Integral fcdf(g)dxg existiert, so
existiert das ,iterierte Integral”

/ab [/cdf(g)dxgl day

und es gilt

/C F(x) AV = / b [ / df(z)dle da,

it) Falls fiir jedes fizierte xo € [c,d] das Integral f;f(g)dxl existiert, so
qilt die analoge Aussage.

Bemerkungen. Satz 8.2 ist mit einigen Bemerkungen zu kommentieren:

i) Mit diesem Satz ist erst die Notation als Mehrfachintegral
J f(; f(x) dzy dzy gerechtfertigt.

i1) Die Berechnung eines Integrals im R™ wird mithilfe von Satz 8.2 auf
zwet nacheinander auszufithrende ,eindimensionale” Integrationen
zuriickgefiihrt.

Damit ibertragen sich (unter den Voraussetzungen von Satz 8.2) die

bekannten Figenschaften aus der Integralrechnung einer Variablen
(Linearitdt . .. )

iii) Wie Beispiele zeigen (siehe Ubungskapitel 8.4), folgt allein aus der
Existenz der iterierten Integrale in Satz 8.2 nicht die Existenz von

Jo f(x)dV.
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Im Folgenden wird, sofern es nicht anders betont ist, stets die Existenz
aller auftretenden Integrale als Generalvoraussetzung angenommen.

Dazu sei nun beispielsweise f stetig auf C.

Nach Satz 8.2 gilt fiir das Zweifachintegral (mit der géngigen Notation

f(x) = f(z1,72))

7) /Cf(g) dx:/ab [/Cdf(azl,xz) da:2] dzy

also wird fiir festes z; erst das Einfachintegral
d
/ f(x1,12) dag =: g(11)

bestimmt, dann die Funktion g¢(x;) bzgl. z; integriert, wie es in
Abbildung 8.3 angedeutet ist.

Abbildung 8.3: Eine Moglichkeit zur Berechnung eines Zweifachintegrals.
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Abbildung 8.4: Eine zweite Moglichkeit zur Berechnung eines Zweifachintegrals.

i1) /Cf(g) dz = /Cd [/abf(:z:l,xQ) dx1] dz,.

Hier ist die Situation umgekehrt (siehe Abbildung 8.4).

Drei Beispiele.

i) EsseiC:{geRQ: 0<umz <1, 1§x2§2}, f(z1, x0) = 272

Dann ist f stetig auf C', insbesondere sind die Voraussetzungen aus
Satz 8.2 erfiillt, es gilt

2 [ 1
/xfz dV = / / xy? day | day
c 1 | Jo

1 zo+1 1
x 1
0 o+ 1o a9+ 1
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und damit

2
1
/ x? dV = / 1 dzy = In(1 + xg)ﬁ =1n(3/2) .
C 1

To +
i1) Es sei jetzt n = 3,
C:C?,d:{XERBZ 0<x1 <2, 0< 29 <1, 2§x3§4}.
Als stetiger Integrand f wird betrachtet:
f(xX) =21+ 29+ 73 .

Mit der Notation

folgt

dV(I’Q,ZL'?)) s

/Cf(g dV:/CQd [/02(:61+x2+x3) dzy

A\ 7
-~

119(952,933)

wobei  dV (9, x3) das zweidimensionale Volumenelement (bzgl. der
Variablen x5, x3) bezeichne.

Eine nochmalige Anwendung von Satz 8.2 liefert

/ngg(xz,m) dV (xq, 23) = /24 lfolg(xg,x3) dx2] dis
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und insgesamt:

T
S~

[ 2
/ (1 + 22 + x3) d:1:1] d$2] dxs
0

LLﬂde:

2
2
L
? + xl(xg + xg)

I
T
S~

dx2] d$3
0

Il
T

1
/ [2 + 229 + 2:63] diL“Q] dxzs
0

4

I
S~

4
4
:.é[3+2mhm3:[wg+x52:18.

i1i) Ist speziell

f: R* = R* vonder Form f(x)= fi(x1)fa(z2)

und sind die Funktionen fi, fo: R — R stetig auf [a, b] bzw. [¢,d] C R,
so ist mit C' := [a, b] x [c,d] (vgl. Ubungskapitel 8.4)

/Cf(g) dV = /ab fi(zq) d:z;1] [/cd fo(xa) dxgl .

Man will aber nicht nur iiber Zellen integrieren!

Bei der Integration in einer Verdnderlichen geniigt es meist, Integrale iiber
Intervalle definieren zu kénnen.
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In mehreren Veradnderlichen ist die Beschrankung auf Zellen zu restriktiv.
Das Riemannsche Integral kann etwa auf sogenannten quadrierbaren
Mengen eingefithrt werden, wozu der Begriff des Jordanschen Mafles

bendétigt wird. Dazu sei hier lediglich auf die Literatur verwiesen.

Eine kleinere, fiir praktische Zwecke aber gut handbare Klasse ist:

Definition 8.1. NORMALBEREICH

i) Eine Menge M C R? heifit xo-projizierbar oder Normalbereich in -
Richtung, falls M von der Form ist

M={xeR*: 21 € a,b], p1(x1) < x2 < a(w1)} ,
wobei p1, po zwei auf [a, b] stetige Funktionen seien.

ii) Eine Menge M C R? heifst x1-projizierbar oder Normalbereich in x-
Richtung, falls M von der Form ist

M={xeR’: zy€le,d], P1(s) < 2y < to(a2)}
wobei 1, Uy zwei auf [c, d] stetige Funktionen seien.

i1i) Eine Menge M C R" heifit x;-projizierbar oder Normalbereich in x;-
Richtung, 1 < 5 < n, wenn sie die Form

M={xeR": yeK, &(y) <z, <&(y)}

hat, wobei y € R"! von der Form
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c R 1

<
I

ist und wobei K eine (prazise: kompakte, quadrierbare) Menge des
R" 1 bezeichne. Die Funktionen &, &: K — R seien stetig.

Mit anderen Worten bedeutet etwa xo-Projizierbarkeit, dass M von den
Graphen der Funktionen ¢;(x;) und ¢o(x;) eingesperrt ist.

Bei einer Integration in Verallgemeinerung von Satz 8.2 kann dann zunéchst
das Integral bzgl. x fiir fixiertes z; zwischen den Grenzen ¢;(x;) und
@o(w1) berechnet werden, anschliefend wird das von x; abhéngende Er-
gebnis bzgl. x; integriert.

Beispiele zur Projizierbarkeit.

i) Zweidimensionale Beispiele sind in den Abbildungen 8.5-8.8 darge-
stellt.

i1) Man betrachte obiges dreidimensionales Beispiel der Zelle

C={xeR’: 0<2;<2 0<z,<1, 2<23<4}.

Mit der Notation
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Abbildung 8.5: M ist x5 projizierbar, nicht x; projizierbar.

Abbildung 8.6: Ms ist z; projizierbar, nicht x5 projizierbar.
ist als die Menge K C R? zu wihlen:

K=0Cy={y: 0<z,<1,2<a3<4}.

Damit ist

C:{geRg: yEK, &G(y) <z <&(y))
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Abbildung 8.7: Mj ist x; projizierbar und x5 projizierbar.

X~ 7

N

X

Abbildung 8.8: M, ist weder x; projizierbar noch x5 projizierbar.

die Zelle ist also ein Normalbereich in z1-Richtung (analog sieht man
ein, dass C' Normalbereich in z5- und x3-Richtung ist).

ii7) Es sei M C R? das ,, Raumstiick“, welches den beiden Zylindern

(xcR*: 2?2 + 23 <1} und {xcR®: 2? +23 <1}
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iv)

gemeinsam ist,

M:{XER?’: i <1In{xeR®: x%—l—x%ﬁl}.

Dann ist M Normalbereich in z3-Richtung (analog in xo-Richtung).

Um das einzusehen betrachte man die ,,Grundflache“ bestehend aus
den Punkten

X:<2)€K::{X€R2: x%Jr:U%gl}

sowie die untere bzw. obere Grenzen als Funktion K — R

51(2):—\/1—1‘%, SQ(X): \/1—:13% fir alle XGK.

Damit ist

M={xeR’: yeK, &(y) <3< &(y)} .

Es sei

M={§ER3: 1 >0, 29 >0, 23 >0, x1+x2+x3§1}.

Wieder ist M Normalbereich in z3-Richtung (andere Richtungen
analog).

Die Menge K findet man wie folgt.

Zunéchst muss auf K gelten: 1 > 0 und x5 > 0.
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Es ist weiter in K

:<931) , &y) =0, Lly)=1-z1—a2.

x2

Die Bedingung & (y) < &»(y) muss auf ganz K gelten, folglich

K:{X€R2I 1 >0, 29 >0, 331—|—5C2§1}

Cavalierisches Prinzip, Satz von Fubini.

Als Definition des Riemannschen Integrals iiber Normalbereiche und
gleichzeitig als Satz zu deren Berechnung dient hier der Satz von Fubini
(man vergleiche das sogenannte Cavalierisches Prinzip).

Satz 8.3. SATZ VON FUBINI

Es ses M C R" und f: M — R stetig.

Dann gilt mit den obigen Bezeichnungen:

i) Ist n =2 und M ein Normalbereich in xo-Richtung, so gilt

b pa(1)
/ f dV = / / f(ﬂ?l,afg) d.i]?g d:z:l .
M a e1(z1)

i1) Ist n =2 und M ein Normalbereich in xy-Richtung, so gilt

d a(w2)
/ f dV = / / f([[?l,afg) dﬂfl dafz .
M c Y1 (x2)
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iti) Im allgemeinen Fall n > 2, M Normalbereich in eine Richtung x;,
1<j<n, gil

Afde[/gij)f@ da

wobei dV,,_1 das (n — 1)-dimensionale Volumenelement auf K C R}
bezeichne.

dV,-1,

Dabei ist das Integral auf der rechten Seite definiert, falls K selbst
wieder Normalbereich in die verbleibenden Richtungen ist.

Bemerkungen.

Abbildung 8.9: Iterierte Integration fiir einen x5-Normalbereich.

i) Der Satz fiihrt Integrale in R™ als Mehrfachintegrale ein und ist damit
auch ein wesentliches Hilfsmittel zur konkreten Berechnung.



294 Kapitel 8. Integrale im R"

Abbildung 8.10: Iterierte Integration fiir einen x;-Normalbereich — hier wire die Variante
analog zu Abbildung 8.9 nicht moglich.

el BN

\
N //

Abbildung 8.11: Eine Zerlegung in Normalbereiche.

Analog zu Satz 8.2 ist die anschauliche Vorstellung in den Abbildun-
gen 8.9 und 8.10 wiedergegeben.

it) Ist M in wverschiedene Richtungen ein Normalbereich, so kann
natirlich die ,einfachste” Berechnungsvariante gewdhlt werden.
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iii) Ist M kein Normalbereich, so kann versucht werden, M in endlich

viele Normalbereiche zu zerlegen, um Satz 8.3 anzuwenden.

iv) Ist M eine Vereinigung von endlich vielen Normalbereichen, so heifit
M ein Greenscher Bereich (vgl. Abbildung 8.11).

Ein Beispiel, zwei Moglichkeiten.
Es sei R > 0 fixiert und

M:={xeR*: zi+a3 <R’ z3>0}.

Der Integrand f: R? — R? sei gegeben durch
f(x) = zizy .

1*¢ Méglichkeit. Man rechne nach Satz 8.3, i) (vgl. Abbildung 8.12):

Abbildung 8.12: 1% Moglichkeit.
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_/\/Rz—x?

0

I
= =

:1:%332 dx2] dxq

d:Ul

R
112} xR 2
- _R2 1:| _R5
2{3 51-R 15

2'¢ Mdglichkeit. Man rechne nach Satz 8.3, i) (vgl. Abbildung 8.13):

/l’%l’g dV =
M

R [ p+v/R2—ua2
/ / I%l’g dxq
0 _

/R B } VR =3
0

d.%’g

— X9 dl’z

L 3

R

R
/ 219(R* — x%)% dzy
0

(-] - 2n

Volumen eines Tetraeders.

Gesucht sei das Volumen V' des Tetraeders T' mit den Ecken O = 0,

, C=101], a, b c>0 fixiert,
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Abbildung 8.13: 2% Moglichkeit.

d.h. man berechne

/1dV,
T

wobei dV das dreidimensionale Volumenelement bezeichne.

Um die richtigen Integrationsgrenzen zu finden, beachtet man zunéchst,
dass das Dreieck AABO in der Ebene {x € R?: 3 = 0} liegt (vgl. Ab-
bildung 8.14).

Zu einem gegebenem Punkt

(xl ) c AABO

Z2

ist nach Abbildung 8.14 ldngs der griinen Linie bzgl. x3 bis zu der Hoéhe
zu integrieren, die durch das Dreieck AABC festgelegt ist.
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A

Abbildung 8.14: Zur Volumenberechnung des Tetraeders.

Dieses Dreieck liegt in der Ebene (Probe!)

ﬂ_*_ﬁ_}_ﬁ:l_
a b c

Wird also zunéchst das Integral bzgl x3 abgespalten, so ist zwischen den
Grenzen r3 = 0 und

zu integrieren.

Bleibt im néchsten Schritt xq fixiert, so ist bzgl. x5 wie mit dem griinen
Pfeil angedeutet zu integrieren, d.h. die untere Grenze ist x5 = 0.
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Die Gerade durch die Punkte A und B wird wiederum durch die Gleichung

X1 )
L |
a+b

beschrieben, woraus sich als obere Grenze b(1 — z1/a) ergibt.

Wie mit dem blauen Pfeil angedeutet ist die letzte Integration bzgl. z;
von 0 bis a auszufiihren.

Insgesamt erhilt man
V = / 1dV
T

Als Ubungsaufgabe (vgl. Ubungskapitel 8.4) berechne man das Integral
von

X1 )

f(xy,29) = c(l . ?>

a

iber dem Dreieck mit den Ecken O, A, B in der (z1,x2)-Ebene (vgl. wieder
Abbildung 8.14) und interpretiere das Ergebnis.
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8.2 Der Transformationssatz (Polarkoordinaten; Kugelkoordina-
ten; Zylinderkoordinaten)

Kann analog zur Substitutionsregel im Fall einer Funktion einer Variablen
die Integration in bestimmten Situationen durch eine geeignete Transfor-
mation (d.h. durch eine geeignete Koordinatentransformation) vereinfacht
werden?

Betrachtet seien dazu zwei offene Mengen U, V' C R” und eine Abbildung

Uq (1
g: U=V, Usu=| ! |=glu=v=| : |eV.

Unp, Un

Die Abbildung ¢ sei ein Diffeomorhismus, d.h. bijektiv und sowohl ¢ als
auch ¢g~! seien stetig differenzierbar.

Die sogenannte Jacobische Funktionaldeterminante ist fiir einen solchen
Diffeomorphismus stets von Null verschieden, d.h. fiir alle u € U gilt

dg1 dg1
det Dg(u) = : : (u) #0.
Agn Agn

Unter diesen Voraussetzungen ist der Transformationssatz richtig:

Satz 8.4. TRANSFORMATIONSSATZ

Es sei f: V — R stetig und K CV sei kompakt. Dann gilt

[r@ave = [ (ol D] v,

g (K) = {ueU: g(u)eK}.
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—p /‘
—_— [R

\%

Abbildung 8.15: Zum Transformationssatz.

Die Integrationsvariable 1st im Volumenelement angedeutet.

Satz 8.4 hat formal die gleiche Gestalt wie die Substitutionsregel im Fall
n = 1 (Teil II, Satz 6.6), wobei nun der Betrag der Jacobischen Funktio-
naldeterminante zu betrachten ist.

Beispiele.

i) Im R? seien Polarkoordinaten betrachtet: Es ist

H:<u1):(r) , O<r<oo, 0<p <2,
U ¥

o= () =x= () =m0 (1)

Die Menge
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U:{(;>: O<T<oo,0<g0<27r}

ist offen, die Bildmenge

V:{XERQ: xg#OfallstO}
ist die ,aufgeschlitzte (z1, z9)-Ebene (vgl. Abbildung 8.16).
X
2 \%

U
2T 5

r

Abbildung 8.16: Polarkoordinaten im R2.

Die Funktionaldeterminante der Transformation g ist

det Dyl — ‘ ( cos(p) —rsin(p) > ‘ 0,

sin(p) 7 cos(p)
it) Essei K = {x € R?: 1 < 2% + 23 < 4}. Gesucht ist

/ 23+ 23 dV .
K

Bemerkung. Die Menge K ist nicht vollstindig in der offenen Menge
V' aus i) enthalten, da die (x1,x2)-Fbene aufgeschnitten ist.
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In V' fehlt aber nur eine Menge mit ,,Volumen Null“, ndmlich eine
yLinie“, was die hier auftretenden Integrale nicht verdndert (der
Integrand ist beschrinkt) und die folgenden Rechnungen rechtfertigt
(vgl. Abbildung 8.17 fiir eine formal korrekte Argumentation).

&
¢ -1
K
21 — o & &) /KOL
o
\_ i
ol....
T2,

Abbildung 8.17: Formal wird die Menge K, betrachtet und zum Grenziibergang o — 0
iibergegangen.

Als Abbildung ¢g: ¢ '(K) — K werden Polarkoordinaten eingefiihrt,
und aus Satz 8.4 folgt

/K \/ 2+ 23 dV (x)

— / \/rQ cos?(p) + rZsin®(p) r dV(r, )
9~ 1(K)

21 2 2w
7 14
:/ /7“2d7" dg0:/ —dp = —m.
0 1 0o 3 3

ii1) Bei Kugelkoordinaten im R3: betrachtet man die Transformation:

u , 1 cos(p) cos(6)
u=\|u | = ¢ | Sv=x= rsin(p)cos(d)
Uus 0

rsin(6)
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x2
<
Abbildung 8.18: Kugelkoordinaten im R3.
In obiger Notation ist
’ s 7
U= o | r>0,0<p<2r, ——<O< =,
0 2 2

das Bild V ist der R? ohne die nicht-negative z;-Achse und ohne die
x3-Achse.

Es gilt (Entwicklung nach der dritten Zeile, vgl. Teil I1, Definition 2.1)

cos(p) cos(f) —rsin(p)cos(d) —rcos(yp)sin(6)

|det Dg| = sin() cos(0) rcos(p)cos(f) —rsin(p) sin(6)

sin(6) 0 r cos(0)
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und folglich

305

[det Dg| = sin(6)(r*sin®*() cos(6) sin(f) + r* cos® () sin() cos(6))

+r cos(0) (r cos® () cos®(0) + rsin®(¢) cos®(6))

= sin(0)r?sin(6) cos(#) + r cos(0)r cos*(6)

= r?cos(f) #0

iv) Es seien

T
fiir 0 < —— << —=.
ur 7”, 2 2

flx) = \/x%+x%+x§,

™

K = {§€R3:x120, xo >0, x3 >0, x%+x§+aj§§1}.

Mittels der Transformation auf Kugelkoordinaten folgt

/ Va3 + a3 + 23 AV (x)
K

1 3 3
/ [/ [/ rr? cos(0) dgp] d0] dr
o |Jo 0
= ] g
—/ / 3 cos(0) df| dr
2Jo | Jo

1

T B3 = =
2/0 rodr = g

Bemerkung. Oft sind auch Zylinderkoordinaten im R? (vgl. Ubungskapitel
8.4) bzw. weitere einem konkreten Problem angepasste Koordinaten sehr

hilfreich.
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8.3 Uneigentliche Integrale (regulire Ausschopfung; kompakt ent-

halten; Figur; Konvergenzkriterium)

Wie im Fall n = 1 (Teil II, Kapitel 6.4) sollen jetzt die Restriktionen ,, M
beschrankte Menge“ und ,, f beschrankt® fallen gelassen werden, die bisher
immer vorausgesetzt waren.

Mit anderen Worten: Das uneigentliche Integral fQ f dV soll fiir stetige
Funktionen auf beliebigen offenen Mengen €2 (streng genommen auf
offenen Normalbereichen) definiert werden.

Erinnerung. Offene Mengen miissen nicht beschrdnkt sein, stetige Funk-
tionen auf offenen Mengen miissen nicht beschrinkt sein.

Zwei typische Beispiele.

Vollig analog zu Teil II, Kapitel 6.4, vgl. insbesondere Abbildung 6.6,
werden hier zwei exemplarische Situationen vorgestellt.

i) Es sei Q =R".

Um fR” f(x) dz fiir geeignete f sinnvoll zu definieren, startet man mit
den (offenen) Kugeln

By(0)={xeR": x| <k} CQ.

Statt des nicht definierten Ausdrucks [, f(z) dz betrachtet man fiir
alle k& € N das wohl definierte Integral [ B,(0) / (¢) dz und analysiert
den Grenzwert k — oo. -

i1) Essei Q = B1(0)—{0} und f in der Nahe von 0 evtl. nicht beschrénkt.
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Um [, f(x) dz fiir geeignete f sinnvoll zu definieren, startet man hier
mit den Mengen (0 < e < 1)

T.(0) = {xeR": e < |x|| <1} .

Statt des nicht-definierten Ausdrucks [, f(z) dz betrachtet man fiir
alle ¢ wie oben das wohl definierte Integral [ o f(x) dr und analy-
siert den Grenzwert € — 0. -

Definition des uneigentlichen Integrals.

Zunéchst benotigt man wie in den Beispielen motiviert

Definition 8.2.

Es seten M, My, M, ..., M;, ... Teilmengen des R".

REGULARE AUSSCHOPFUNG

Man nennt die Folge {M;} eine requlire Ausschipfung von M, Notation:

M; 2 M, falls gilt

i) Mj@MjH fiir alle j € N,

Dabei bedeutet A € B (Sprechweise: A kompakt enthalten in B): A ist
beschrinkt und es gilt A C B.
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Man kann zeigen, dass fiir jede offene Menge 2 C R" eine regulére
Ausschopfung F; 7 €2 durch sogenannte Figuren F} (eine Figur ist die
Vereinigung endlich vieler Zellen, die sich nicht iiberlappen) existiert.

Damit kann definiert werden:

Definition 8.3. UNEIGENTLICHES INTEGRAL

i) FEs sei Q eine offene Menge des R", f stetig auf Q0 und fir jede
requlire Ausschopfung M; , Q wvon €1 durch quadrierbare Mengen
M; sei die Folge der Zahlen fM_ f dV konvergent.

Dann heifst

/Qf(z) dV:=lim [ f(x)dV

das uneigentliche Integral von f tber ), das uneigentliche Integral
existiert oder konvergiert in diesem Fall.

i1) Das uneigentliche Integral heif$t absolut konvergent, falls das Integral
Jo |f(x)| AV konvergiert.

Bemerkungen.

i) Die Definition des uneigentlichen Integrals ist unabhdangig von der
speziellen Wahl der Ausschépfung.

i1) Die Definition ist konsistent mit den vorherigen Abschnitten.

ii1) Natirlich tbertragen sich FEigenschaften wie die Linearitit des Inte-
grals sowie elementare Abschdtzungen.
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i) Das uneigentliche Integral [, f(x) AV konvergiert, falls es absolut kon-
vergiert.

Wie kann in der Praxis die Konvergenz des uneigentlichen
Integrals nachgepriift werden?

Dazu bedient man sich des folgenden Konvergenzkriteriums.

Satz 8.5. KONVERGENZKRITERIEN

Das uneigentliche Integral fQ f(x) AV einer stetigen Funktion f ist genau
dann absolut konvergent, wenn es eine Konstante ¢ > 0 ¢ibt, sodass

[ Jreorav <e

fiir alle (quadrierbaren) Mengen M & ) gilt.

Bemerkung. Man vergleiche Satz 8.5 mit dem Majorantenkriterium re-
spektive dem Minorantenkriterium aus Teil II, Satz 6.7.

Es sei beispielsweise

Q={xecR®: |x|>1}.

Es sei weiter o > 0 fixiert,

f)=1IxI"", R>1, Qp:=0QnBg(0).
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Dann gilt (mithilfe der Transformation auf Kugelkoordinaten)

fx)dvV = /Q x| dV

- /1R [/ /0%”7"2608(9) dso] d9] dr

R . R
= 27T/ r*%[sin(0)]? . dr = 477/ r¥e
1 ? 1

Qr

NI

s
2

Die rechte Seite wird beliebig grof3, falls @ < 3 ist, das uneigentliche
Integral konvergiert in diesem Fall nicht.

Genau gesagt: Ist R; = j und M; = Qg , so ist eine reguldre Ausschopfung
von ) gefunden, fiir die [,, f(x) dV nicht konvergiert, das uneigentliche
Integral ist nach Definition 8.3, ), nicht konvergent.

Ist a > 3, so gilt

R 47

1 a—3

47
a—3°

(1—- R <

fx)dV = 47?[
o

Jede quadrierbare Menge M & () ist aber fiir hinreichend grofles R in
QQr enthalten (quadrierbare Mengen sind per definitionem beschrankt),
d.h. man hat

AT
[ Ireorav < =

o
fiir jede quadrierbare Menge M & €2 im Fall o > 3.

Nach Satz 8.5 ist in diesem Fall das uneigentliche Integral konvergent.
Zur Berechnung des Integrals reicht es nach Definition 8.3 dann, eine spe-

zielle regulidre Ausschopfung von  zu betrachten (etwa M; wie oben) und
man erhalt
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4
/|z|“dvz A
9 &—3
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8.4 TUbungsaufgaben zu Kapitel 8

Aufgabe 1. Definieren Sie analog zum Fall n = 1, was unter integrierbaren
Funktionen iiber Zellen zu verstehen ist.

Aufgabe 2. Zu fixiertem p > 0 sei f,: [0,1] x [0,1] — R gegeben durch

Ir1 — I9
fp(z) = (.’L’l + X9 + p)3
0 fir x=0.

fir x#0,

i) Rechnen Sie nach, dass fiir p > 0

/01 [/Opr(K) dx1] dx2:/01 [/()lfp(g)d@] dz; =0.

i1) Rechnen Sie nach, dass i) im Fall p = 0 falsch ist.

Widerspricht das Satz 8.27

Aufgabe 3. Es sei f: R? — R? von der Form
f(x) = fi(xr) fal)

wobei die Funktionen fi, fo: R — R stetig auf [a, b] bzw. [c,d] C R seien.
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Zeigen Sie (C' := [a, b] X [c, d])

/Cf(g) dV = /ab fi(xy) da;1] [/Cd fo(xs) dx2] :

Aufgabe 4.
i) Es seien
) T 2 ) 17 2
Ef = XER:Z—I—@ZI : Ey = XER:E—I—@SI :
Q:{XGRQISHZO}, M=FENENQ.

Skizzieren Sie M und berechnen Sie f a1 dV.
i1) Es sei
C:{§€R3: x1 >0, 29>0, 3 >0 und x1+a;‘2—|—333§1}.

Berechnen Sie

/em?’ dv .
C

Aufgabe 5. Es sei

1 2
M—{§€R2: 1<5131<2,—<:L‘2<—}.
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Skizzieren Sie M und berechnen Sie
|
/ e 1+‘7’12 -5 dV
M )

mithilfe der Transformation

Aufgabe 6. Berechnen Sie das Volumen des Raumstiicks im R3, welches
den beiden Zylindern {x € R®: 22 + 23 <1} und {x € R?: 23 + 23 < 1}

gemeinsam ist.

Aufgabe 7. Nutzen Sie (modifizierte) Kugelkoordinaten,

xr1 = arcos(p)cos(f) , xo=brsin(p)cos(d), wx3=crsin(f),

um das Tragheitsmoment 6 des Ellipsoids

2 2 2
E:{§€R3: ﬂ+ﬁ+ﬁ§1}, a, b, ¢ > 0 fixiert ,
a2 b? 2

bzgl. der x3-Achse zu berechnen,

0= [ (o +ad) Vi)
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Aufgabe 8.

i) Es sei
9 1
M = {xeR*: 0§$1—§x2§1, 0<azy—mz <1},
2 1
A = .
Skizzieren Sie M und berechnen Sie
Iy —
/ S T | V4
M 1 + (CCQ — Zlfl)
mithilfe der Transformation
U A u\ _ 2u + v _ (™ |
v v 2u+ 2v To

i) Skizzieren Sie im R3

Gi = {xeR’: (/a2 +a3<1—u3},

Gy = {XER?’: x§+x§§1,0§x3§1}.

und berechnen Sie

/ T3 dVv .
G1NG2

Hinweis. Zylinderkoordinaten (r, o, z)T — (r cos(ip),rsin(p), 2)7.
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Aufgabe 9. Es sei

1/v3
0

V2/V3

N = e R?.

Weiterhin seien der Zylinder Z, die Ebene F und der Kegel K im R?
gegeben durch

7 = {xeR: 2l+a2=1}, E={xecR: (x,N)=2v2/V3},
K = {xeR’: \Jat+al=1un;}.

Skizzieren Sie das von Z, F und K eingeschlossene (beschriankte) Raum-
stiick G und berechnen Sie sein Volumen. (Hinweis: Zylinderkoordinaten)

Aufgabe 10.

i) Es sei

R>> M =50 —{0}={xeR®: 0<|x|<1}.
Zu fixiertem o € R sei f: M — R gegeben durch

f(x)=[x["".

Finden Sie eine reguldre Ausschopfung von M und zeigen Sie, fiir
welche o das uneigentliche Integral

/Mf(z) dv
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konvergiert.

Berechnen Sie das Integral, falls es konvergiert.

i1) Kann das Integral

x|
/ < av
{x€R3: |x|>1} |§’

konvergieren?
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Der (Gaufische Integralsatz

Der Gaufische Integralsatz ist einer der zentralen Sétze der Analysis.

Es wird etwa im Verlaufe dieses Kapitels geklédrt werden, wie eine partielle
Integration im Falle von Funktionen mehrerer Verdnderlicher zu verstehen
ist.

Ebenso wird deutlich werden, warum die Divergenz eines Vektorfeldes ein
MaB fiir Quellen und Senken ist (man vergleiche die Bemerkungen nach
Definition 6.4).

Der Gaufische Integralsatz in der Ebene kann mit den bisher bekannten Be-
griffen vorgestellt werden, zum Verstédndnis des Gauflschen Integralsatzes
im R? sind hingegen einige geometrische Betrachtungen voranzustellen.

9.1 Der Gaufische Integralsatz in der Ebene (positiv ori-

entierter Rand; duflere Einheitsnormale; Fluss eines Vektorfeldes)

Im Fall einer Verdnderlichen besagt der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung (Teil II, Satz 6.4), dass das bestimmte Integral einer
Funktion f als Differenz der Funktionswerte einer Stammfunktion in den
Randpunkten gegeben ist.

In diesem Paragraphen wird ein zweidimensionales Integral iiber eine

Divergenz als Integral iiber eine Randkurve geschrieben werden, welches
als Flussintegral zu interpretieren ist.

319
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Zur Formulierung dieses Satzes ist noch eine Vorzeichenbedingung zu
klaren:

Ist M C R? ein Normalbereich etwa in zo-Richtung (vgl. Definition 8.1),
so kann der Rand von M, wie beispielhaft in Abbildung 9.1 angedeutet,
durch eine stiickweise glatte Kurve v parametrisiert werden.

Abbildung 9.1: Der Rand 0M.

Die Funktionen ¢; und (o ergeben sich dabei aus der Bedingung ,,Nor-
malbereich®.

Es wird stets angenommen, dass diese Kurve regular (7' # 0 auf den
Teilkurven) ist und dass sie so orientiert ist, dass M beim Durchlaufen der
Kurve zur Linken liege, d.h. M sei positiv orientiert.

Ein Beispiel.

Die Idee, den GauBlschen Integralsatz aus dem Satz von Fubini (Satz 8.3)
und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Teil II, Satz
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6.4) abzuleiten, sei anhand des einfachsten Beispiels angedeutet:

Man betrachte das Quadrat Q :={x € R?: 0<z; <1, 0 <2y <1} und
tiberlege sich, dass es von den Kurven (jeweils auf [0, 1] definiert)

(1) . t @) . 1

Y .t|—><0>, Y .tv—>(t>,
1—1 0

3) . (4) .

Y .t|—>< 1 ), Y .tv—>(1_t>

positiv orientiert berandet wird.

Fiir ein glattes Vektorfeld

ist nach den oben genannten Séatzen (mit der Notation F'(x) = F(z1,x2))

F 1
O gv = /
Q3$1 0

= /0 |:F2(1,x2) — FQ(O,.%’Q)] d$2

= /@(F, dz>+£(4)<F, dx) .

1
OF:
—2 dZCl

dx
o 01 ?

Analog berechnet sich

- @dV:/ (F, d§>+/ (F, dx) .
(1) (2)

Q 02 v v

Bezeichnet v die aus v bis 7*) zusammengesetzte stiickweise glatte Kur-
ve, so ist gezeigt
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/ <@@> de/(F, dx) .
Q 81;1 (9332 ~y

Satz 9.1. (GAUSSSCHER INTEGRALSATZ IN DER EBENE

Es sei M C R? sowohl ein Normalbereich in x1-Richtung als auch ein
Normalbereich in xs-Richtung.

Der Rand OM sei positiv orientiert, stiickweise glatt und reguldr.

Weiterhin sei F': U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, welches
auf einer offenen Obermenge U D M definiert ist.

Schreibt man F' = < ? ) und st v wie oben, so folgt
2

OF, OR B

Bemerkungen.

i) Nach Kapitel 7.1 hingt das Kurvenintegral auf der rechten Seite nicht
von der speziellen Wahl der Parametrisierung ab.

i1) Der Gauflsche Integralsatz in der Ebene gilt auch fir Greensche
Bereiche, d.h. endliche Vereinigungen von Normalbereichen wie oben.

Dabei st auf die Orientierung der einzelnen Randkurven zu achten
(vgl. Abbildung 9.2).

Die Mengen My und Ms aus Abbildung 9.2 kénnen formal auch weiter
zerlegt werden, sodass sich Normalbereiche sowohl in x1- als auch xo-
Richtung ergeben.
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©

Abbildung 9.2: Zur Orientierung eines Greenscher Bereich.

Zwei Beispiele.

x1

oF, O0F; /
9% TN qv =2 [ av =24(M),
/M<85’31 (9$2> M (M)

wobei A(M) den Fliacheninhalt von M bezeichne. Es folgt

i) Es sei F(x) = ( 2 ) Dann ist

1 _
aon =g [trax . r= ()
2 v i
i1) Ist speziell M die Ellipse

M_ Q,x% .CE%
—JxeR: L4+ 2 <1, 04a beR,

So 1st
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) = ( z;o;g)) ) -

eine Parametrisierung von OM wie in Satz 9.1 gefordert, d.h.
1 27 _bsi —asin(t

A(M) = _/ << bsm(t))) (t) >dt
2 Jo a cos(t) bcos(t)

1 2T
= —/ abdt = mab .
2 Jo

Bemerkungen zur Verallgemeinerung auf den Fall n = 3.

Es existiere eine regulire C'-Parametrisierung v(t), t € [a,b], des positiv
orientierten Randes OM. Dann gilt

WO\ (A
< 1) ) L) = (%(t) )

und man bezeichnet

1 V(1)
20 = ol ( — )

als die duflere Einheitsnormale an 0M (zum Parameterwert t).

Ist F' = ( ? ) ein stetig differenzierbares Vektorfeld und setzt man
2
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Y(?)
Abbildung 9.3: Die duflere Einheitsnormale an M.

so folgt aus dem GauBschen Satz fiir F:

. OF, OF, oF, OF,
div FFdV = —+ — | dV = — ——1d
/]\4 v V /]\4 (8%1 + 8562) V /j\/[ (85[71 a$2> V

_ / (= Bo(y()1(t) + Fi(v(t)s(t)) dt

- / (F (), () [ ()]l

Das Integral auf der rechten Seite heiffit auch der Fluss des Vektorfeldes F'
durch oM.

Man beachte, dass hier nur die Komponente von F' senkrecht zu 0M zu
beriicksichtigen ist.

In der obigen Form lisst sich Satz 9.1 auf den R?® verallgemeinern, wozu
jedoch zunéchst ein kurzer Exkurs notwendig ist.
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9.2 Fliachen im ]Rg (Gebiet; zusammenhingend; Parameterdarstellung
einer Fliche; Kurven auf Fldchen; Tangentialebene; Normaleneinheitsvek-

tor; Oberflicheninhalt; Oberflichenintegral)

In Kapitel 8.1 wurde bemerkt, dass man im R? iiber quadrierbare Mengen
integrieren kann und das Riemannsche Integral wurde zumindest fiir
Normalbereiche mithilfe von Satz 8.3 definiert.

Nach einer kurzen Diskussion zweidimensionaler (im Allgemeinen nicht-
ebene) Flichen im R? wird in diesem Abschnitt das Oberflichenintergal
eingefiihrt, um damit den GauBschen Integralsatz im R? formulieren zu
kénnen.

Es sei im Folgenden U C R? stets ein Gebiet, das bedeutet U sei nicht
leer, offen und U sei bogenweise zusammenhéngend.

Bogenweise zusammenhéingend wiederum bedeutet, dass je zwei Punkte
aus U durch eine stetige Kurve verbunden werden konnen, die vollstiandig

in U verlauft.

Die typische Vorstellung ist in den Abbildung 9.4 und 9.5 angedeutet.

T N

AN e

~ |

Abbildung 9.4: M ist bogenweise zusammenhéngend.
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\

T T T
AT [T
L~
RN
MZ
Nl
N~— 1
\\\///

Abbildung 9.5: M := M; U M, ist nicht bogenweise zusammenhéngend.

Mit diesen Vorbereitungen wird eine Fliche im R® nun als Punktmenge
eingefithrt (vgl. Bemerkung ¢) unten)

Definition 9.1. FLACHE 1M R?

Es sei U C R? ein quadrierbares' Gebiet und X: U — R3,

Usu= (Z;) — X(u) = 223 :
X3(u)

eine injektive Abbildung der Klasse C'. Ferner habe die Jacobi-Matriz

(010X
8u1 8”&2
00Xy, 0Xo

DX = | =22 222
ouq duy
0Xy 0%

\ 8U1 8102 )

L Auf Begriff ,,quadrierbar® soll auch hier nicht niher eingegangen werden. Man stelle sich ein hinrei-
chend glatt berandetes Gebiet vor.
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tiberall den maxrimalen Rang 2.
Dann heifst die Punktmenge

R?’BS:{XER?’: ng(g),gEU}

eine (requlire, eingebettete) Fliche im R3.
Der Rand von S ist

0S={x€eR’: x=X(u), ucdl}.

X(u.(o))

(0) X
e

| RN
o=

Abbildung 9.6: Eine zweidimensionale Fliche im R3.

Bemerkungen.

i) Analog zur Definition einer Kurve wird meist die Abbildung X als
Flédche bezeichnet, S ist die Spur der Abbildung.

Die Abbildung X heifst auch eine Parameterdarstellung von S.

Ebenso analog definiert man den Rand als Kurve

X|8U: EEGUHX(Q)
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it)

i)

Zugunsten einer einfachen wund dbersichtlichen Darstellung wird
dieser Unterschied hier allerdings ignoriert, d.h. X und S werden
identifiziert.

Zu beachten ist aber: Es gibt unterschiedliche Parameterdarstellun-
gen einer Fliche S (vgl. auch Parametertransformationen fir Kurven)

Differenzierbarkeit wurde nur fir offene Mengen definiert.

Eine Abbildung der Klasse C' auf der abgeschlossenen Menge U
st defintert und stetig differenzierbar auf einer offenen Obermenge
O D U (Notation hier: CY{(U,R?)).

In Definition 9.1 wird eigentlich ein ,Flichenstiick® definiert. Im All-
gemeinen konnen Fldchen aus vielen Fldchenstiicken bestehen und in
der Regel ist es nicht mdglich, eine Fldche komplett mit einer Para-
metrisierung zu beschrieben. Auch darauf wird an dieser Stelle nicht
weiter eingegangen.

Beispiel: Zweidimensionale Sphire im R3.

Eine Sphére in R? kann wie folgt parametrisiert sein:

Zu fixiertem r > 0 sei

1 cos(uy) cos(us)
X(u) = rsin(up) cos(usg) |

7 sin(usg)

U = {geR2,0<u1<27r, —g<u2<g}.
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Es ist
—rsin(uy) cos(ug)  —rcos(uy) sin(us)
DX = rcos(uy)cos(ug)  —rsin(uy)sin(us) |
0 r cos(uz)

die Matrix hat vollen Rang 2.

Beispiel: Graphen im R3.
Graphenflichen im R? sind in Kapitel 6.1 ausfiihrlich vorgestellt.

Ist U C R? eine offene Menge und f: U — R von der Klasse C!, so ist mit
den obigen Bezeichnungen:

U
S{XERS:g U9 ,QGU},
)

f(ur, ug

die Abbildungsvorschrift fiir die Abbildung X lautet fiir die Graphenfléche

Uy
u— X(u) = Uz
f(U'l) u?)
Da die Jacobi-Matrix
1 0
px=| Y 1
of 9f

8u1 (9u2
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in diesem Fall immer den Rang 2 hat, ist eine C''-Graphenfliche grundsétz-
lich regular.

Tangentialebene und Normale.

Es sei nun eine Flache S wie in Definition 9.1 gegeben. Weiterhin sei 7:
la,b] — U eine regulire, glatte Kurve in U. Dann ist

c: la,b) = R*, c:=Xon,

eine regulére, glatte Kurve auf der Flédche S.

(©)

X
L=

t

_|_

o

Abbildung 9.7: Eine Kurve auf S.

Man betrachte einen Punkt ul® € U und ein ¢, € (a,b) mit
Y(to) =u X (3(to)) = X (u) = e(to) -

Nach der Kettenregel gilt
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¢ (to) = Xu, (W) 71 (to) + Xu, (u) 5 (t0)

mit der Vereinbarung:
( 0X4 \
8ui

| ax,

0X3

\aui/

Der Vektor ¢(ty) gibt die Richtung der Tangente an die Kurve ¢ auf der
Fliche S im Punkt c(ty).

Alle solchen Tangentenvektoren bestimmen die Tangentialebene 7;,.X.

Da X,, und X,, nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, ist T}, X
tatséchlich eine Ebene:

T,0X = {xeR?®: x =X, u?) + pX,,w?), \, peR}.

S

X
() = -

Abbildung 9.8: Normale und Tangentialebene.

Senkrecht zur Tangentialebene hat man
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Definition 9.2. NORMALE

Es seien S bzw. X wie in Definition 9.1 gegeben.

Dann heifst

Normalen(einheits- Jvektor der Fliche in X (u) bzw. zum Parameterwert u.

Bemerkung. Streng genommen muss unterschieden werden, ob N (und
analog die Tangentialebene) als Funktion von u angesehen wird (N:
U — B1(0)) oder ob man sich die Normale N als Vektor auf der Fliche
vorstellt.

Ohne auf formale Details einzugehen (und mit nicht ganz korrekter Notati-
on) wird hier N als Symbol fiir beide Situationen benutzt (formal ist bei den
folgenden Oberflichenintegralen N zu ersetzen durch N(x) = N o X 1(x),
insbesondere gilt dann N (X (u)) = N(u)).

Beispiel: Zweidimensionale Sphire im R3.
Fiir die Sphére betrachte man wieder

r cos(uq) cos(usg)
X(u) = | rsin(uy) cos(uz)

7 sin(usg)

Damit berechnet man



334 Kapitel 9. Der Gaufische Integralsatz

72 cos(uy) cos?(us)
Xy, X Xy, = | r2sin(ug) cos®(ua) | , || Xu, X Xu|| = 7% cos(us) ,

72 sin(ug) cos(uz)

also ist N(u) der (radiale Vektor)

cos(uy ) cos(uz)

N(u) = | sin(uy) cos(us)
sin(us)
y
v(7)

Abbildung 9.9: Einheitsnormale an die Sphére.

In einem Punkt x einer Kreislinie zeigt der Normalenvektor radial nach
auflen und damit in Richtung von x (vgl. Abbildung 9.9), ganz anlog gilt
fiir einen Punkt auf der Sphére

N(u) ~ X(u) .
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Beispiel: Graphen im R3.

Ist f wie oben und

Uy
X(u) = U2 :
f(U1, u2)
so berechnet man

— fur

N =—— | —f
1+ VS uz

1

Erinnerung. Die Ausdriicke f,, und f,, bezeichnen wieder die partiellen
Ableitungen von f nach uy bzw. nach us.

Oberflacheninhalt und Oberflichenintegral.

Mit diesen Werkzeugen kann der (Ober-) Flicheninhalt einer zweidimen-
sionalen Fliche im R? gemessen werden bzw. das Oberflichenintegral
eingefiihrt werden:

Definition 9.3. OBERFLACHENINHALT

Es seien X, S wie oben. Dann heifst

A(S) = / X0, (W) x X,y (w)]] AV

der Oberflicheninhalt von S.
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Bemerkung. Hier ist die Unabhdingigkeit der Definition von der speziel-
len Parametrisierung zu tuberprifen (Transformationssatz).

Beispiel. Der Oberflicheninhalt der Sphédre vom Radius r errechnet sich
nach obiger Definition im Finklang mit der Elementargeometrie zu

A(S) = /Ur2cos(uQ) dV

2w
— r2/ [/ cos(uz) duQ] duy
0 -3

2
= 7"2/ 2du; = 4mr? .
0

SIE

Nachdem der Oberflacheninhalt definiert ist, kann im néachsten Schritt
das Oberflachenintergal einer auf S definierten Funktion /A definiert werden.

Integriert wird dabei {iber eine zweidimensionale Fliche im R? und das
Integral unterscheidet sich grundsétzlich von einem Integral {iber Zellen
bzw. Normalbereiche.

Die Idee ist, die Abbildung X zu nutzen, um das Integral auf ein Integral
iber Normalbereich (allgemeiner quadrierbare Menge) zuriickzufiihren.

Definition 9.4. OBERFLACHENINTEGRAL

Es seien X, S wie oben. Weiterhin sei h: R? D S — R stetig auf S. Dann
heifst

/ hdA / B (X (W) ]| X () % X, (w)]] AV
S U

das Oberflichenintegral von h iber S.
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Beispiel. Man betrachte wieder die Sphére und h(x) = z?. Dann ist

/ hdA = / r? cos®(uy) cos?(uy) 1% cos(ug) AV
s U

Al

A\

o[y

cos® () dug ] cos®(up) duy

SIE

7

~"

:[sin(uz)—% sin® (UQ)]iCrQ/2:4/3

4,11 2 4
= §r4[§(sin(u1)cos(u1)+u1)}0 = §7r7"4.

9.3 Der Gaufische Integralsatz im Rg (iuBBere Einheitsnorma-

le; Masssenfluss; Kontinuitéitsgleichung; partielle Integration)

Im Folgenden sei M ein Normalbereich im R? (projizierbar in z1, 3 und x3-
Richtung) mit duflerer Einheitsnormalen N an OM (,zeigt aus M heraus®).

Der Rand von M sei eine Vercinigung von endlich vielen Flachenstiicken
nach Definition 9.1 (Beispiel Wiirfel: Abbildung 9.10).

Endliche Vereinigungen solcher Normalbereiche konnen wieder ,,stiickwei-
se“ untersucht werden.

Beispiele.

i) Es sei an Abbildung 9.8 erinnert.
it) Man betrachte den Wiirfel
M:={xeR: 0<z;<1, i=123}.
Die duflere Normale an OM ist in Abbildung 9.10 angedeutet.

Ahnlich wie in Kapitel 9.1 folgt:
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Abbildung 9.10: AuBere Einheitsnormale an den Wiirfel.

Satz 9.2. G AUSSSCHER INTEGRALSATZ IM R?

Es seien M, OM und N wie oben und F: G C R = R3, G offen, M C G,
ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

Dann qilt

/dideV:/ (F,N) dA .
M

oM

Beispiel: Volumen einer Kugel.
Es sei M = B,(0) die Kugel vom Radius 7 > 0 um den Nullpunkt.

Mit der obigen Parametrisierung X (u) von 0B, (0) ist bereits nachgerech-
net

cos(uy) cos(uz)
N(u) = | sin(uy) cos(uz) c X X Xl = r? cos(us) .

sin(us)

Man betrachte weiter das Vektorfeld F(x) = x, d.h. div ' = 3.
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Dann gilt
1 cos(uq ) cos(uz)
F(X(g)) = | rsin(u) cos(uz) , <F(X(g)), N(g)> =r.
7 sin(us)
Also folgt
2w /2
/ F-NdA = / / rr? cos(ug) dug | dug
9B.(0) 0 —7/2
= dnrd .

Andererseits ist

/ div F dV = 3V |
B, (0)

wobei V' das Volumen der Kugel bezeichne. Nach dem Gauflschen Integral-
satz im R? gilt somit

4
V = 571'7“3 .

Beispiel: Massenerhaltung in der Fluid-Mechanik.

Man betrachte eine stromende Fliissigkeit in drei Raumdimensionen.
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Die gebrauchliche Notation lautet:

x € R3: Réaumliche Variable;

t €[0,00): Zeit;

v=uv(x,t) = | vo(x,t) | : Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit;

p = p(x,t) : Massendichte (,Masse pro Volumen*.

Man betrachte weiter ein beliebiges ,, Testvolumen® € C R3.
Dann gilt

Massenéanderung in 2 = Massenfluss durch 0€2, d.h.

/dev = — Aﬂ<p(§,t)v(§,t),N> dA

4

FluB des Vektorfeldes pv durch 0f)

— —/div (p(x,t)v(x,t)) dz .
0

Hier ist die Divergenz bzgl. der rdumlichen Variablen zu interpretieren.

Da €2 beliebig gew#hlt werden kann folgt (,,relativ leicht“) als Kontinuitéts-
gleichung;:

Ip(x,1)
ot

+div (p(x, tv(x,1)) = 0.
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e

0Q2

Z

1

Abbildung 9.11: Trajektorie ¢ — X (t) € R3.

Ist die Fliissigkeit inkompressibel mit p(x,t) = konstant, so reduziert sich
die Kontinuitétsgleichung auf

div v(x,t) =0 .

Beispiel: Partielle Integration.

Die Voraussetzungen aus Satz 9.2 seien erfiillt und es seien f, g: M — R
stetig differenzierbar auf M.

Als Vektorfeld F' gewéhle man zunéchst

f(x)g(x)

es gilt also

div F(x) = D1 (f(x)9(x)) = (D1f(x))9(x) + f(x)D1g(x) .
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Ist

die duflere Einheitsnormale an dM, so folgt

| ((Prr0)o)+ s@Digx) av = [ faniaa.

oM

Fiir die anderen Komponenten wird analog argumentiert und man erhélt

M M oM

Interpretation des Gaufischen Integralsatzes
Es sei F' ein Vektorfeld im R3 mit div F' = 0.

Es sei weiter B = B,(x) C R? eine beliebige Kugel um irgendeinen
fixierten Punkt x € R3.

Fiir den FluB [, ,(F, N) dA des Vektorfeldes F' durch die Sphére 0B (den
Rand der Kugel) gilt nach dem Gauflschen Integralsatz

/ (F,N)dA:/dideV:O.
0B B

In der Summe flielt ebenso viel in die Kugel herein wie herausfliet, man
bezeichnet F' als quellenfrei.
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9.4 TUbungsaufgaben zu Kapitel 9

Aufgabe 1. in i) bzw. i) sei M C R? sei der von v berandete Normal-
bereich, v die aus ¥V, 4 und ~®) zusammengesetzte stiickweise glatte
Kurve.

Fertigen Sie jeweils eine Skizze an (Orientierung des Randes von M andeu-
ten) und berechnen Sie den Flécheninhalt von M mithilfe des Gaufischen
Integralsatzes in der Ebene.

i) Es seien

i1) Es seien
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Aufgabe 2. Im R? sei M der Normalbereich mit Rand dM = S U S®@),

Die Flichen S, S®) seien hierbei gegeben durch die Parametrisierungen

us cos(uy)
<Zl> — X(l)(u): UQSin(ul) , O<u1<27r, 0<U2<1,
2
U2
uz cos(uy)
<Zl> > X(Q)(g): uo sin(uy) , O<u <27, O<up < 1.
2
1

Mit N sei der Auflere Normaleneinheitsvektor an OM bezeichnet.

Fertigen Sie eine Skizze an und berechnen Sie fiir das Vektorfeld F/(x) = x

/(?M<F, N dA .
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